Glinther Malle
Klagenfurt

ZUR FAHIGKEIT VON SCHULERN IM AUFSTELLEN UND
INTERPRETIEREN VON FORMELN

1. Ein wichtiges 2Ziel des Algebraunterrichts der Unterstufe

Zu den ofter genannten Zielen des Algebraunterrichts der

Unterstufe gehOrt ein verstdndiges Umgehenk®nnen mit Formeln.

Wir wollen uns zundchst kurz verdeutlichen, welche Rolle
Formeln im Leben eines Menschen spielen kénnen.Eine umfassende
empirische Untersuchung gibt es dariiber nicht, deshalb sind
wir auf Spekulationen - aufbauend auf persénlichen Erfahrungen
und Detailuntersuchungen-angewiesen. Dabei stellen wir zu-
ndachst groBe Unterschiede fest. Wihrend in naturwissen-
schaftlich-technischen Berufen Formeln an der Tagesordnung
stehen und in manchen Berufen, z.B. medizinischen oder wirt-
schaftlichen, Formeln immerhin h&dufig auftreten k&nnen, gibt
es auch Berufe, in denen Formeln kaum vorkommen. Im Privat-
leben lassen sich &hnliche Unterschiede feststellen. DaB
jedoch ein Mensch heute in seinem Leben nie mit einer For-
mel konfrontiert wird, ist eher als ein seltener Fall zu
bezeichnen. Exemplarisch seien nur drei Situationen ange-
fihrt: manche Fahrschiiler lernen eine Formel fiir den Brems-
weg kennen, manche Krankenschwestern miissen nach einer Formel
aus bestimmten Korperdaten eines Patienten den Inhalt seiner
Korperoberflidche berechnen und manche Elektrolehrlinge miissen

1)

mit dem Ohmschen Gesetz umgehen k&nnen. Eine empirische

Einige formelunkundige Elektrolehrlinge helfen

sich dabei mit dem sog. "Ohmschen Dreieck".

Wird in diesem eine Gr&Be abgedeckt, ergibt L)
sich der Zusammenhang der abgedeckten GrdRe

mit den beiden anderen Grd&Ren.




|
iJ
P
N

1

Untersuchung, die vom Institut fiir Mathematik an der Univer-
sitdt in Klagenfurt im Jahre 1980 durchgefithrt wurde, be-
stdtigt uns in der Annahme, dag Formeln im Berufsleben doch
hdufiger vorkommen als man zundchst glaubt. In dieser Unter-
suchung wurden berufstitige Maturanten (ohne akademisches
Studium) hinsichtlich der mathematischen Anforderungen an
ihrem Arbeitsplatz befragt. Formeln wurden dabei recht haufig
genannt, vor allem Formeln zur Flichen- und Volumsberechnung

sowie einfache physikalische oder technische Formeln. ‘'

Selbst von jenen Menschen, die in ikrem Leben kaum mit Formeln
in Berilihrung kommen, kann man manchmal sagen, daB sie nicht
Wwissen, welche Vorteile ihnen dabei entgehen. Wieviel ein-
facher und wieviel weniger streitanfillig wire beispielsweise
die Interpretation mancher Gesetze, wenn die darin enthaltenen
Berechnungsvorschriften durch eine Formel ausgedrickt wiren.
Wieviel mehr kritische Einsicht wire mSglich, wenn die Be-
nutzer mancher Kennziffern oder Indices (z.B. Preisindex,
Baukostenindex)die Formeln kennen und verstehen wiirden, nach
der diese berechnet wurden. wWieviel leichter wire es fiir
manche, den Nettobetrag aus dem Bruttobetrag (inklusive Mehr-
wertsteuer) zu berechnen, wenn sie selbstdndig die Formel

B = 1,16.N aufstellen k&nnten usw,

All diese berlegungen zeigen, daB ein verstdndiges Um-
gehen mit Formeln ein durchaus erstrebenswertes Ziel des

Algebraunterrichts der Unterstufe darstellt.

Welche Lehrziele gehdren nun zu einem verstdindigen Umgehen

mit Formeln?

1 - ' .
) Gelegentlich kénnen auch kompliziertere Formeln auftreten. Aus einem

Fachbuch fir Krankenschwestern [SCHOLMERICH et al. 1980] entnehme ich
etwa die folgende Formel:

sh 100 = (PozA"poza)'o'OO31
Qt C(a-v)02+(pO2A-p02a).0,0031




Dazu gehdrt z.B. die Fdhigkeit, mit Hilfe von Formeln kon-
krete Zahlenwerte zu berechnen, einfache Umformungen an
Formeln vorzunehmen, eine Formel zu begriinden, Formeln in
Nachschlagewerken zu finden, Formeln fiir konkrete Situationen
zu adaptieren, usw. In diesem Papier wollen wir jedoch nur

ein Teilziel herausgreifen, ndmlich das folgende:

Der Schiler soll einfache Sachverhalte in mathematische

Formeln lbersetzen k&nnen und umgekehrt einfache mathematische

Formeln interpretieren kd&nnen.

Diesem Ziel kommt - wie die obigen Beispiele zeigen -
besondere Bedeutung zu. Penn wenn ein Schiiler (der nicht
gerade Mathematiker wird) in seinem spiteren Berufs- oder
Privatleben iiberhaupt mit Formeln in Berihrung kommt, dann
haben diese im allgemeinen einen Bezug zu einem auBermathe-
matischen Kontext. Rein innermathematische Fihigkeiten wie
etwa die Fdhigkeit zur Termumformung nach gewissen Regeln
reichen nicht aus, mit der Formel etwas anzufangen. Sie
mufl3 vielmehr im Sachkontext verstanden werden. In manchen
Berufen wird es durchaus nétig sein, eine Formel selbst
aufzustellen (Programmierer tun dies z.B. stdndig), die
Mehrzahl der Betroffenen wird aber vielleicht nur vorge-
gebene Formeln anwenden missen. Man bedenke aber, daB das
Aufstellen und Interpretieren von Formeln gewissermaBen
"inverse" Vorgdnge sind und daB anzunehmen ist, daf die
Forderung der einen Fdhigkeit die andere bis zu einem ge-
wissen Grad mitférdert. Wir werden also in der Schule

beiden Fdhigkeiten unser Augenmerk widmen miissen.




2. Empirische Beobachtungen

Wiprd das obengenannte Ziel beziiglich des Aufstellens und

e
Lerens von Formeln in der Schnule erreicht?
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Im Jahre 1980 haben zwei amerikanische Mathematikdidaktiker,
P. ROSNICK und J. CLEMENT, eine Untersuchung durchgefihrt,
die sich mit der Ubersetzung von verbal oder graphisch
gegebener Information in algebraische Formeln bzw. umgekehrt
von algebraischen Formeln in verkal oder graphisch gegebene
Information beschdftigt [ROSNICK-CLEMENT 1980]. Die Autoren
haben Versuchspersonen verschiedenen Alters (Studenten ver-
schiedener Studienrichtungen) Aufgaben etwa der folgenden

Art vorgelegt:

Zs sei S die Anzahl der Studenten und P die Avzahl der
ofessoren an einer Universitidt. Auf einen Professor kommen
6 Studenten. Driicken Sie das durch eine Gleichung mit Hilfe

von S und P aus!

Nur etwa 60 % der Befragten konnten die Aufgabe richtig

ldsen. (Dabei schnitten Studenten der Wirtschaftswissen~
schaften signifikant schlechter ab als Studenten der Technik.)
Eine Folgeuntersuchung von J. LOCHHEAD an Lehrern und Univer-
sitdtsprofessoren verschiedener Fachrichtungen ergab kein
besseres Resultat. Von denen, die die Aufgabe falsch gellst
hatten,machten fast alle denselben Fehler. Sie schrieben:

6 S =P

Dieser Fehler wurde in der mathematikdidaktischen Literatur

gelegentlich als "Rosnick-Clement-Phdnomen" bezeichnet.

Bei der Ubertragung auslédndischer Untersuchungen auf Oster-
reichische Verhdltnisse muf3 man natiirlich sehr vorsichtig sein.
In der Zwischenzeit konnten wir aber durch Untersuchungen am
mathematischen Institut der Universitdt Klagenfurt nach-

welsen, daB das Rosnick-Clement-Phidnomen genauso in Osterreich
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anzutreffen ist. Bei einer informellen Untersuchungsreihe an
AHS-Lehrern (Germanisten) war die Erfolgsquote sogar nur etwa

ein Drittel.

ROSNICK und CLEMENT wollten dieses Ph&dnomen nicht nur nach-
weisen, sondern auch untersuchen, inwieferne dieses Phdnomen
durch "Therapien" beeinfluBt werden kann. Diejenigen Versuchs-
personen, die die Aufgabe falsch geldst hatten, wurden einer
eingehenden Belehrung unterzogen, in der sieben verschiedene

Therapien angewandt wurden:

a) Es wurde den Versuchspersonen die simple Mitteilung ge-
macht, daBf das Resultat falsch sei.

b) Es wurde den Versuchspersonen erlidutert, daB S die "Anzahl
der Studenten" und nicht die "Studenten" bedeutet; analog
fir Pp.

Cc) Es wurde herausgearbeitet, daB es mehr Studenten als
Professoren sind.

d) Es wurden Zahlen eingesetzt. Z.B. miissen es bei 10 Profes-
soren 60 Studenten sein. Somit folgt aus 6 S = P die
Beziehung 6.60 = 10.

e) Die Situation s Pl s
wurde 24 . 1
durch 18 | . 2112
Graphen oder 12 . 3118
Tabellen . 4124
dargestellt. 6
1 2 3 4 F

f) Die Aufgabe wurde mittels einer Proportion geldst, etwa
S: P=6:1.

g) Es wurde eine korrekte L&sung eines Analogproblems vorge-
fihrt.




Nicht bei jeder Versuchsperson wurden alle sieben Therapien

angewandt, aber im Durchschnitt wurde flir jede Versuchs-

Ferson eine Stunde fir diese Belehrung aufgewandt. Anschliefend
wurden die Versuchspersonen wieder getestet, indem ihnen

Analogaufgaben gestellt wurden, z.B.:

ol S 7 7 1 P 7. 7S - j g ;. A g ey 10 T S A
28 32t o are annanl aeyr aregen und K die AN SOl der’ RUune auj

-

einer Weide. Es sind Jhrnfmal so viele Ziegen wie XKihe aw}'

7 .

der Vetde. Dricken Sie das dupc! eine Glzichung mit

4

von 7 wund aus!

s
v

Es zeigte sich, dap fast alle Versuchspersonen (ca. 80 9)
Wieder in den frilhen Fehler verfielen und die Gleichung ver-
kehrt anschrieben. Daraus schlossen ROSNICK und CLEMENT

(und auf Grund unserer elgenen Erfahrungen missen wir dem

zustimmen), das das Phidnomen tief sitzt und nicht durch ein
e sitzt ,

paar kurze Belehrungen beseitiat werden kann.

Um uns von der Hartndckigkeit des Phinomens zu uberzeugen,
sehen wir uns drei Protokolle aus den Untersuchungen von

ROSNICK und CLEMENT an:

A) STUDENTIN DAWN
Die Studentin hatte folgende Aufgabe zu l13sen:

Set E die Essigmenge und 0 die Jlmenge in einem Salat-
dressing. In dem Salatdressing ist dreimal soviel U1 wie
88tg. Dricken Ste dies durch eine Gleichung mit Hi lfe

von E und O qus!
Im ersten Impuls schrieb die Studentin:
30 = E
Nachdem der Interviewer einen zweifelnden Laut von sich
gab, besserte sie dies aus zu:
3E =0
bDer Interviewer gab sich damit nicht zufrieden und ver-

=L
langte eine Erkldrung. Daraufhin erslduterte die Studentin
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die Gleichung mit Hilfe einer Zeichnung so:

3 E = o
| l

Sk

Sie fiigte noch hinzu, daB es umgekehrt grauslich schmecken

wilirde.

STUDENT DON
Der Student hatte die obengenannte Aufgabe mit den Ziegen

und Kiithen auf einer Weide zu lOsen.

Der Student schrieb zundchst:
12 = 5K

Diese Gleichung ist an sich richtig. Da der Student aber
las "1 Ziege ist gleich 5 Klihe", vermutete der Interviewer,
daB der Student doch nicht verstand, was er geschrieben hat-
te. Im darauffolgenden Gespridch ergab sich, daR die

Gleichung - wenn man beide Seiten mit 5 multipliziert -

Ubergeht in die (immer noch richtige) Gleichung
52 = 25K

Der Student las "5 Ziegen sind 25 Kihe". Der Interviewer
verlangte nun vom Studenten eine Darstellung durch einen
Graphen, wonach der Student den folcgenden (richtigen) Graphen

ichnete: ..
zeichnete Kuhe¢

w
[ ]

- W
[ ]

e - A
L od

5 10 15 20 25Ziegen

Auf die Frage, ob die Gleichung 5Z = 25K diesem Graphen
entspreche, glaubte der Student, einen Fehler gemacht zu

haben und vertauschte die Achsenbezeichnuncgen im Graphen:
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Er interpretierte die Gleichung 527 = 25K vermutlich so-
"S5 Ziegen entsprechen 25 Kihen", verfiel damit in den
typischen Umkehrfehler und glaubte, den Craphen indern

Zu mussen.

Daraufhin stellte der Interviewer die Frage, ob dieser
Graph mit der urspriinglichen Problemstellung Ubereinstimme,
ndmlich daB auf der Weide fiinfmal so viele Ziegen wie XKihe
sind. Der Student hat die urspriingliche Problemstellung
total aus den Augen verloren und das Interview wurde an

dieser Stelle abgebrochen.

STUDENT PETER

Der Student hatte folgende Aufgabe zu 1&sen:

Set E die Anzchl derp Engldnder und C die Anzahl der
Chinesen. In China leben 8-mal so viele Menschen wie in
England. Driicken Sie das durch eine Gletchung mit Hilfe

von E und ¢ qus!

Der Student duBerte sinngemdB folgendes: Ich weliB, es muB
8E = C heiBen, aber ich stelle mir das anders vor. Ich
denke mir: 8 kleine Chinesen bilden einen grofen Chinesen
und jeder groBe Chinese entspricht einem Englidnder.
Interviewer: Was bedeutet E?

Peter: Einen Chinesen

Interviewer: Was bedeutet C?

Peter: Einen Lngl&nder ... ja, C ist England selbst.
Dieser Student schreibt zwar 8E =C, stellt sich aber 8C=E
vor und hdlt innerlich an dieser Vorstellung so fest,

daB er sogar bereit ist, E als Chinesen und C als Englé&nder
Zu interpetieren.
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3. Einige theoretische Erklirungsversuche

Was kidnnten migliche Ursachen filr das Rosnick-Clement-—

Phinomen sein?

Eine Erkldrung drdngt sich sofort auf. Die Gleichung wird
als Abkilirzung der verbalen Ausdrucksweise angesehen, wobei

die Wortstellung beibehalten wird:

6 Studenten kommen auf einen Professor
! | L -~
6 S = P

Dabei ist S eine Abkiirzung fiir "Studenten" und bedeutet
nicht die "Anzahl der Studenten". Analoges gilt fiir P. Das
Gleichheitszeichen bedeutet nicht die Gleichheit von Zzahlen,
sondern ist eine Abkiirzung filir die sprachliche Wendung
"kommen auf" oder &dhnliches. Es liegt also ein falsches Ver-

stdndnis der Variablen und des Gleichheitszeichens zugrunde.

Die Erkl&rung, daB8 der Fehler durch die Wortstellung bedingt
ist, reicht aber nicht aus, das Phinomen zu erkldren. ROSNICK
und CLEMENT haben n&mlich in sorgfédltigen Versuchen die
Wortstellung variiert und die Information auch nichtverbal
angeboten (z.B. durch Graphen oder Tabellen). Es zeigte sich,
daB der Fehler trotzdem mit gleicher Hdufigkeit und Hart-
ndckigkeit auftrat. Es muB also noch andere Ursachen filir

diesen Fehler geben.

Der amerikanische Mathematikdidaktiker R. DAVIS hat eine
weitere Erkldrung gegeben [DAVIS 1980]. Schiiler lernen in
ihrer Schulausbildung u.a. zwei "Schemata" kennen: !’

1 , .
) Statt "Schema" verwendet er das Wort “frame". Dies ist ein Fachausdruck

aus der "Artificial Intelligence" und man versteht darunter eine
Informationsspeicherungsstruktur im Gedichtnis eines Menschen (oder
einer Maschine).
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- Einheitenschema: Kirzt man etwa in der Gleichung 1 dm = 10

fir den Moment cm mit C und dm mit D ab, ergibt sich die
Gleichung
D= 10 C

- Zahlenschema: Bezeichnet man hingegen mit C die Anzahl der

cm und mit D die Anzahl der dm, so gilt

C=10D

Im Zahlenschema wird die kleinere Zahl mit der Konstanten 10
multipliziert, um die andere zu erhalten. Wird dieses jedoch
mit dem Einheitenschema verwechselt, so wird die gr&Bere Zahl
mit der Konstanten 10 "multipliziert" “. Der Fehler in der
Professoren-Studenten-~-Aufgabe kann also so erkldrt werden.
Man nimmt an, daB der Schiiler sich der Form der aufzustel-
lenden Gleichung bewudt ist, ndmlich daB er eine der Variable
S und P mit 6 multiplizieren mufl, um die andere zu erhalten,
und daBl er weiters weifl, daB S grdBer als P ist. Orientiert
er sich nun am Zahlenschema, erhdlt er das richtige Ergebnis
S = 6P; orientiert er sich am Einheitenschema, erhdlt er das

falsche Ergebnis P = 6S.

DaB ein Schiiler bei einer Aufgabe nicht das richtige Schema
aufruft, kann daran liegen, daB dieses in ihm noch nicht
genligend ausgebildet ist, wdhrend vielleicht ein anderes
Schema so dominiert, daB es immer wieder durchschlédgt.

DAVIS hat verschiedene solcher Schemata untersucht und ihnen
allen die Eigenschaft zugeschrieben, daB sie -~ wenn einmal
ausgebildet - sehr beharrlich ("persistent") sind. Dies
steht im Einklang mit der Beobachtung, daB der Umkehrfehler

hartndckig ist und nicht in kurzer Zeit abgebaut werden kann.

Diese Verwechslung wird offenbar dadurch gefdrdert, daB der Punkt
als Multiplikationszeichen nicht angeschrieben wird.

cm

n




4. Weitere empirische Beobachtungen

Angeregt durch die Untersuchungen von ROSNICK und CLEMENT
haben wir am Institut fir Mathematik der Universitit
Klagenfurt selbst begonnen, Schiiler und Erwachsene zu be-
fragen. Das erste, das wir dabei feststellen muBten, war,
daB sich in den K&pfen mancher Befragten noch viel &drgere
Dinge abspielten. Wir waren dariiber sehr erstaunt, denn
obwohl manche von uns auf eine langjidhrige Unterrichts-
tdtigkeit zurlickblicken k&nnen, waren uns diese Dinge an
den Schilern nie aufgefallen. Zum Beleg seien hier einige
Auszilge aus Interviews wiedergegeben. (Man beachte dabei,
daBl manches wie ein Witz klingt, von den Befragten aber

durchaus ernst gemeint war.)

A) AHS-LEHRERIN CHRISTA (36 JAHRE)
Die Befragte machte einen Uberdurchschnittlich intelligenten

Eindruck, schrieb gerade an einer Dissertation aus Geschichte.
In dieser verwendete sie statistische Methoden, in denen
auch Formeln vorkommen. Die Professoren-Studenten-Aufgabe

beantwortete sie hingegen zundchst erwartungsgemdB so:

6 S =P

Nachdem ich ihr mit Zahlenbeispielen klargemacht hatte, daB dies

nicht stimmt, machte sie einen neuen Ansatz:
P+6 S =P+ §

Sie erlduterte dies so: "Die Professoren und die auf jeden
Professor fallenden Studenten ergeben zusammen alle Pro-
fessoren und Studenten". Ich erklirte ihr dann, daB man
auf beiden Seiten dieser Gleichung ja P subtrahieren

kdnnte und dann erhielte:
6 S =8
Dies stOrte sie jedoch nicht und sie meinte dazu: "Die

Studentengruprpen zu jeweils 6 Studenten ergeben zusammen

alle Studenten”". Nachdem ich ihr wiederum mit Zahlenbei-




B)
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spielen klargemacht hatte, da3 dies nicht stimmen kann,
versuchte sie einen neuen Ansatz:
P+ S8 =7
Als ich einen Laut des Zweifels von mir gab, besserte sie
aus zu:
P+6 8 =7
Sie erlduterte dies so: "Ein Professor und seine 6 Studenten

sind zusammen 7 Personen".

Das Interview wurde abgebrochen.

AHS-LEHRERIN HELGA (29 JAHRE)
Die Befragte schrieb gerade an einer Dissertation aus

Germanistik und kann ebenfalls als sehr intelligent pe-

zeichnet werden. Sie hatte folgende Aufgabe zu l&sen.

In etnem Saal sind x Minner und Yy Frauen. Was bedeutet die
Formel:
Yy = x+2

Nachdem sehr lange keine Antwort aus ihr herauszukriegen
war, versuchte ich die Aufgabe zu erleichtern, indem ich
die Anzahl der Minner mit M und die Anzahl der Frauen mit

F bezeichnete:
F = M+2

Diese Gleichung interpretierte sie so: "Die Frau hat einen
Mann und 2 Kinder". Auf meine Frage, ob denn die zahl 2

unbedingt 2 Kinder bedeuten miisse und nicht etwa 2 Frauen
oder 2 Minner bedeuten kdnne, antwortete sie: "Nein, denn

sonst miiBte
F = M+2F oder F = M+2M

hierstehen." Daraufhin fragte ich sie, ob die obige

Gleichung F = M+2 nicht richtigerweise so lauten miisse:
F = M+2K

Sie antwortete "Ja, richtig" und fiigte noch hinzu: "Ich
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verstehe diese Gleichung so, daBf die Frauen den Minnern

mit irgendeinem Zusatz entsprechen".

SCHULERIN IRENE (17 JAHRE)
Das Mddchen ist Vorzugsschiilerin mit einem "Sehr gut" aus

Mathematik. Sie hatte die Aufgabe zu l&sen:

In etnem Saal sind x Mdnner und y Frauen. Was bedeutet die

Formel:
x = 3y

Um die enormen Schwierigkeiten, mit denen das Midchen zu
kdmpfen hatte, zu illustrieren, sei ein Auszug aus dem
Interview wortlich wiedergegeben. Sie beantwortete die

Frage zundchst so:

Irene: Also, daB einmal die Mi3nner sicher in der
Minderheit sind und die Frauen ... um drei

mehr sind ... das Dreifache ...

Interviewer: Du kannst dich jetzt nicht genau entscheiden,

ob es um drei mehr sind ...
Irene: ... oder um das Dreifache

Im weiteren Verlauf des Interviews versuchte der Inter-

viewer, so zu helfen:

Int.: [Angenommen] ich hdtte a Personen. Es kommen noch

drei hinzu. Wie viele hitte ich dann?

Ir.: 3a.

Int.: 3 mal a?

Ir.: Ja

Int.: Kann das sein? Wenn ich 10 Personen hidtte ...
Ir.: Ja, und es kommen 3 dazu ...

Int.: ... dann h&dtte ich doch nicht 3.10 Personen.

Ir.: Nein, dann hdtte ich 13 Personen, also um 3 mehr.

Ja, dann sind beim [obigen] Beispiel um 3 Frauen
mehr drinnen als Minner. Also 3 Frauen sind dazu-

gekommen.




Int.:

Ir.:
Int.:

T .
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Int.:

Ir.:

Int.

Ir.:
Int.:

Ir.:
Int.:

Ir.:
Int,:

Ir. :

Int.:

Ir,:
Int.:

Ir.:

Int,:

Ir.:

Int.:

Ir.:
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Schreiben wir einmal auf, wir hitten a Personen. Jetzt
kommen 3 Personen dazu. Wieviele Personen hitte ich dann?

3 + a

3 + a. Genau! D.h. zur Anzahl der Personen, die vorher hier

waren ...,

... s8ind 3 dazugekommen.

Also muB ich 3 + a rechnen. Plus a!

Ach ja. Dann ist es (im obigen Beispiel) ums Dreifache mehr.
Denn das heift ja normal 3 mal Y.

Ganz richtig.

Also, du glaubst, im Saal sind dreimal so viele Frauen ...
Ich behaupte jetzt, das ist falsch. Ich behaupte, es sind
dreimal so viele Minner wie Frauen,

(Lange Pause) Dreimal so viele Mdnner als Frauen?

Du hast am Anfang gesagt, es sind sicher mehr Frauen als
Mdnner. Wie bist du auf diese Aussage gekommen?

Durch die 3 vy.

Also, weil beim Yy mehr dabeisteht, deshalb miissen mehr
Frauen sein.

Ja.

Mmh.Ja, was bedeutet noch einmal das y?

Die Anzahl der Frauen.

Die Anzahl der Frauen. Und x ist die Anzahl der Minner. Ver-
suche jetzt, diese Gleichung so zu interpretieren, daB du
fir x die Anzahl der Minner und fir y die Anzahl der Frauen
nimmst, Was bedeutet dann die Gleichung? Ich erhalte die
Anzahl,... A

.+ .der Mdnner ist gleich dreimal die Anzahl der Frauen.

= Ja, dann stimmt es, daB mehr Minner sind, weil ja dreimal
die Anzahl der Mdnner..., also, x Minner ist gleich 3 mal 3%
der Frauen. Also, da sagt das Mal schon aus, dafB die M3nner
in der Mehrzahl sein miissen. Weil es ist ja dreimal -- Ja,
der Dreier bezieht sich auf die Mdnner,

Wieso? Er steht doch bei dem V.

Ja, aber wenn ich das so ausdricke, also: x Minner = 3mal 3%
der Frauen, dann fasse ich das so auf, daB die 3 zu den
Mdnnern gehdrt,

Das verstehe ich nicht ganz. Na, fragen wir einmal so: Sind
es jetzt mehr Minner oder mehr Frauen? '

Na, jetzt wirde ich sagen, es sinrd mehr Minner.




5. Objekt - Zahl - Verwechslungen

In den vorgestellten Interviews, vor allem denjenigen von
CHRISTA und HELGA, ist ein Fehler zu bemerken, der mit einer
bestimmten Art von falschem Variablenverstdndnis zu tun hat.
Z.B. wird S als "Student" und nicht als "Anzahl von Studenten"
interpretiert. Ein dhnlicher Fehler liegt in folgendem Bei-

spiel vor:

Ich kaufe 10 blaue Farbstifte zu b Sehilling pro Stick wund
15 rote Farbstifte zu »r Schilling pro Stick, -das kostet mich
zusammen 90 Schilling. Driicke dies durch eine Gleichung in

b und r aus!

Manche Schiiler 10sen diese Aufgabe so:
b+r = 90

Sie lesen dies: "Die blauen und roten Farbstifte kosten zu-
sammen 90 Schilling". Diese Schiiler interpretieren b als
"blauen Farbstift" und nicht als "Preis eines blauen Farb-
stifts". Analoges gilt fir r. (Vgl. [KUCHEMANN 19781,
[BURGER-FISCHER-MALLE 1981, S. 90-95].)

Allgemein besteht dieser Fehler darin, daB Objekte (bzw.
Objektmengen) mit gewissen, diesen Objekten zugeordneten
Zahlen (Anzahl, Preis, Gewicht usw.) verwechselt werden.
Nach unseren Erfahrungen ist dieser Fehler weit verbreitet
und liegt vielen anderen Fehlern zugrunde. Wir wollen ihm

deshalb einen Namen geben und nennen ihn Objekt-Zahl-Ver-

wechslung.

Es gibt verschiedene Bedingungen, die diese Objekt-Zahl-
Verwechslungen fbrdern. Eine ist in der Unterrichtspraxis

zu suchen. Wenn ein Lehrer seinen Schiilern die Gleichung
3a+2a = bSa

mit den Worten "2 Apfel und 2 Apfel ergeben zusammen 5 Apfel"
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erkldrt und diese Erkldrung eventuell noch durch die

Zeichnung

bdd b

unterstitzt, so macht er den Schiilern eben diesen Fehler vor,
weil er a als "Apfel" interpretiert und nicht als "Anzahl

von Apfeln". 1)

Ist es dann eigentlich verwunderlich, wenn
ein Schiiler spdter 2K als "2 Kinder" interpretiert oder um-
gekehrt "2 Kinder" durch 2K darstellt (siehe das Interview-

protokoll von HELGA).

Eine korrekte Erkldrung der obigen Gleichung miiBte eher so
aussehen: "Dreimal eine gewisse Anzahl von Apfeln plus zwei-
mal dieselbe Anzahl von Apfeln ergibt filinfmal diese Anzahl
von Apfeln". Als visuelle Unterstiitzung wire eher ein Bild

der folgenden Art zu empfehlen:

S| || | S| |
S| | b | & S| |

Eine andere Bedingung, die die Objekt ~ Zahl - Verwechslung
fordert, ist mdglicherweise selbst entwicklungsbedingt. In
den Interviews ist uns aufgefallen, daB8 Schiiler sehr selten
mit den abstrakten Begriffen "Anzahl", "Preis", "Gewicht"
etc. argumentieren. Auf die Frage, was eine Variable

~ etwa x - ist, antworteten sie meist "x ist, wie viele es
sind", "x ist, was es kostet", "x ist, was es wiegt" oder
dhnliches. Manche Schiiler verwenden zwar beide Ausdrucks-
weisen nebeneinander, aber einen Schiiler, der nur mit den
abstrakten Begriffen argumentiért, haben wir nicht ange-
troffen. Zwar hatten wir den Eindruck, daB alle Schiiler eine

1
) Man beachte auch, daB "3a" im Sinn von "3.a" gemeint ist, hingegen

"3 Apfel" nicht im Sinn von "3.Apfel". Die dubiose Erkldrungsweise
mit Apfel, Birnen etc. wurde in der Mathematikdidaktik gelegentlich
als "Fruchtsalatarithmetik" bezeichnet.




- 260 =~

solche Argumentation verstehen, wenn sie vom Interviewer vor-

gemacht wird, aber selbst meiden sie diese Art des Argumen-

tierens weitgehend. Was mag die Ursache dafiir sein? Als

theoretischer Erkldrungsversuch sei folgendes angeboten.

Wir nehmen an, daB ein Schiiler einen Begriff auf zwei ver-

schiedenen Entwicklungsebenen gebrauchen kann:

a)

b)

Implizite Gebrauchsebene: Hier steht beispielsweise der
Begriff "Anzahl der Studenten" dem Schiiler nur insoferne

zur Verfiigung, als er ihn dazu gebrauchen kann, Sachver-

halte zu denken und verbal zu beschreiben, z.B.:
"S ist die Anzahl der Studenten"

Dabei ist "Anzahl der Studenten® fiir den Schiiler eine
sprachliche Floskel, die im wesentlichen dasselbe leistet

wie die Floskel
"Es sind S Studenten"

oder &dhnliches. Der Begriff "Anzahl der Studenten" ist
nicht Gegenstand des Denkens, er wird also nur <mplizit

(d.h. in einem verbalen Kontext) gebraucht.

Explizite Gebrauchsebene: Anders miissen das Denken und

die Argumentation bei der Gleichung
6P =S

verlaufen. Im Grunde kann diese Gleichung nur verstanden
werden, wenn in irgendeiner Weise eine Anzahl-Argumentation

(oder etwas Gleichwertiges) gefiihrt wird, z.B.:

"Sechsmal die Anzahl der Professoren

ergibt die Anzahl der Studenten".
Im Unterschied zur impliziten Gebrauchsebene muB der
Begriff "Anzahl der Studenten" hier dem Schiiler so weit

zur Verfiigung stehen, daB er zu einem Objekt seines Denkens

geworden ist, deshalb mit einem Namen (einer Variablen)

versehen werden kann und (mit Hilfe dieses Namens) zu

anderen Begriffen in Beziehung gesetzt werden kann.




Der Begriff wird also explizit gebraucht, da er fir

sich allein Bedeutung hat.

Alle Beobachtungen deuten nun darauf hin, daB Schiiler die
implizite Gebrauchsebene eher erreichen und die explizite
Gebrauchsebene erst nach lingerer Anstrengung erklimmen.

Wird nur auf der impliziten Gebrauchsebene gedacht, so ist

es fiir den Schiiler duBerst schwierig, eine Gleichung richtig
aufzustellen oder zu interpretieren. Ein Vorgehen auf dieser
Ebene ist wegen des Verhaftetseins im sprachlichen Kontext

sehr fehleranfidllig und fdrdert insbesondere die Objekt -

zahl - Verwechsluna. Daf Schiiler trotz verbaler Argumentation
auf der impliziten Gebrauchsebene manchmal Gleichungen

richtig aufstellen oder interpretieren, liegt wahrscheinlich
daran, daf ihnen die Begriffe "Anzahl", "Preis", "Gewicht"

usw. intuitiv schon auf der expliziten Gebrauchsebene zur
Verfligung stehen, wenngleich sie sich verbal noch nicht
entsprechend ausdriicken kdnnen. Den Eindruck, daB das

Sprechen dem Denken nachhinkt, gewinnt man ja aus vielen Qchuler—
interviews. Man studiere in dieser Hinsicht nocheinmal das
Interviewprotokoll von IRENE. Es ist ziemlich deutlich zu sehen,
dap sie zunichst nur auf der impliziten Gebrauchsebene argumen-
tiert, indem sie erfolglos versucht, die vorgelegte Gleichung
durch verschiedene verbale Ausdrucksweisen zu beschreiben,

ohne von Anzahlen zu sprechen. Die Situation dndert sich erst,
als der Interviewer die Anzahlen ins Spiel-bringt. Zwar hat
IRENE bis zum SchluB groBe Schwierigkeiten, eine korrekte
Anzahlargumentation zu fihren, aber sie hat wahrscheinlich
intuitiv begriffen, worum es geht, als sie vom "y der Frauen"
spricht (und damit wahrscheinlich meint, dag y die Anzahl der
Frauen bezeichnet). Dieses intuitives Verstdndnis reicht bei
ihr schlieBlich auch aus, um zu einer im wesentlichen rich-

tigen Interpretation der Gleichung zu kommen.

Dies alles deutet darauf hin, daB8 der Lehrer bestrebt sein

sollte, die Schiiler zu einer korrekten Argumentation mit An-
zahlen, Preisen, Cewichten usw. zu fihren. Ob aber hier ent;
wicklungsbedingte Barrieren zu iliberwinden sind und welche Effizienz

ein Forcieren dieser Richtung hat, wurde nie genauer untersucht.
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in der Schule uniiblich. wohl jeder Lehrer kennt das
typische Lehrerverhalten, welches darin besteht, sehn-
slichtig auf eine Schiilerantwort zu warten und dann hoch-~
erfreut zu sein, wenn diese endlich doch kommt. Ein Nach-
fragen, wie der Schiiler auf diese Antwort gekommen ist,
wird meist unterlassen, um den Effekt nicht zu zerstodren.
Das ist von den Lehrern im allgemeinen durchaus gut ge-
meint. Das Nachbohren wiirde von den Schiilern vielleicht
als "Zerlegen" ausgelegt werden und der Lehrer will ja
niemandem weh tun. Allerdings vergibt der Lehrer dabei
eine ausgezeichnete MSglichkeit, mehr {iber die Defizite

des Schiilers =zu erfahren.

Das Nichtbemerken der Defizite in der Schule kann aber
unter Umstdnden fiir den Schiiler bittere Konsequenzen haben.
Denn die Defizite zeigen sich unter Umstdnden im Berufs-
leben des Schiilers, wo etwa durchaus die Fahigkeit zum Auf-
stellen~ und Interpretierenkdnnen von Formeln verlangt

werden kann.

Die Interviews zeigen, daB Schiiler gar nicht so selten zu
richtigen L&sungen mit falschen Methoden kommen. (Man
sehe sich unter diesem Gesichtspunkt etwa die Protokolle
von DON, DAWN oder PETER durch.) In diesem Fall gibt man
sich als Lehrer besonders gern einer Illusion hin. Der
Fall der Vorzugsschiilerin IRENE mit der Note "Sehr gut"
aus Mathematik beweist dag. Vermutlich hat diese Schillerin
bei den in der Schule gestellten Aufgaben im allgemeinen
die richtigen LOsungen geliefert, sonst hdtte sie ja kein
"Sehr gut". Aber wie die Interviews zeigen, hat sie
fundamentale Schwierigkeiten im Umgang mit Variablen und
Gleichungen. Richtige Antworten sind keineswegs eine

Garantie fiir ein addquates Verstindnis. !

Die Interviews mit CHRISTA und HELGA zeigen, daB die Fdhigkeit im

Umgang mit Variablen und Gleichungen auch durchaus nicht immer mit dem
Ubereinstimmt, was man gemeinhin als "Intelligenz" bezeichnet (ein
treffliches Arqument daflir, daB Didaktik nicht nur fir die Dummen da ist).
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Man bedenke, d;B im tdglichen Leben Variablen und das Gleichheits-
zaichen hidufiqg nicht im Sinne der Algebra verwendet werden. Man so
daher als Mathematlker nicht gleich so pripotent sein, den eigenen
Standpunkt absolut zu setzen und die Personen zu beldcheln, die
Variablen und das Gleichheitszeichen anders verwenden.

Die Analyse von Schilerfehlern ist nicht undhnlich der FREUDschen
deutung, bei der auch scheinbar sinnlose Tr&ume durch die Analyse

P SSRGS R N

Traum-
einen




e) Ein konstruktives Umgehen mit Schiilerfenlern ist im Un-

terricht nicht sehry verbreitet. Nicht weil die Lehrer
nicht wollten. Aber sie werden durch eine verbreitete und
unkritisch anerkannte Strategie behindert, die man als

FPehlervermeidungstaktik bezeichnen kdnnte. Der Unterricht

ist weithin so ausgerichtet, daB man Fehler gar nicht erst
aufkommen ldB8t. Sobald ein Schiller etwas Falsches sagt
oder an die Tafel schreibt, greift der Lehrer korrigierend
ein. Insbesondere ist es - von wenigen Ausnahmen abgesehen -
im Algebraunterricht der Unterstufe wohl nicht iblich, daB
ein Lehrer einen vom Schiller gemachten Fehler, dariber
spricht und versucht (nach Art unserer Interviewtechnik)
die Gedankengdnge des Schiilers bewuBt zu machen und damit
! die Ursachen des Fehlers aufzuzeigen. Die dem lblichen
Verhalten zugrundeliegende Hypothese ist die, daf man die
l Schiiler zu richtigem Handeln erzieht, indem man ihnen
| méglichst wenig Falsches vormacht. Diese Hypothese ist
aber mehr als fraglich, weil sich Fehler ja trotz grdBter
Vorsicht nicht vermeiden lassen, vor allem bei neuartigen
Problemstellungen, und wenn man dem Schiiler die Fehler
E immer vorenthdlt, kann er kaum Abwehrmechanismen dagegen
]

entwickeln.

f) Im Idealfall sollte der Unterricht dem Schiiler Strateqgien

in die Hand geben, mit deren Hilfe er seinen Fehlern be-
gegnen kann. Es ist anzunehmen, daB ein Schiiler gegen
Fehler in der elementaren Algebra besser gewappnet ist,

wenn er sich gewisse Kontrollmechanismen angeeignet hat

(Einsetzen von Zahlen, Mafieinheitenkontrolle, Kontrolle

durch Graphen oder Tabellen etc.), wenn er typische Fehler

und ihre Ursachen kennt usw.

In diesem Zusammenhang sei noch kurz auf den Wert von Regeln
i eingegangen. Es ist bekannt, daB in der elementaren Algebra
der sematische Bereich (z.B.Aufstellen und.Interpretieren von

Formeln) weniger durch genau angebbare Regeln beschreibbar




ist als der syntaktische Bereich (z.B. Termumformen, Gleichungs-
16sen) . Ein Lehrer erzdhlte mir, daB er seinen Schiilern folgende
Regel zur Verfigung stellt: "Dem Schwidcheren muB geholfen werden."
Aufgrund dieser Regel weiB der Schiiler etwa, dafl er P mit 6
multiplizieren muB, um S zu erhalten. Wenn auch solche Regeln
vielleicht keinen Schaden anrichten, diirfte ihr didaktischer

Wert gering sein, daB sie dem Schiiler in einfachen Fillen zwar

zu einer richtigen L&sung verhelfen, aber keine Einsicht ver-
mitteln, warum diese LOsung richtig ist. Es besteht auch die
Gefahr, daB sich Schiiler nicht am Angabentext, sondern an ihren
eigenen Erfahrungen orientieren. Wenn der Text zufdllig so lautet,
daB sechsmal mehr Professoren als Studenten vorhanden sind,

k&nnte der Schiiler trotzdem P mit 6 multiplizieren, weil er aus
Erfahrung weiB, daB an einer Universitdt die Professoren die
(zahlenmdBig) "Schwdcheren" sind. (Einem #hnlichen Fehler ist
auch DAWN verfallen, die automatisch annahm, da+ in einem

Salatdressing mehr Essig als 81 ist).,
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