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Strategien und Fehler beim Lésen quadratischer Gleichungen
im Kontext flexiblen algebraischen Handelns

Quadratische Gleichungen und flexibles algebraisches Handeln

In einer explorativen Studie zum flexiblen algebraischen Handeln wird u. a.
mit einer Aufgabe zum LoOsen von quadratischen Gleichung den Fragen
nachgegangen, welche Merkmale Schiilerinnen und Schiler bei quadrati-
schen Gleichungen wahrnehmen, welche Bedeutungen sie diesen Merkma-
len zuweisen und inwieweit diese forderlich oder hinderlich fur flexibles
algebraisches Handeln sein kénnen (vgl. Block 2014 und 2016). Flexibles
algebraisches Handeln kann in Anlehnung an das Konzept des flexiblen
Rechnens (Rathgeb-Schnierer, 2006; Threlfall 2002) definiert werden als
die Fahigkeit zur Wahl einer adaquaten Bearbeitungsmethode, die von spe-
zifischen Aufgabenmerkmalen und den Mitteln des Lernenden abhéangig
ist. Bei quadratischen Gleichungen sind die auftretenden Zahlen sowie die
Struktur der auftretenden Terme und der Gleichung als Ganzes Merkmale
fir die Auswahl eines geeigneten, d. h. effizienten und fehlerunanfalligen
Losungsverfahrens.

Aufbau der Studie

Die Studie besteht aus einer Labor- und einer Unterrichtsstudie. Teilneh-
mer sind 57 Schulerinnen und Schiler aus 9. und 10. Klassen verschiedener
niedersachsischer Gymnasien. An der Laborstudie haben 11 Schilerinnen
und Schuler vier verschiedener 9. Klassen teilgenommen. An der Unter-
richtsstudie waren eine 9. Klasse mit 26 und eine 10. Klasse mit 20 Schiile-
rinnen und Schillern beteiligt. Im Zentrum der Studie steht eine Aufgabe,
bei der die Teilnehmer 20 quadratische Gleichungen nach selbst zu be-
stimmenden Kriterien sortieren. Vor der Sortieraufgabe waren von den
Teilnehmern flnf Gleichungen zu l6sen (s. Abb. 1). Ausgewahlte Befunde
zur Bearbeitungen dieser Aufgabe werden in diesem Beitrag vorgestellt.
Die Bearbeitungen wurden hinsichtlich der verwendeten Strategien und der
aufgetretenen Fehler ausgewertet, um festzustellen, welche Lésungsverfah-
ren in Abhangigkeit von den Merkmalen der Gleichungen verwendet wer-
den. Fir Gleichung A eignet sich das Faktorisieren, fur B, C und D die
Anwendung der pg-Formel und fir E die Anwendung von Umkehroperati-
onen (bzw. Anwendung der Nullteilerfreiheit) als jeweils effiziente Metho-
de.

A) x2-5x=0 B) x>+2x-8=0 C) x2-8x+9=2 D) 5x*+20x+15=0 E) (x-8)*=0

Abb. 1: In der Studie zu I6sende Gleichungen
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Ausgewahlte Befunde der Datenauswertung

Tabelle 1 zeigt die in den Bearbeitungen von 265 Gleichungen identifizier-
ten Strategien, die Haufigkeit ihrer Anwendung und den jeweiligen Anteil
korrekter Losungen. Als ,,Probieren sind alle LOsungsprozesse zusam-
mengefasst, bei denen die Bestimmung der Lésung nicht durch ein algo-
rithmisch orientiertes arithmetisches oder algebraisches Vorgehen zum
Auflésen der Gleichung gekennzeichnet ist. Die Strategien V bis VIII sind

alle fehlerhaft und fiihren im Allgemeinen nicht zu richtigen Losungen.

Strategie Héaufigkeit Anteil korrekter Lésungen
I Anwendung pg-Formel 91  (34,3%) 70,3 %
Il Faktorisieren 52 (19,6 %) 55,8 %
111 Umkehroperationen/Radizieren 42 (15,8 %) 76,2 %
IV Probieren 51 (19,2 %) 25,5 %
V  Division durch x 5 (1,9 %) 0%
VI Division durch 2 2 (0,8 %) 0%
VIl Radizieren bei ausgewahlten Monomen 12 (4,5 %) 0%
VIIl  Zusammenfassen verschiedener Monome 10 (3,8 %) 0%

Tabelle 1: Identifizierte Bearbeitungsstrategien

Tabelle 2 zeigt jeweils ein illustrierendes Beispiel fiir die Strategien 1V bis

VIII, das den Bearbeitungen der Teilnehmer entnommen ist.

IV | x*+2x-8=0x(x+2)=8=x=2

V| X¥*+2x-8=0&X-Xx=8-2X[ X< Xx=—6

VI | X +2x=8[12eXx+X=42x=4X=2

VII | X -8x+9=2]{ & x—8x+9=+2 < x=:22

VII | X¥*-8x+9=2<x"-8x=-T|[+8=x’ =1

Tabelle 2: Beispiele fur die Strategien 1V bis V111

Tabelle 3 zeigt die Haufigkeiten korrekter und fehlerhafter Lésungen fir

die Strategien | bis IV in Bezug auf die jeweiligen Gleichungen.

. . Haufigkeit je Gleichung aoe )
Strategie | Ldsung A B C D E Héufigkeit gesamt
| richtig 1 20 19 22 2 64 (70,3 %)

falsch 3 4 11 7 2 27 (29,7 %)
I richtig 27 0 0 0 2 29 (55,8 %)
falsch 5 5 4 4 5 23 (44,2 %)
n richtig 0 0 0 0 32 32 (76,2%)
falsch 2 1 1 1 5 10 (23,8 %)
v richtig 4 2 4 1 2 13 (25,5%)
falsch 4 15 10 9 0 38 (74,5 %)

Tabelle 3: Strategieverwendung in Bezug auf die Gleichungen

Diskussion ausgewahlter Befunde der Datenauswertung

Die Daten in Tabelle 3 zeigen, dass fur die Strategien I bis 1l der Anteil
richtiger Losungen hoch ist, wenn eine flr die jeweilige Gleichung adaqua-
te Strategie gewahlt wurde (I fur B, C und D, Il fir A und 11 fir E). In den
anderen Fallen sind jeweils mindestens 50 % der Bearbeitungen fehlerhaft.




Diese Befunde deuten darauf hin, dass die Anwendung adaquater Verfah-
ren, also ein flexibles Handeln beim Ldsen quadratischer Gleichungen, er-
folgreiche Bearbeitungen begiinstigt. Betrachtet man die pg-Formel als ein
Standardverfahren, das sich prinzipiell auf alle quadratischen Gleichungen
anwenden l&sst, so ist der Anteil von 29,7 % fehlerhafter Losungen auffal-
lig. Eine detaillierte Analyse der Fehler zeigt, dass es sich dabei Uberwie-
gend um Fehler bei der Anwendung der pg-Formel handelt (\Vorzeichen-
fehler beim Einsetzen von p und g; arithmetische Fehler etc.). Der bei Glei-
chung C antizipierte Fehler, nicht zu beachten, dass auf der einen Seite der
Gleichung nicht Null steht, trat nur zweimal auf. Dieser Befund steht im
Einklang mit den Befunden zur Sortieraufgabe in der Studie. Dort wurde
das Auftreten von Null auf einer Seite einer Gleichung sehr haufig als Sor-
tierkriterium verwendet und damit begriindet, dass es sich um eine VVoraus-
setzung flr die Anwendung der pg-Formel zum Losen der Gleichung han-
delt.

Bemerkenswert ist der hohe Anteil der Strategie ,,Probieren, da fiir alle
Teilnehmer der Studie das systematische Losen quadratischer Gleichungen
im Unterricht (in Niedersachsen am Ende von Klasse 8) Thema gewesen
ist. Das Finden von LoOsungen durch Probieren ist eher beim Explorieren
quadratischer Gleichungen als eine Art forschender Zugang zu erwarten,
weniger dann, wenn andere Losungsverfahren bekannt sind. Die Strategie
trat Uberwiegend bei Teilnehmer der beteiligten 10. Klasse auf. 6 von 20
Schulerinnen und Schiilern l6sen Gleichung A durch Faktorisieren und
adaptieren das Faktorisieren fir die Gleichungen B, C und D wie im Bei-
spiel in Tabelle 2 dargestellt. Liegt die Gleichung in faktorisierter Form
vor, werden Losungen dann durch Probieren ermittelt, allerdings meist nur
fehlerhafte oder nur eine der beiden Losungen. 5 von 20 Teilnehmern aus
Klasse 10 geben Losungen (fehlerhaft oder unvollstandig) ohne weitere
Dokumentation des Ldsungsprozesses an. 2 von 20 Teilnehmern aus Klasse
10 verwenden nach der Faktorisierung der Gleichungen B, C und D die in
Abbildung 2 dargestellte fehlerhafte Aquivalenz. Matz (1982) bezeichnet
dieses Vorgehen als ein Ubergeneralisieren bekannter Verfahren, dessen
Fehlerhaftigkeit darauf beruht, dass die Bedeutung bestimmter Zahlen nicht
beachtet wird.

c:) - 8x +Q =& Bk = 7

=) x (x-b) =7
o x=-F v D=3 =53]

Abbildung 2: Beispiel fiir die Anwendung fehlerhafter Aquivalenz

Die vorliegenden Daten lassen keine Schliisse zu, inwieweit die Reihenfol-
ge der Gleichungen und die auftretenden ganzzahligen Koeffizienten die




Bearbeitungen der Teilnehmer der 10. Klasse bei B, C und D in der ge-
nannten Art und Weise beeinflusst haben, da einerseits durch Gleichung A
das Faktorisieren als Lésungsverfahren evoziert wurde und andererseits ein
Losen durch Probieren bei nicht ganzzahligen Koeffizienten schwieriger
und ggf. fir die Teilnehmer nicht naheliegend gewesen ware.

Die Befunde zur h&ufig fehlerhaften Anwendung der pg-Formel und der
h&ufigen Verwendung der Strategie des Probierens in dieser Studie insge-
samt bestétigen entsprechende Ergebnisse einer Studie von Lima und Tall
(2006).

Bei Gleichung E zeigt sich der insgesamt hochste Anteil richtiger LOsun-
gen, die Uberwiegend mit der adaquaten Strategie der Anwendung von
Umkehroperationen ermittelt oder direkt (unter Ausnutzung der
Nullteilerfreiheit) angegeben werden. Aufféllig sind hier die Ergebnisse der
Teilnehmer aus Klasse 9 der Laborstudie. Nur ein Teilnehmer verwendet
die Strategie der Umkehroperationen. Alle Gbrigen multiplizieren den Term
auf der linken Seite der Gleichung (meist fehlerhaft) aus und verwenden
dann andere Strategien. Dieser Befund korrespondiert mit den Ergebnissen
der Sortieraufgabe, bei der das Auftreten von Klammern sehr hdufig als ein
Sortierkriterium verwendet und damit begriindet wurde, dass Klammern in
Termen zundchst beseitigt werden missen. Diese Argumentation war weit-
gehend unabhangig von weiteren Merkmalen der Gleichung und erweist
sich als ein Hindernis fir flexibles algebraisches Handeln (vgl. Block
2016).
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