Geometrische Muster und Zahlgesetze

Geometrie und Arithmetik sollten, wo immer mdglich, nicht isoliert nebeneinander-
stehen, sondern im Unterricht verzahnt werden. In der Grundschule bietet das
Thema Achsensymmetrie in Verbindung mit dem Halb-Doppelt-Prinzip beim Auf-
bau grundlegender Zahlbeziehungen ein geeignetes Beispiel (vgl. [1]). Der Zusam-
menhang kann aber auch gut hergestellt werden beim Betrachten geometrischer
Muster, aus denen héufig arithmetische Gesetze abgelesen werden kénnen. Die Pro-
bleme sind meistens voraussetzungslos und anschaulich l6sbar und erméglichen einen
Mathematikunterricht mit heuristischen Strategien, in dem verallgemeinerungsfihige
Einsichten geboten werden.

Besonders gut geeignet sind dafiir die farbigen Stibe von Cuisenaire, deren Einsatz
schon in der Grundschule weit mehr bedeutet als eine Veranschaulichung von Lésun-
gen elementarer Rechenaufgaben. Oft springen einem schon Zahlengesetze in die
Augen, wenn man nur spielerisch ,schone® Muster von einiger RegelmiBigkeit
legt.

Bei dem Cuisenaire-Material handelt es sich um Holzstibe von stufenweise um 1 cm
steigender Linge mit 1 cm? Querschnitt. Eine besondere Rolle spielen die als Einhei-
ten anzusprechenden Kubikzentimeter-Wiirfel, aus denen die lingeren Stibe zusam-
mengesetzt gedacht werden konnen, wenngleich sie keine entsprechenden Einker-
bungen oder aufgezeichnete Unterteilungen aufweisen. Dafiir sind sie nach Zahlver-
wandtschaft verschieden eingefarbt: Dreier-, Sechser-, Neunerstibe in Griin-blau-
Farbung, Zweier-, Vierer-, Achterstibe in Rot-braun-Firbung und Fiinfer-, Zehner-
stibe in Gelb-orange-Firbung.

Um aus einer Folge von Mustern auf ein allgemeines Gesetz schlielBen zu kénnen,
gentigt oft schon ein einziger Fall, weil dieser , reprisentativ® ist. Fiir die formulierte
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GesetzmiBigkeit ist die Struktur dieses einen Musters gewissermalien ein ,,paradig-
matischer Beweis®, wie Freudenthal gelegentlich sagt. Auch bei Polya finden sich
manchmal solche beweiskriftigen Beispiele.

Beginnen wir mit der fortlaufenden Erweiterung der , Einertreppe® (Stufenhéhe 1).
Wir erhalten die Dreieckszahlen; und am Muster ist leicht einzusehen, warum zwei
benachbarte Dreieckszahlen eine Quadratzahl ergeben miissen:

I 3. 6~ 10 15 2

TSAV  av AV av AV
1 4 9 16 25 36
A+ +1=2

A+2+3)+(1+2)=3’
(1+243+4)+(1+2+43) =4

(1+2+3+4+5) + (1+2+3+4) =5

1+2+43+ ---+n) + [1+24+- +@-1] =0’

Abb. 2




Legt man schrittweise Rechtecke durch VergroRern um zwei Zweier, zwei Dreier,
zwei Vierer usw., so 1dBt sich folgendes Gesetz ablesen:

“1+2-2
“1+2-2
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2:142-24+2-3+---+2-n=n(n+1)

Abb. 3

Ganz éhnlich ergeben sich Quadrate, wenn man stets zwei ,,Nachbarstibe* anfiigt,
also 142, dann 2+3, dann 3+4 usw.:

1+3=2

1+3+5=32
1+3+5+7=4
1+3+45+7+9=9
1+3+5+ - +(@2n-1)=n?

- Abb. 4
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Die Einertreppe kann man — jedenfalls, wenn sie bis zu einer geraden Zahl lauft —
leicht zu einem Rechteck umlegen. Nur wenig schwiceriger ist zu veranschaulichen,

daB fiir jede natiirliche Zahl gilt: 1 +2+3+ ... +n=(n+1)" MH

1+2+3+4=(4+1) 2
1 +2+3+4+5+6=(6+1)-3
1+2434+4+5+6+7 +8=(8+1)-4

1+2+344+...+2n=2n+1)-n
Abb. 5

Einrahmen von Quadraten mit immer vier gleichlangen Stiben fiihrt auf ein Zahlen-
gesetz, das auch noch verallgemeinert werden kann, wenn man einen doppelten
(dreifachen, vierfachen ...) Rahmen legt.

12+4-2=3
2+4-3=¢4
3¥+4-4=%

5=¢

4+ 4 -
(n—=17+4n=(n+1)
Abb. 6
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Bei den folgenden Mustern ist zu beachten, daf§ Subtrahieren mit Cuisenaire-Stiiben
durch Drauflegen (Abdecken) verdeutlicht wird:

?-2=3+2
42-32=4+3
52— 42=544

6’-52=6+5
(n+1)>-n’=(n+1)+n

Abb. 7

Der Aufbau der folgenden Quadrate ergibt sich wieder durch fortlaufende Einrah-
mung mit vier gleichlangen Staben. Je nachdem, ob die Folge der Stiabe gerade oder
ungerade Zahlen reprisentiert, ergeben sich diese Konfigurationen:

4-1+4-3=4
4-144-344-5=¢
4-1+4-34+4-54+4-7=8?

4-1+4-3+4-5+ - +4Q2n—1) = 2n)?

1+4-2=3
1+4-2+44-4=5
1+4-2+4-4+4-6=T

1+4-244-44 - +4-2n=2n+1)

Abb. 8
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Es liegt nahe, nach Mustern von Stiben zu suchen, die die binomischen Formeln
abzulesen gestatten. Das ist in den folgenden Konfigurationen moglich. Wir legen
nach der obigen Begriindung nur zwei Beispiele.

Fiir die Formel a?> — b? = (a+b) - (a—b) miite man, wie an anderer Stelle schon,
zwei Quadrate aufeinanderlegen.

(6+3) =6+2(6-3)+3
(a+b)’=a’+2ab+b’

T+3°=07-3"+43-7
(a+b)’=(a-b)’+4ab
£ Abb. 9

Legt man schlieBlich aus der Quadratanordnung gleicher Stibe einen davon quer an
den Rand, so ergibt sich ein Rechteck mit , Eineriiberschuf3®. Durch weitere Verall-
gemeinerung, niamlich durch Querlegen von zwei, drei, vier ... Stiben kommt man
wieder zu einer binomischen Formel:
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7,
—_— %
|
4=3-5+1
52=4-6+1
6’=5-7+1

al=(@-1-(@+)+1

a=@-1-(@a+)+1?
al=(a-2)-(a+2) +2?
a=@-3)-(@a+3)+3

a’=(a—b) - (a+b)+ b2

Abb. 10
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£ Wie geht es weiter?

@ Legt die Quadrate bis zu 10 - 10 mit Staben:

@ Die Einertreppe liefert ,
zum Beispiel: 1+2+3+4=10

(] CE8 [

® Was fallt dir hier auf?
Dreieckszahlen: 1 3 6 5‘ 15

Quadratzahlen: 1 4 9 16 25

® Lege jedes Quadrat aus zwei Dreieckszahlen.
Kontrolliere durch eine Rechnung.
R=(1+2+3)+(1+2)
#=(1+2+3+4)+(1+2+3)

g
— 16=

10%= —=100=

@ Wie heiBen die drei Zahlen davor und dahinter?
, 160, 200, 240, 280, , ,
, 360, 390, 420, 450, . ,
, 280, 350, 420, 490, , ,
, én, 24 680, 75, 90,105, #, oo,
, 100, 125, 150, 175, , ,

’ ’
3 ’

3 ’

’ )

Aus: Klettbuch 1863, S. 89
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@ Rechne die Quadrat-

zahlen aus.

102=10-10=
9= 9. 9=
8= . =
12= . =

@ Rechne diese Drei-
eckszahlen aus.
1+2=
1+243=
1+2+3+4=

14243+ ... +10=

a

28 36 45

/
(S|
S)

3

® +]3]6]9
16
24
32
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