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Geleitwort

,»von dem schwarzen Kasten aus muss man immer so viele Kdstchen wie die
Nummer hinmalen. Um auszurechnen, wie viele Kéastchen in der Blume sind,
musst du z. B. bei der Nr. 3 4-3+1 rechnen®, so beschreibt die Grundschiilerin
Kia ihr selbst erfundenes Plittchenmuster.

Sie hat eine nummerierte Figurenfolge aufgemalt, bei der sie jeweils ausgehend
von einem in der Mitte angeordneten schwarzen Pléttchen in alle vier Himmels-
richtungen zunichst je ein, dann zwei, dann drei und schlieBlich vier Pléittchen
angeordnet hat.

Mit Kias Erfindung beginnt diese Arbeit auf Seite 1, und mit Kias Erkldrung
endet sie auf Seite 290. Dazwischen befasst sich Kathrin Akinwunmi mit der
Forschungsfrage, wie und mit welchen Mitteln Schiilerinnen und Schiiler der
Grundschule mathematische Muster verallgemeinern, also erkennen und be-
schreiben, und wie sich dabei Variablenkonzepte entwickeln.

Hierzu geht die Autorin auf das Spannungsverhiltnis zwischen der vorhandenen
Bedeutung der Algebra fiir Mathematiklernen einerseits und den zu beobachten-
den Schwierigkeiten von Lernenden andererseits ein. Diese Diskrepanz lédsst die
,Entwicklung von Variablenkonzepten’ zu einem wichtigen Thema der mathema-
tikdidaktischen Forschungs- und Entwicklungsarbeit werden.

Ihren Schwerpunkt setzt Frau Akinwunmi dabei auf die sog. frithe Algebra, hier
verstanden als die zweite Hélfte der Grundschulzeit. In diesem Zusammenhang
identifiziert sie die Entwicklung und Erforschung von neuen Unterrichtskulturen,
Aufgaben und Lernkontexten sowie die Erforschung von Lern- und Denkprozes-
sen der Schiilerinnen und Schiiler als zwei eng miteinander verwobene For-
schungsfelder, denen sie sich in ihrer Arbeit widmet.

Zur Beantwortung ihrer Forschungsfrage analysiert die Autorin 30 Interviews mit
Viertkldsslerinnen und Viertkldsslern — jeweils zehn zu den Aufgabenstellungen
,Plattchenmuster’, ,Partnerzahlen’ und ,Zaubertrick’. Hierzu nutzt sie das episte-
mologische Dreieck als Analyseinstrument.

Frau Akinwunmi zeigt dabei auf, dass die Grundschiilerinnen und Schiiler in der
Lage sind, das Gemeinsame zu erfassen und zu beschreiben, welches einzelnen
Féllen oder Objekten zugrunde liegt und dadurch eine mathematische Regelma-
Bigkeit, ein Muster, eine Struktur oder eine Beziehung bildet.

Die Autorin analysiert zudem unter anderem, wie Musterstrukturierung und Ver-
sprachlichung zusammen hingen, welche Bedeutung der Kontext beim Verall-
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gemeinern hat, wie Verallgemeinerungen und verschiedene Darstellungsformen
zusammenhdngen oder welche Rolle rekursive und explizite Sichtweisen dabei
spielen.

Und sie fiihrt aus, welche sprachlichen Mittel die Schiilerinnen und Schiiler ein-
setzen, um Verallgemeinerungen auszudriicken — etwa durch die Angabe von
Wortvariablen wie ,Nummer’ oder von reprisentativen Beispielen, so wie es z. B.
Kia getan hat.

Natiirlich kann man auf der Grundlage dieser qualitativen Forschungsarbeit nicht
verallgemeinern, wie Grundschiilerinnen und Grundschiiler verallgemeinern.
Aber dank dieser ausgezeichneten Arbeit zur frithen Algebra kann man es besser
verstehen.

Christoph Selter
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Rlauwmen -Zahlen

Abbildung 0.1: Erfundenes Plattchenmuster der Viertkldsslerin Kia

,,»Die Phantasie arbeitet in einem schopferischen Mathematiker
nicht weniger als in einem erfinderischem Dichter.
Jean-Baptist le Rond d’Alembert,

franzosischer Mathematiker (1717-1783)

Die wohl wichtigsten Ausgangspunkte, welche die vorliegende Arbeit motiviert
und geprigt haben, bilden zwei bedeutsame Paradigmenwechsel der Mathematik-
didaktik, die wie folgt beschrieben werden kdnnen:

=  Wir verstehen das Lernen heute als konstruktiven Prozess, der in der Inter-
aktion im Mathematikunterricht stattfindet, und wir sehen Lernende dem-
entsprechend als Konstrukteure ihres mathematischen Wissens.

=  Wir verstehen die Mathematik heute als die Wissenschaft von den Mustern
und Strukturen. Dieses Verstindnis der Mathematik ist fiir alle Stufen und
Gebiete der Mathematik (vom Kindergarten bis zur Hochschule) giiltig.
Mathematik zu treiben beinhaltet demnach die Entdeckung, Beschreibung
und Begriindung von mathematischen Mustern.

Diese beiden grundlegenden Sichtweisen auf die Lernenden und auf die Mathe-
matik sind fundamental fiir die aktuellen Entwicklungen der mathematikdidakti-
schen Forschung und gewinnen in zunehmendem Mafle auch Bedeutung fiir die

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Praxis des Mathematikunterrichts. Zentrales Element des alltdglichen Unterrichts
ist daher die aktive Auseinandersetzung mit mathematischen Mustern, also das
Entdecken, Beschreiben und Begriinden, aber auch das Entwickeln, Weiterentwi-
ckeln und Nutzen von mathematischen Zusammenhéngen, Strukturen und Bezie-
hungen.

Ein Beispiel fiir eine solche Beschiftigung mit Mustern stellt das obige Schii-
lerdokument der Viertkldsslerin Kia dar (vgl. Abb. 0.1), die im Rahmen des Auf-
gabenformats ,Plittchenmuster’' eine Folge aus quadratischen Plittchen erfindet.
An diesem Schiilerdokument lassen sich die Anforderungen erkennen, die auf-
grund der oben angesprochenen Sichtweisen im Mathematikunterricht an die
Kinder gestellt werden. In dem Schiilerdokument von Kia ist die Kreativitit und
der Erfindungsreichtum leicht nachzuvollziehen, welche die Schiilerin bei der
Konstruktion ihres Musters aufbringt. Doch auch das Erkennen von Mustern und
Strukturen bedarf eines genauso kreativen und konstruktiven Aktes. Um den
allgemeinen Bauplan der Folge von Kia zu erkennen (um diese z.B. weiterzufiih-
ren oder um die fiir die Figuren benétigten Pliattchen zu berechnen), muss die
Betrachterin oder der Betrachter selbst aktiv werden und Beziehungen und Struk-
turen in die vier Folgeglieder hineindeuten, die Kia hier zur Verfiigung stellt — er
muss etwas Allgemeines im Besonderen erkennen.

Wenn Kinder im Mathematikunterricht iiber ihre entdeckten und auch entwickel-
ten Muster sprechen mdchten, so stehen sie vor der Anforderung, iiber etwas sehr
mathematikspezifisches zu kommunizieren — iiber RegelmiBigkeiten, Strukturen
und Beziehungen, die wie in Kias Muster iiber die gegebenen Objekte hinaus
gehen und einen allgemeinen Charakter besitzen. Fiir diese anspruchsvolle Auf-
gabe stehen Mathematikerinnen und Mathematikern algebraische Ausdriicke, wie
Variablen, Terme oder Gleichungen zur Verfiigung, mit deren Hilfe sie die Sach-
verhalte auf allgemeiner Ebene erforschen und auch darstellen kénnen. So lie3e
sich eine allgemeine Beschreibung der obigen Folge auf algebraischer Ebene
folgendermalien darstellen:

Das Aufgabenformat ,Pldttchenmuster’ ist Bestandteil der empirischen Untersuchung
dieser Arbeit und wird an spéterer Stelle beschrieben. Das dargestellte Schiilerdoku-
ment entstammt jedoch der Vorstudie, bei der die Schiilerinnen und Schiiler aufgefor-
dert wurden, eigene Muster zu erfinden, was nicht Gegenstand der Hauptstudie ist.
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Abbildung 0.2: Algebraische Beschreibung von Kias Plattchenmuster

Wenn Grundschulkinder wie Kia noch keine Kenntnisse iiber Variablen besitzen,
um die entdeckten oder entwickelten Muster zu beschreiben, dann stehen sie vor
der schwierigen Anforderung, mit den ihnen verfiigbaren Mitteln das Allgemeine
im Besonderen beschreiben zu miissen.

Der Schiilerin Kia steht die obige Moglichkeit der Beschreibung (Abb. 0.2) in der
Grundschule noch nicht zur Verfiigung. Bedeutet dies, dass Kia noch nicht in der
Lage sein kann, ihr Muster, welches sie selbst konstruiert hat, allgemein zu be-
schreiben, da sie noch nicht der algebraischen Sprache méachtig ist? Wie kann Kia
es schaffen, den allgemeinen Charakter ihres Musters iiber die vorhandenen Figu-
ren hinaus zu verdeutlichen, ohne dafiir Variablen zu verwenden, welche die
Aufgabe iibernehmen, mittels eines einzigen Symbols auf eine unbestimmte Stel-
le in der Folge oder eine unbestimmte Anzahl an Plittchen zu verweisen?

Forschungsgegenstand der Arbeit

Das Vorhaben der vorliegenden Arbeit wird von einer Verkniipfung zweierlei
Perspektiven auf die oben beschriebene Tatigkeit des Verallgemeinerns (also dem
Erkennen und Beschreiben) mathematischer Muster bestimmt. Das Verallgemei-
nern ist einerseits grundlegender Bestandteil eines Mathematikunterrichts, der
den oben beschriebenen Sichtweisen auf die Mathematik und das Mathematikler-
nen folgt, und durchzieht so den gesamten Mathematikunterricht.

Andererseits stellt der Kontext des Verallgemeinerns einen zentralen Zugang zur
Algebra in der Sekundarstufe dar und spielt als solcher eine wichtige Rolle bei
dem Aufbau eines Variablenverstindnisses. Wie im obigen Beispiel in der algeb-
raischen Beschreibung des Musters erkennbar, stellen Variablen ein bedeutsames
Mittel dar, um mit mathematischen Sachverhalten auf allgemeiner Ebene umge-
hen zu koénnen. Sie ermoéglichen es uns, mathematische Tatigkeiten allgemein
durchzufiihren, beispielsweise allgemein zu kommunizieren, zu argumentieren,
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zu explorieren oder Probleme zu 16sen (MALLE 1993) — hier, um die Folge zu
beschreiben.

Mit geeigneten Zugéngen in die elementare Algebra und dem Aufbau eines trag-
fahigen Variablenbegriffs beschéftigt sich die Mathematikdidaktik bereits seit
einigen Jahrzehnten. Anlass dazu gibt das existierende Spannungsverhéltnis,
welches zwischen der enormen Bedeutung von Variablen fiir die Algebra und den
vielféltigen Schwierigkeiten der Lernenden im Umgang mit und im Versténdnis
von Variablen besteht. Da Variablen im Kontext des Verallgemeinerns solch
niitzliche Werkzeuge darstellen, verspricht man sich durch diesen Zugang eine
Sinnstiftung fiir den Gebrauch von Variablen fiir die Lernenden. Gleichzeitig
wird dem Verallgemeinern auch der Vorteil zugesprochen, die arithmetischen
Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler als Ankniipfungspunkte zu nutzen
und so eine Briicke zwischen den Gebieten der Arithmetik und der Algebra (als
verallgemeinerte Arithmetik) schlagen zu kénnen.

Die vorliegende Arbeit mochte diese beiden Perspektiven auf das Verallgemei-
nern mathematischer Muster (als grundlegende Tatigkeit des Mathematikunter-
richts und als zentralen Zugang zur Algebra) aufeinander beziehen und diese
Verkniipfung nutzen, um Verallgemeinerungsprozesse bei der Auseinanderset-
zung mit mathematischen Mustern zu untersuchen.

In der empirischen Studie dieser Arbeit werden Verallgemeinerungsprozesse von
Grundschulkindern bei der Erkundung und Beschreibung mathematischer Muster
beobachtet. Es wird untersucht, wie Lernende der Primarstufe mathematische
Muster verallgemeinern, wenn ihnen noch nicht die verallgemeinernden Mittel
der algebraischen Sprache zur Verfiigung stehen und welche sprachlichen Mittel
in der Grundschule die wichtige Rolle der Variablen einnechmen. Zudem beschaf-
tigt sich die Arbeit mit der Frage, inwiefern bei der Verallgemeinerung mathema-
tischer Muster eine propadeutische Entwicklung von Variablenkonzepten nach-
gezeichnet werden kann, indem Begriffsbildungsprozesse rekonstruiert werden.

Aufbau der Arbeit

Die theoretische Fundierung der Arbeit beginnt in Kapitel I mit einem Problem-
aufriss, der das oben angesprochene Spannungsverhéltnis zwischen der Bedeu-
tung von Variablen und den Schwierigkeiten der Lernenden beim Aufbau von
Variablenkonzepten beschreibt. Aus dieser Diskrepanz werden bestehende For-
schungsfelder zum Aufbau von Variablenkonzepten fiir die mathematikdidakti-
sche Forschung herausgearbeitet, mit denen sich die Arbeit befassen mochte.

Ausgehend davon werden in den Kapiteln 2 bis 4 Grundlagen erértert, die den
theoretischen Rahmen der Arbeit konstituieren und das Forschungsinteresse und
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das Design der empirischen Untersuchung prigen. Diese Grundlagen gliedern
sich in drei ineinandergreifende Aspekte (vgl. Abb. 0.3).

Kapitel 1:

Variablen in der elementaren Algebra — Bedeutung und Schwierigkeiten

Kapitel 2: l

Lerntheoretische
Grundlagen

Kapitel 3: l

Zur propideutischen
Entwicklung von Variab-

Kapitel 4: l

Das Verallgemeinern
mathematischer Muster

lenkonzepten in der
Grundschule

)
i 2 2z

Kapitel 5: Forschungsfragen und Untersuchungsdesign

Kapitel 6: Ergebnisse

Forschungsfrage 1
Forschungsfrage 2
Forschungsfrage 3
Forschungsfrage 4
Forschungsfrage 5
Forschungsfrage 6
Forschungsfrage 7
Forschungsfrage 8
Forschungsfrage 9

B
o

6.1:
6.2:
6.3:
6.5:
6.6:
6.7:
6.8:
6.9:

Kapitel 7: Zusammenfassung und Ausblick

Abbildung 0.3: Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die lerntheoretischen Grundlagen der Arbeit dargestellt.
Dazu wird zunichst eine konstruktivistische Perspektive auf die Begriffsentwick-
lung eingenommen (Kapitel 2.1) und anschlieend die epistemologische Sicht-
weise auf Mathematiklernen dargestellt, die in der vorliegenden Arbeit auf der
Theorie zur Konstruktion mathematischen Wissens nach STEINBRING (2005)
fullt (Kapitel 2.2). Letztere ist einerseits lerntheoretisches Fundament der Arbeit,
stellt aber andererseits auch die epistemologische Sichtweise bereit, mit der in der
empirischen Untersuchung Lernprozesse nachgezeichnet werden.
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In Kapitel 3 werden zunichst die didaktischen Grundlagen der Arbeit fiir die
Beschéftigung mit der propaddeutischen Entwicklung von Variablenkonzepten
beschrieben (Kapitel 3.1), bevor anschlieBend (Kapitel 3.2) auf aktuelle Ansdtze
zur Anbahnung algebraischen Denkens in der Grundschule (im internationalen
Raum bekannt als ,Early Algebra’) eingegangen und die Rolle der natiirlichen
Sprache und der Wortvariablen bei der Entwicklung von Variablenkonzepten
(Kapitel 3.3) thematisiert wird.

Das Kapitel 4 beschreibt das Verallgemeinern mathematischer Muster aus Sicht
der beiden oben angesprochenen Perspektiven — in Kapitel 4.1 zunéchst als zent-
ralen Zugang zur Algebra und in Kapitel 4.2 als grundlegende Tatigkeit eines
Mathematikunterrichts, der die Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern
versteht.

Aus den zentralen Inhalten der Kapitel 2 bis 4 werden in den jeweiligen Zusam-
menfassungen (Kapitel 2.3, 3.4 und 4.3) Konsequenzen der Ausfiihrungen fiir die
empirische Studie abgeleitet und in Folgerungen zusammengefiihrt. In Kapitel 5,
in welchem das Untersuchungsdesign der Arbeit beschrieben wird, wird aus die-
sen Folgerungen die zentrale Forschungsfrage der Arbeit entwickelt (Kapitel 5.1).
Nachdem anschlieBend in Kapitel 5.2 der Aufbau der Interviewstudie dargestellt
wird, wird in Kapitel 5.3 die zentrale Forschungsfrage hinsichtlich neun verschie-
dener Aspekte wieder aufgefichert, so dass in Kapitel 6 dieser Struktur folgend je
eine Forschungsfrage in den Kapiteln 6.1 — 6.9 beantwortet wird.

Das Kapitel 7 fasst die Ergebnisse der empirischen Studie zusammen (Kapitel
7.1) und reflektiert deren Bedeutung fiir die in Kapitel 1 herausgestellten For-
schungsfelder sowie fiir die Unterrichtspraxis (Kapitel 7.2).



1 Variablen in der elementaren Algebra —
Bedeutung und Schwierigkeiten

Bereits seit Jahrzehnten beschéftigt sich die mathematikdidaktische Forschung
mit einem Spannungsverhiltnis, welches beziiglich Variablen in der elementaren
Algebra besteht. Es handelt sich dabei um eine Diskrepanz zwischen der enormen
Bedeutung von Variablen fiir den Mathematikunterricht einerseits und den viel-
faltigen Problemen andererseits, die Lernende im Verstdndnis und im Umgang
mit Variablen aufzeigen. Ein verstdndiger Umgang mit Variablen ist fiir Schiile-
rinnen und Schiiler duBBerst bedeutsam, fiir das Lernen und Treiben von Mathema-
tik sogar unermesslich, denn auf dem Gebrauch von Variablen fulit der weitere
Unterricht der Sekundarstufen in allen Themengebieten der Mathematik. Bei
einem mathematischen Gegenstand von so hoher Bedeutung ist es entsprechend
ernst zu nehmen, wenn Studien weltweit aufzeigen, dass Lernende beim Aufbau
eines Verstdndnisses von Variablen erhebliche Schwierigkeiten aufweisen.

Im Folgenden wird dieses Spannungsverhéltnis genauer betrachtet. Dazu werden
im Kapitel 1.1 zunéchst der Begriff der Variablen und seine verschiedenen Facet-
ten ndher beleuchtet, um eine begriffliche Grundlage fiir die theoretischen Aus-
fiihrungen dieser Arbeit zu schaffen. Anschlieend wird die Rolle von Variablen
in der elementaren Algebra thematisiert und ihre Bedeutsamkeit fiir den Mathe-
matikunterricht herausgestellt. Im Kapitel 1.2 werden Schwierigkeiten der ele-
mentaren Algebra und Probleme im Umgang mit Variablen beschrieben. Diese
Ausfiihrungen werden in Kapitel 1.3 aufeinander bezogen, sodass Forschungsin-
teressen beziiglich des Aufbaus des Variablenbegriffs herausgearbeitet werden
konnen, die sich aus der beschriebenen Diskrepanz ergeben.

1.1 Die Bedeutung von Variablen und Variablenkonzepten

Variablen nehmen in der elementaren Algebra einen zentralen Stellenwert ein und
sind dort allgegenwirtig, sodass die Algebra landldufig gerne auch pointiert als
,»die Wissenschaft des 24. Buchstabens des Alphabets* bezeichnet wird (KNUTH
ET AL. 2005, 68, iibersetzt K. A.). Um die Bedeutung der Variablen fiir die ele-
mentare Algebra und als Teil der algebraischen Sprache fiir den gesamten Ma-
thematikunterricht zu verdeutlichen, soll hier zunichst die Vielschichtigkeit des
Variablenbegriffs erortert werden (Kapitel 1.1.1), bevor anschlieend Rolle und
Funktionen von Variablen beschrieben werden (Kapitel 1.1.2).

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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1.1.1 Variablen und Variablenkonzepte

., Was sind Variable eigentlich? Ich glaube, dass diese Frage niemand zufrie-
denstellend beantworten kann, weil der Variablenbegriff zu schillernd
und zu aspektenreich ist” (MALLE 1993, 44).

Mit dieser Einschétzung zeigt MALLE auf, dass der Variablenbegriff in seinen
vielféltigen Bedeutungen durch eine Definition nicht umfassend erfasst werden
kann. Die Schwierigkeiten der Begriffsbestimmung einer Variablen beginnen
schon mit der Frage, was als Variable akzeptiert werden kann bzw. was von ihr
abzugrenzen ist. Betrachtet man Variablen in ihrer Funktion als Stellvertreter,
stellt man fest, dass es auch in der Sprache Worte oder Wortgruppen, wie ,,Ding*,
»Sache®, ,ein“, ,ein beliebiger”, ,irgendwelche® gibt, welche die Rolle von Vari-
ablen spielen (MALLE 1993, 44). Aufgrund ihrer dufleren Form lassen sich Vari-
ablen folglich nicht abgrenzen, schlieflich hat die Mathematik lange Zeit auf
Wortvariablen, wie ,,Haufen“, ,,Menschen” oder ,,Tage“ zuriickgegriffen (vgl.
Kapitel 2.4), bevor sich iiber die Abkiirzung des lateinischen Wortes ,res* fiir
,Ding‘ die heutige Form der Buchstabenvariablen entwickelte. Auch heute wiirde
man Wortvariablen, wie z.B. ,,eine reelle Zahl“ in dem Satz ,,Das Quadrat einer
reellen Zahl ist nicht negativ nicht ihren Variablencharakter absprechen
(MALLE 1993, 45). Variablen lassen sich folglich nicht auf Buchstaben in Stell-
vertreterfunktion beschrinken, sondern konnen in verschiedenen Formen — als
Worter oder andere Zeichen — auftreten.

Auch nach ihrer Funktion und ihrem Gebrauch lassen sich Variablen nicht ein-
deutig eingrenzen. SCHOENFELD & ARCAVI (1988) vergleichen verschiedene
existierende Beschreibungsversuche von Variablen im englischsprachigen Raum
und gelangen zu der Erkenntnis, dass der Variablenbegriff so aspektenreich und
schwer erfassbar ist, weil Variablen so vielfiltige Einsatzmoglichkeiten besitzen.
Variablen haben sich in vielen Disziplinen innerhalb und auflerhalb der Mathema-
tik als ein méichtiges, effizientes Werkzeug erwiesen, wobei sie aber in unter-
schiedlichen Kontexten natiirlich auch verschiedene Konnotationen und Bedeu-
tungen besitzen. Diese vielfdltigen Bedeutungen erweisen sich einerseits als Stér-
ke von Variablen, kdnnen aber andererseits auch Schwierigkeiten fiir Lernende
beinhalten, von welchen im Mathematikunterricht gefordert wird, sich in dieser
Bedeutungsvielfalt zurechtzufinden und ein addquates Verstindnis von Variablen
aufzubauen.

Die Rolle, die Variablen im Unterricht spielen, und die verschiedenen Bedeutun-
gen, die sie dabei einnehmen, hdngen in hohem Malie davon ab, welches Bild von
der Algebra dem Unterricht jeweils zugrunde gelegt wird und verbunden damit
auch, welche Ziele im Algebraunterricht verfolgt werden (USISKIN 1988). Auch
wenn in der Literatur dennoch immer wieder versucht wird, Variablen zu definie-
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ren und damit die verschiedensten Formen und Bedeutungen zusammenfassend
zu beschreiben®, soll hier aus den oben genannten Griinden auf eine Definition
von Variablen verzichtet werden. Vielmehr wird in den folgenden Ausfithrungen
im Fokus stehen, dass Variablen vielfdltige Gebilde sind und dass daher dieser
Aspektenreichtum fiir die vorliegende Arbeit nidher zu verdeutlichen ist.

Es gibt vielfdltige Bemiihungen, Bedeutungen von Variablen zu ordnen. Dabei
versuchen frithere Arbeiten oft unabhéngig voneinander, die verschiedenen Be-
deutungen des Variablenbegriffs in Kategorien zu erfassen (USISKIN 1979; US-
ISKIN 1988; KUCHEMANN 1978; FREUDENTHAL 1973; FREUDENTHAL
1983; GRIESEL 1982; MALLE 1993), wahrend neuere Arbeiten sich damit be-
schiftigen, die existierenden Kategorien verschiedener Autoren aufeinander zu
beziehen, um eine fassbare Ordnung in die Vielfalt der Variablenbeschreibungen
zu bringen (SIEBEL 2005; SPECHT 2009). Es soll deshalb hier auf einen aus-
fiihrlichen Vergleich der Variablenkonzepte in der Literatur verzichtet und dafiir
auf die bereits existierenden Darstellungen von SIEBEL (2005) und SPECHT
(2009) verwiesen werden, welche die verschiedenen Kategorisierungen von Vari-
ablenkonzepten von internationalen Autorinnen und Autoren aufeinander bezie-
hen und somit einen guten Uberblick iiber die Vielfalt der Sichtmoglichkeiten auf
Variablen geben.

Die in der Literatur (oftmals auf praskriptiver Ebene) dargestellten verschiedenen
Facetten des Variablenbegriffs werden im Folgenden als Variablenkonzepte be-
zeichnet.

Variablenauffassungen und Variablenaspekte

Grundsitzlich kann man Variablenkonzepte aus verschiedenen Blickwinkeln
sortieren. Einerseits unterscheiden sie sich hinsichtlich ihres Verweischarakters
(,,Wofiir steht die Variable?) und andererseits beziiglich der Frage nach dem
Umgang mit ihnen (,,Wie kann der Betrachter auf die Variable blicken?) (vgl.
auch SIEBEL 2005). Die Unterscheidung zwischen diesen beiden Fragen benennt
SPECHT (2009, 35) mit dem Begriffspaar Variablenauffassungen versus Variab-
lenaspekte.

2 Eine neuere ausfiihrliche Definition gibt SPECHT (2009, 39): ,,Als Arbeitsdefinition
wird im Folgenden unter einer Variablen ein allgemeines Objekt verstanden, das Werte
annehmen kann (beispielsweise Zahlen, Korper und Algebren). Sie kann durch Worte,
Buchstaben oder andere Symbole représentiert werden. In unterschiedlichen Kontexten
kommen verschiedene Variablenauffassungen und Variablenaspekte zum Tragen. Va-
riable wird dabei als Oberbegriff fiir bestimmte Unbekannte, fiir Unbestimmte und fiir
Verdnderliche verstanden. Variablen konnen unter dem Gegenstands-, den Einset-
zungs- und dem Kalkiilaspekt betrachtet werden®.



10 1 Variablen in der elementaren Algebra — Bedeutung und Schwierigkeiten

Beziiglich der letzteren Frage unterscheidet MALLE (1993, 46) die folgenden
drei Moglichkeiten, Variablen zu betrachten:

= Gegenstandsaspekt: Variable als unbekannte oder nicht niher bestimmte
Zahl (allgemeiner als unbekannter oder nicht néiher bestimmter Denkge-
genstand).

» Einsetzungsaspekt: Variable als Platzhalter fiir Zahlen bzw. Leerstelle,
in die man Zahlen (genauer: Zahlnamen) einsetzen darf.

= Kalkiilaspekt (Rechenaspekt): Variable als bedeutungsloses Zeichen, mit
dem nach bestimmten Regeln operiert werden darf.

Am Beispiel des Losungsprozesses einer Gleichung zeigt er auf, dass dabei allein
die Denk- und Blickweise des Betrachters auf die Variable von Belang ist, zur
selben Variable (z.B. in einer Aufgabe, im Term oder in einer Gleichung) also
unterschiedliche Betrachtungsweisen moglich sind. Dies wiederum lésst erken-
nen, dass die hier beschriebenen Variablenaspekte eng miteinander verbunden
sind. Mit Hilfe eines Beispiels von MALLE (1993, 48) ldsst sich dies illustrieren.

,,Beim Aufstellen einer Formel, etwa der Formel m = XTW fiir den Mittelwert

m zweier Zahlen x und y, denkt man vermutlich an nicht niher bestimmte
Zahlen, betont also den Gegenstandsaspekt. Setzt man anschlieBend fiir x und
v Zahlen ein, um verschiedene Mittelwerte auszurechnen, betont man eher den
Einsetzungsaspekt. Formt man die Formel um, etwa zu x = 2m — y, wendet
man einfach gewisse Regeln an und betont damit den Kalkiilaspekt.

Folglich ist auch innerhalb einer Aufgabe ein Wechsel zwischen den verschiede-
nen Betrachtungsweisen moglich und oft auch unabdingbar fiir das erfolgreiche
Losen eines Problems oder das Interpretieren eines Terms.

Hinsichtlich der Frage ,Wofiir steht die Variable?* soll in dieser Arbeit zwischen
Unbekannten, Unbestimmten und Verdnderlichen unterschieden werden. Diese
Begrifflichkeiten gehen auf FREUDENTHAL (1973; 1983) zuriick, welcher
Unbekannten und Unbestimmten zunichst verschiedene Ziele ihres Gebrauchs
zuordnet: ,,Wir verwenden vieldeutige Namen manchmal aus Unwissenheit, weil
uns eben kein anderer, genauerer Name bekannt ist, manchmal weil es uns nicht
interessiert, das Objekt genauer zu bezeichnen. Das erste ist in der Algebra der
Fall mit den Unbekannten einer Gleichung, das zweite mit den Unbestimmten in
einer allgemeinen Aussage.” (FREUDENTHAL 1973, 262).

Diese Beschreibung FREUDENTHALS verdeutlicht den Unterschied der beiden
Variablenauffassungen in deren Zweck, den sie erfiillen. Wahrend die Unbekann-
te ,aus der Not heraus® als solche bezeichnet wird, da eine néhere, genauere Be-
nennung nicht moglich ist, ist es bei der Unbestimmten gerade Sinn und Ziel der
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Unbestimmtheit des Namens, eine Aussage allgemein zu halten und somit die
Zahlen, auf welche die Aussage zutreffen soll, nicht ndher einzugrenzen (vgl.
Tab. 1.1).

Bei der Beschiftigung mit der Bedeutung von Variablen in Funktionen fiigt
FREUDENTHAL (1983, 557) spater hinzu, dass Variablen neben Unbestimmten
und Unbekannten in funktionalen Zusammenhingen auch als Verdnderliche zu
betrachten sind. Dort werden Buchstaben zwar ebenfalls genutzt, um allgemeine
Aussagen treffen zu konnen, jedoch besitzen sie hier einen viel dynamischeren
Charakter und beschreiben etwas sich tatsdchlich Verdnderndes (vgl. Tab. 1.1).

Tabelle 1.1: Die Variablenauffassungen Unbekannte, Unbestimmte’® und Verdinderliche

Variable als Unbekannte | Variable als Unbestimmte Variable als Verdnderli-
che
zB.5+x=28 zB.a'b=b-aj;abeER y -
z.B. z=< Wie andert
x

sich z, wenn x wichst?

In der obigen Gleichung | In dieser Gleichung verdeut- | Um die gestellte Frage zu
steht die Variable x fiir | lichen die beiden Variablen a | beantworten, muss beo-
einen gesuchten Wert, | und b, dass das Kommutati- | bachtet werden, wie es
der durch Losung der | vgesetz der Multiplikation
Gleichung zu ermitteln | fiir alle Zahlen eines be-
ist. Der Buchstabe dient | stimmten Zahlbereichs (hier
als Platzhalter fir die | I®) gilt. Die Buchstaben
(noch) nicht bekannte diepeq als Platzhalter _ﬁir hier als sich verindernde,
Zahl, EZL‘Z?Ige g:ihiii:ﬁg)e nzl;:}}:t einen Zahlbereich durch-
zZu -
len aus dem Zahlbereich. laufende Zahl auf.

sich auf den Bruch 2
X

auswirkt, wenn x grofBer
wird. Die Variable x tritt

Beispiel aus MALLE
1986a.

Auch MALLE (1993, 80) differenziert Variablen neben seinen Uberlegungen zu
verschiedenen Variablenaspekten, bei denen es um eine Unterscheidung zwischen
moglichen Betrachtungsweisen auf Variablen bei ihrer Benutzung geht, nach
ihrem Verweischarakter, also der Frage, auf welche Art und Weise Variablen die
Zahlen reprasentieren, fiir die sie stehen. Er gelangt diesbeziiglich zu einer Unter-
scheidung zwischen den folgenden Variablenauffassungen (MALLE 1993, 80),

In der Literatur findet sich anstelle der Unbestimmten auch der synonym zu verstehen-
de Ausdruck ,allgemeine Zahl‘ (vgl. beispielsweise SIEBEL 2005; BERLIN 2010b).
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die im Vergleich zu FREUDENTHALS (1973; 1983) zwar andere Bezeichnungen
liefert, inhaltlich jedoch mit dieser in Einklang gebracht werden kann:

= FEinzelzahlaspekt: Variable als beliebige, aber feste Zahl aus dem betref-
fenden Bereich. Dabei wird nur eine Zahl aus dem Bereich représentiert.

= Bereichszahlaspekt: Variable als beliebige Zahl aus dem betreffenden Be-
reich, wobei jede Zahl des Bereichs reprasentiert wird. Dieser Aspekt tritt
wiederum in zwei Formen auf:
- Simultanaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich wer-
den gleichzeitig reprisentiert.
- Verinderlichenaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich
werden in zeitlicher Aufeinanderfolge reprasentiert (wobei der Be-
reich in einer bestimmten Weise durchlaufen wird.).

Die folgende Abbildung (vgl. Abb. 1.1) soll die verschiedenen Représentations-
moglichkeiten verdeutlichen.

Einzelzahlaspekt Bereichsaspekt
I'Simultanaspekt Veranderlichenaspekt |
X X X
— ] — . — > .

Abbildung 1.1: Variablenauffassungen nach MALLE (1993, 80)

In ihrer Gegeniiberstellung von Variablenkonzepten verschiedener Autorinnen
und Autoren bezieht SIEBEL (2005, 80) die Auffassungen von FREUDENTHAL
(1973; 1983) und MALLE (1993) aufeinander und ordnet die Unbekannte dem
Einzelzahlaspekt und die Unbestimmte dem Simultanaspekt nach MALLE zu.
Unberiicksichtigt bleibt dabei die Variable im Verdnderlichenaspekt nach
MALLE, welche SIEBEL (2005) deshalb FREUDENTHALS (1983) Verinderli-
chen zuordnet.

Zu einer Unterscheidung zwischen Unbekannten, Unbestimmten’ und Variablen
als Verdnderliche, die bei MALLE (1993) und FREUDENTHAL (1973; 1983)
das Ergebnis theoretischer Uberlegungen ist, kommt auch KUCHEMANN

4 KUCHEMANN (1978) nutzt den Ausdruck ,allgemeine Zahl*.
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(1978), welcher im Rahmen einer breiten quantitativen Studie eine der frithsten
und bekanntesten empirischen Forschungen zum Variablenverstindnis durchge-
fiihrt hat. Neben diesen drei Aspekten benennt er die folgenden weiteren Konzep-
te ,Letter evaluated®, ,Letter ignored‘ und ,Letter as object, die aber keine Erwei-
terung der obigen Ausfiihrungen erfordern, da heute gewdhnlich die Variable als
,Letter evaluated® unter den Unbekanntenbegriff und der ,Letter ignored® unter
den Kalkiilaspekt subsumiert werden (vgl. MALLE 1993), wihrend die Bedeu-
tung des ,Letter as object’ derweil als Fehlvorstellung identifiziert wird (vgl.
Kapitel 1.2, MALLE 1993; OLDENBURG 2010).

Variablenauffassungen im Vergleich

RADFORD (1996) beschreibt die Variable als Unbestimmte und die Variable als
Unbekannte als zwei relativ komplementéire Konzepte, da sie verschiedene Ziele
verfolgen und demnach auch in unterschiedlichen Situationen genutzt werden.
Die Unbestimmte erhdlt in der Algebra iiberall dort einen Platz, wo es um das
Generalisieren oder auch um das Begriinden mathematischer Muster geht, wéh-
rend die Unbekannte vor allem im Losen von Gleichungen und im Problemldsen
verortet ist. Auch zwischen der Entwicklung der beiden unterschiedlichen Variab-
lenkonzepte liegen mehr als 1000 Jahre (von Diophantus bis Viéte) (vgl. KIE-
RAN 1992; siche auch Kapitel 2.4.2).

Es wird hier deutlich, dass die dargestellten Variablenauffassungen Unbekannte,
Unbestimmte und Verdnderliche nicht so eng miteinander verbunden sind wie die
oben beschriebenen Variablenaspekte (Gegenstand-, Einsetzungs- und Kalkiilas-
pekt). So kann meist sehr eindeutig von einer Aufgabe gesagt werden, ob diese
den Unbekannten-, oder den Unbestimmtenaspekt anspricht, wie die Beispiele in
Tabelle 1.1 aufzeigen. Enger miteinander verbunden sind hingegen die Unbe-
stimmte und die Verinderliche, die MALLE (1993) deshalb gerechtfertigter Wei-
se unter der Bezeichnung Bereichszahlaspekt subsumiert. Da die Variable in
beiden Fillen auf mehrere Zahlen eines bestimmten Bereichs verweist, ist nicht
immer leicht zu entscheiden, ob diese Zahlen gleichzeitig oder in zeitlicher Rei-
henfolge reprisentiert werden. Auch bei funktionalen Zusammenhidngen muss
dies nicht immer klar differenzierbar sein, so tritt der Verdnderlichenaspekt stér-
ker bei einer Betrachtung der Funktion im Kovariationsaspekt (VOLLRATH
1989; VOLLRATH & WEIGAND 2007) auf, wihrend bei einer Sicht auf eine
Funktion als Ganzes ebenso der Simultanaspekt der Variablen im Fokus stehen
kann.
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1.1.2 Die Rolle von Variablen in der elementaren Algebra

Betrachtet man die Verwendung von Variablen in der Sekundarstufe, so wird man
feststellen, dass mit der Einfiihrung in der 7. (in neueren Schulbiichern auch be-
reits in der 6.) Jahrgangsstufe die Variable breiten Einzug in den Mathematikun-
terricht hilt. Fortan wird es in der Schule kein Teilgebiet mehr geben, in welchem
Variablen nicht verwendet werden. Sie sind feste Bestandteile aller Teilgebiete,
die in der Schulmathematik bis hin zur Differenzial- und Integralrechnung in der
Sekundarstufe II vorzufinden sind. Trotz ihres breiten Einsatzes haben sie ihren
Platz doch zunichst in der elementaren Algebra, in der sie eingefiihrt und explizit
thematisiert werden. Hier lernen die Schiilerinnen und Schiiler sie als Bestandteil
der algebraischen Sprache kennen, welche sie in den folgenden Schuljahren als
Ausdrucks- und Notationsmittel fiir jegliche mathematische Inhalte verwenden
werden. Das Gebiet der elementaren Algebra und die dortige Rolle der Variablen
sollen in diesem Kapitel ndher beleuchtet werden.

Was ist iiberhaupt mit ,elementarer Algebra‘ gemeint?

Der Ausdruck elementare Algebra hat sich in der Mathematikdidaktik mittlerwei-
le fest fiir den Schulstoff des Algebraunterrichts der Sekundarstufe 1 etabliert.
Dennoch stellt es keine leichte Aufgabe dar, das Gebiet der elementaren Algebra
klar zu umreiflien. Im Gegensatz zu anderen Gebieten der Algebra wird es nicht
als eigenes Teilgebiet betrachtet und deshalb auch nicht als solches definiert.
Dementsprechend schreibt SIEBEL (2005, 13f), welche sich um eine Leitvorstel-
lung zur elementaren Algebra bemiiht:

,Fachwissenschaftliche Literatur beschéftigt sich nicht explizit mit elementa-
rer Algebra, anders als etwa Algebra wird Elementare Algebra nicht in Vorle-
sungen eingefiihrt oder in Lehrbiichern fiir Mathematikstudierende dargestellt
(in der deutschsprachigen Literatur). So wird in fachwissenschaftlichen Publi-
kationen das Gebiet Elementare Algebra nicht bestimmt, sondern als Aus-
drucksmittel verwendet.*

Um das Gebiet aus mathematischer Sicht dennoch umfassend strukturieren zu
konnen, arbeitet SIEBEL (2005, 73) eine allgemein-mathematische Leitvorstel-
lung zur elementaren Algebra heraus, die sie wie folgt beschreibt:

,Elementare Algebra ist die Lehre vom Rechnen mit allgemeinen Zahlen, die zu
,guten‘ Beschreibungen quantifizierbarer Zusammenhénge befzhigt.

Dafiir haben sich Mathematisierungsmuster herausgebildet, die durch eine eigene
Fachsprache explizit gemacht werden kénnen:

= Mit Variablen werden allgemeine, unbekannte und verdnderliche Zahlen
dargestellt und handhabbar gemacht.
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= Zahlen und Variable werden durch Operationen zu Termen und Gleichun-
gen als Denkeinheiten verbunden und durch verschiedene Begriffe von
Gleichheit in Zusammenhang gebracht.

= Durch die symbolische Darstellung von Zahlen, Variablen und Zusam-
menhingen wird ein kontextunabhéngiger und regelgeleiteter Zeichenge-
brauch ermdglicht.*

Geprigt hat den Begriff der elementaren Algebra MALLE (1993), der diese selbst
als all das charakterisiert, ,,was mit Variablen, Termen und Formeln (Gleichun-
gen, Ungleichungen) auf Schulniveau zu tun hat“ (MALLE 1993, 1). VOLL-
RATH & WEIGAND (2007, 7) bezeichnen Terme, Gleichungen und Gleichungs-
systeme als den ,,Kern* der Schulalgebra, der natiirlich unweigerlich eng verbun-
den ist mit ,,dem Aufbau des Zahlensystems, der Entwicklung des Funktionsbe-
griffs“, und weiteren Bereichen der Mathematik, sodass sie schlieBlich einen
Lehrgang der Algebra fiir die Sekundarstufe in die vier Bereiche Zahlen, Terme,
Funktionen und Gleichungen unterteilen.

Die elementare Algebra stellt also keine klar eingegrenzte Disziplin dar, sie dient
aber als Grundlage fiir weiteren schulischen Unterricht. Eine wichtige Rolle
kommt dabei sicherlich der Formelsprache zu, die im Unterricht der elementaren
Algebra eingefiihrt, dann aber auf andere Teilgebiete und Disziplinen weiter
ausgebreitet wird.

Ein verstindiger Umgang mit der algebraischen Notationsweise ist Vorausset-
zung fiir ihre Anwendung in den spiteren Gebieten. So wird als ,Formelsprache®
oder ,formale Sprache* iiblicherweise die algebraische Notationsweise bezeichnet
— die Fachsprache der elementaren Algebra. Durch die Bedeutung, welche die
algebraische Sprache fiir die weiteren Gebiete der Sekundarstufen I und II besitzt,
wird die elementare Algebra oftmals nur als Mittel zum Zweck degradiert. Eine
Schwierigkeit, die sich bereits an dieser Stelle aus der Betrachtungsweise der
elementaren Algebra ergibt, ist dann eine fehlende geschlossene Sinnstiftung fiir
die elementare Algebra an sich. Wenn die Algebra nur als Sprache erlernt wird,
mit der man in hdheren Schulstufen auftretende Probleme beschreiben kann und
algebraische Titigkeiten nur als Losungsmittel zur Bearbeitung von spiteren
Aufgaben verstanden werden, dann kann die elementare Algebra und ihre Fach-
sprache zum Zeitpunkt des Erlernens fiir die Schiiler noch keinen Sinn ergeben
(siehe dazu Kapitel 1.2). Die elementare Algebra auf den Erwerb der Formelspra-
che zu beschrianken, welche in den hoheren Stufen bedeutsam wird, kann folglich
keine zufriedenstellende Beschreibung darstellen.
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Algebra als Sprache und als Téatigkeit

Ein erweitertes Verstidndnis davon, was die elementare Algebra ausmacht, kann
gewonnen werden, folgt man LEE (1996), welche die Algebra als eine ,Mini-
Kultur® in der breiteren Kultur der Mathematik beschreibt. Darin stellt LEE
(2001) die Algebra als Sprache, Denkweise, Tatigkeit, Werkzeug und als verall-
gemeinerte Arithmetik dar. Folgt man dieser Auffassung, so stellt die Einfithrung
in die Algebra folglich einen Enkulturationsprozess dar (vgl. HEFENDEHL-HE-
BEKER 2007). Unter algebraisches Denken lassen sich dann alle Denkhandlun-
gen fassen, welche diese Kultur ausmachen. Diese sind zum Beispiel ,,Generali-
sieren, Abstrahieren, Analysieren, Strukturieren und Restrukturieren ...“ (HE-
FENDEHL-HEBEKER 2007, 180). Da diese aber ebenso Denkhandlungen sind,
welche nicht nur in der Algebra, sondern in der gesamten Mathematik und dar-
iiber hinaus bedeutsam sind, ist es nicht sinnvoll, algebraisches Denken und ma-
thematisches Denken voneinander abzugrenzen und die aufgefiihrten Denkhand-
lungen als spezifisch-algebraische Tatigkeiten herauszustellen. Vielmehr besitzen
elementare menschliche Denkhandlungen eine besondere Bedeutung fiir das
algebraische Denken (vgl. auch Kapitel 4.1, vgl. FISCHER ET AL. 2010).

Diese Auffassung der Algebra erweitert das zuvor beschriebene Verstindnis der
Algebra als Sprache um eine entscheidende Komponente. Sie stellt das algebrai-
sche Denken als Teil des mathematischen Denkens dar und algebraische Denk-
handlungen als eine Reihe von Tdtigkeiten innerhalb der Mathematik als Tétigkeit
(vgl. FREUDENTHAL 1973; 1991).

Diese verschiedenen, jedoch eng verflochtenen Facetten der elementaren Algebra
sollen bei der Betrachtung der Bedeutung der Variablen beriicksichtigt werden.
Dazu wird im Folgenden entsprechend der beiden Aspekte der elementaren Al-
gebra zunidchst auf die Rolle der Variablen in der algebraischen Sprache einge-
gangen (Kapitel 1.1.2.1) und herausgestellt, welche Bedeutung den Variablen als
Teil der Formalisierung zukommt. AnschlieBend wird in Kapitel 1.1.2.2 die Be-
deutsamkeit der Variablen als Mittel fiir algebraische Tatigkeiten dargestellt.

1.1.2.1 Variablen als Teil der Formalisierung

In den Ausfithrungen des Kapitels 1.1.1 ldsst sich erkennen, dass der Variablen-
begriff in seinem Aspektenreichtum sehr komplex und in seiner umfassenden
Bedeutung schwer erfassbar ist. Es erscheint deshalb mehr als verstindlich, dass
es in der Geschichte der Mathematik Jahrtausende dauerte, bis Buchstaben als
Variablen fiir unbekannte und unbestimmte Zahlen verwendet wurden (vgl. Kapi-
tel 2.4). Mit der Entwicklung der Formelsprache in der symbolischen Algebra
(beginnend also etwa im 16. Jh.) entstanden mannigfaltige bahnbrechende Mdg-
lichkeiten, deren Nachvollzug das Potential der algebraischen Formelsprache und
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damit natiirlich auch der Verwendung von Variablen erahnen ldsst. Als wichtige
Errungenschaft lasst sich beispielsweise die Ablosung von arithmetischen Ge-
setzmifBigkeiten von geometrischen Beweisen nennen, da die algebraische For-
melsprache es ermdglicht, Erkenntnisse auf algebraischer Ebene, also innerhalb
des eigenen Systems, zu rechtfertigen und zu sichern (vgl. SIEBEL 2005). Ein
Zeichengebrauch, der nicht auf Veranschaulichung zuriickgreifen muss, beféhigt
auBerdem dazu, neue mathematische Objekte symbolisch zu konstruieren, die
sich konkreten Vorstellungen entziehen, wie z.B. negative Zahlen. Ein grofler
Gewinn, der durch die Entwicklung der Formelsprache erreicht wurde, stellt die
Moglichkeit dar, mit Zeichen kontextunabhingig und regelgeleitet zu operieren
und die Symbole somit selbst zu eigenstindigen Entitdten des Denkens werden zu
lassen (HEFENDEHL-HEBEKER 2001; SFARD 1995). Damit iiberwindet sie
die Hindernisse, welche die Geometrie oder z.B. verbale Darstellungsweisen
aufgrund ihrer Vorstellungsgebundenheit in ihren Moglichkeiten begrenzen (vgl.
HEFENDEHL-HEBEKER 2001). Fiir eine Veranschaulichung des Leistungs-
vermogens der formalen Sprache und des Variablengebrauchs soll hier ein illust-
ratives Beispiel von HEFENDEHL-HEBEKER (2001, 88ff) aufgegriffen werden.
Es geht dabei um die Begriindung eines einfachen arithmetischen Sachverhaltes:
,»Addiert man zu der Summe zweier Zahlen ihre Differenz, so erhédlt man das
Doppelte der groBeren Zahl. Subtrahiert man die Differenz von der Summe, so
erhilt man das Doppelte der kleineren Zahl.*.

Argumentation auf einer verbal-begrifflichen Ebene

Mithilfe eines reprisentativen Zahlenpaares (z.B. 3 und 8) ldsst sich ein verbaler
Argumentationsstrang aufbauen, der die Begriindungsidee iiber das Beispiel hin-
aus nachvollziehen ldsst. Zerlegt man die groflere Zahl 8 in die kleinere Zahl 3
und den Rest 5, dann lésst sich 8 auch als Summe von 3 + 5 beschreiben. Dabei
entsteht als Rest gleichzeitig die Differenz zwischen der groferen und der kleine-
ren Zahl. Als Summe ergibt sich dann folglich 3 + 8 =3 + 3 + 5. Durch erneute
Addition der Differenz ergibt sich schlie8lich der Term 3 + 3 + 5 + 5, aus dem
durch Umgruppierung und Zusammenfiigung der Mengen 8 + 8, also das Doppel-
te der groBeren Zahl entsteht. Entsprechend ergibt sich durch Subtraktion der
Differenz 5 von dem Term 3 + 3 + 5 der Term 3 + 3, was dem Doppelten der
kleineren Zahl entspricht.

Argumentation durch geometrische Visualisierung

Eine geometrische Visualisierung der betreffenden arithmetischen GesetzmafBig-
keit kann entsprechend der unteren Abbildung aussehen, wobei ebenfalls das
Zahlenbeispiel 3 und 8 als reprdsentatives Beispiel dient, durch die visuellen



18 1 Variablen in der elementaren Algebra — Bedeutung und Schwierigkeiten

Strukturierungen aber der allgemeine Charakter der Begriindung verdeutlicht
wird (vgl. Abb. 1.2):

| o i ol W i i IR
e s s
W 7 I 8-3
TT T T T T T T E T T11 1 8+3+(8-3
TT T I T L T T T T T T T T T T 1-g8+s
M L LTI I 1 =1 (83
| N S -(8-3)
== E== =3+3

Abbildung 1.2: Geometrische Visualisierung einer arithmetischen GesetzmiBigkeit
(HEFENDEHL-HEBEKER 2001, 89)

Darstellung in algebraischer Sprache

Mithilfe der algebraischen Formelsprache lasst sich die Begriindung mit den
Variablen a und b fiir zwei natiirliche Zahlen darstellen:

(a+b)+t(a-b)=a+b+a-b=2aund
(atb)-(a-b)=a+b—-a+b=2b

Bei der Betrachtung der obigen Darstellungsweisen der Begriindung werden die
Vorziige der algebraischen Sprache schnell ersichtlich fiir diejenigen, die sie
beherrschen, das heif3t, die sie zu interpretieren und zu verstehen wissen.

Die verbal-begriffliche Beschreibung eines Zahlenbeispiels ermdglicht es, die
allgemeine GesetzméBigkeit exemplarisch anhand von konkreten Zahlen nach-
vollziehbar darzustellen. Benétigt werden hier nicht wenige verbale Beschreibun-
gen von Zahlbeziehungen und Zahlverkniipfungen (wie die ,kleinere Zahl‘, ,die
groflere Zahl‘, ,die Summe*, ,die Differenz’, ,der Rest‘, ,das Doppelte der grofe-
ren Zahl‘, usw.), welche es ermdglichen, ,,die Spuren von Zahlen durch einen
langeren Rechenweg zu verfolgen, ohne dass sie in nicht wiedererkennbarer Wei-
se in numerischen Zwischenergebnissen verschmelzen* (HEFENDEHL-HEBE-
KER 2001, 90).

Eben hier liegt aber auch die Grenze der vorstellungsgebundenen Beschrei-
bungsmoglichkeiten, denn wenn die darzustellenden GesetzmaBigkeiten komple-
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xer sind, werden auch die Beschreibungen der Zahlbeziehungen aufwendiger,
sind schlechter zu verfolgen und die notwendige inhaltliche Vorstellung zum
Nachvollzug wird immer schwieriger. Auch die geometrische Visualisierung
stoBt schnell an ihre Grenzen, sobald komplexere Zusammenhédnge aufgezeigt
werden sollen, und zum Beispiel nicht mehr durch lineare oder flichige Darstel-
lungen veranschaulicht werden konnen oder sobald der Zahlbereich nicht auf
natiirliche Zahlen beschrinkt bleiben soll. Die Stirke der algebraischen Sprache
liegt folglich in der Abldsung von der Vorstellungsgebundenheit der Argumenta-
tion und somit in der Uberwindung der Grenzen, denen verbal-begriffliche oder
geometrische Darstellungen unterliegen. Sie ermoglicht es, inhaltsgebundene
Operationen durch inhaltsinvariantes Hantieren auf symbolisch-syntaktischer
Ebene zu ersetzen. Durch das regelgeleitete Operieren mit Symbolen entlasten sie
das inhaltliche Denken und erhéhen gleichzeitig die operative Reichweite (HE-
FENDEHL-HEBEKER 2003).

Variablen als Bestandteil der algebraischen Sprache kommt diesen Ausfiihrungen
zufolge eine besondere Bedeutung zu, da sie, vergleichbar mit Wortern in Sétzen,
die bedeutungstragenden Komponenten darstellen, die der algebraischen Sprache
den Inhalt verleihen. Sie sind somit wichtiger Teil der Idee der Formalisierung
und damit von unermesslichem Wert fiir die Mathematik.

VOLLRATH & WEIGAND (2007, 14) kennzeichnen den Umgang mit Variablen
und Termen folglich zurecht als ein zentrales Bildungsziel fiir den Algebraunter-
richt:

,.Die Schiiler sollen mit Variablen und Termen grundlegende Ausdrucksmittel
der Algebra kennenlernen, diese ,,Formalsprache® verstehen und richtig ver-
wenden. Mit Hilfe dieser Sprache sollen sie Zusammenhénge in der Mathema-
tik, aber auch in wichtigen Anwendungsbereichen wie Naturwissenschaften,
Technik und Sozialwissenschaften angemessen beschreiben und verstehen
konnen. Insbesondere sollen sie in dieser Sprache kommunizieren und argu-
mentieren kdnnen.*

1.1.2.2 Variablen als Mittel fiir mathematische Titigkeiten auf
allgemeiner Ebene

Bei der Betrachtung der elementaren Algebra als eine Reihe von Denkhandlungen
(vgl. Kapitel 1.1.2) stellen sich Variablen als Mittel oder Werkzeuge fiir diese
algebraischen Tétigkeiten dar. Sie bilden den Gegenstand eben dieser oben be-
schriebenen Denkhandlungen, denn sie sind die symbolischen Objekte, mit denen
in der Algebra operiert wird. Zugleich sind sie Werkzeuge, welche algebraische
Denkhandlungen erméglichen und unterstiitzen.
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Die Funktion von Variablen, etwas allgemein ausdriicken zu kdnnen, findet sich
in diesem Sinne bereits 1770 bei EULER (1959), welcher den Schwerpunkt der
Algebra in seiner Vollstindigen Anleitung zur Algebra bekanntlich ja darin sieht,
aus bekannten Groflen Unbekannte zu bestimmen und sich vorrangig mit der
Gleichungslehre beschiftigt. Dennoch beschreibt er bei der Einfiihrung von
Buchstaben Variablen in der Rolle von Unbestimmten, welche auf allgemeine Art
die Methoden reprisentieren konnen, die dabei helfen, die unbekannten Grofen
zu finden:

,Da dies [Zahlen verbunden mit Pluszeichen geben eine Summe an] an und
fiir sich klar ist, so bemerke man noch, daf} auf allgemeine Art die Zahlen
durch Buchstaben, wie a, b, ¢, d usw. angedeutet werden. Wenn man also
schreibt a+b, so bedeutet dies die Summe der beiden Zahlen, welche durch a
und b ausgedriickt werden, dieselben mdgen nun so grof3 oder klein sein wie
sie wollen. [...] Wenn man nur weil3, welche Zahlen durch solche Buchstaben
angedeutet werden, findet man in jedem Falle durch die Rechenkunst [Arith-
metik] die Summe oder den Wert derartiger Ausdriicke.” (EULER 1959, 43f,
Ergénzung K.A.)

,Wenn nun, um die Sache allgemein zu machen, anstatt der wirklichen Zahlen
Buchstaben gebraucht werden, so begreift man auch leicht die Bedeutung, wie
z.B.: a-b-ctd-e. Er deutet an, daB die durch die Buchstaben a und d ausge-
driickten Zahlen addiert und davon die iibrigen b,c,e, welche das Zeichen —
haben, sdmtlich abgezogen werden miissen. (EULER 1959, 45)

Dass EULER (ebd.) hier die Variable zunichst als Unbestimmte begreift, ver-
deutlicht sein Ausdruck, ,dieselben mogen nun so grof3 oder klein sein wie sie
wollen‘, was auf die Beliebigkeit der zu wéhlenden Zahlen und ihre nicht néher
zu bestimmende Gr6f3e hindeutet. Ersichtlich wird aber auch, dass EULER den
Zweck des Aufstellens eines allgemeinen Ausdrucks wiederum darin sieht, dass
die Unbestimmtheit der Buchstaben irgendwann endet und mithilfe bekannter
Zahlenwerte dann auch arithmetisch gerechnet werden kann, was ganz seiner
Auffassung der Algebra als Verallgemeinerung der Arithmetik entspricht, die
,auf allgemeine Art alles dasjenige in sich [begreift], was bei den Zahlen und
deren Berechnung vorfallt“ (EULER 1959, 43).

MALLE (1993, 10) beschreibt, dass sich wichtige Tatigkeiten des Mathematikun-
terrichts nur mit Hilfe von Variablen auf allgemeiner Ebene durchfiihren lassen,
beispielsweise beim ,,allgemeinen Problemldsen, allgemeinen Kommunizieren
(Mitteilen), allgemeinem Argumentieren (Begriinden, Beweisen) und allgemei-
nem Explorieren.” Dazu fasst MALLE (1993, 57) die Funktionen von Variablen
(als Grundbaustein von Termen und Formeln) in folgenden Punkten zusammen:
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= Mit Termen bzw. Formeln kann man innermathematische Prozesse und
GesetzmaBigkeiten allgemein beschreiben.

= Mit Termen bzw. Formeln kann man aufermathematische Sachverhalte
allgemein beschreiben, d.h. Modelle fiir aulermathematische Situationen
entwerfen.

= Mit Termen bzw. Formeln kann man eine Situation explorieren und damit
allgemeine Einsichten in eine besondere Situation erhalten.

= Mit Termen bzw. Formeln kann man abstrakte Problemlosungen planen
und Probleme allgemein 16sen.

= Mit Termen bzw. Formeln kann man allgemeingiiltige Argumentationen
(Begriindungen, Beweise) fithren.

= Mit Termen bzw. Formeln kann man Wissen (insbesondere Rechengénge
und Beziehungen) iibermitteln und dadurch iiber Situationen auf einer abs-
trakten bzw. allgemeinen Ebene kommunizieren.

Zusammenfassend ldsst sich fiir die Rolle der Variablen folglich festhalten, dass
Variablen dazu dienen, zentrale mathematische Tatigkeiten auf allgemeiner Ebe-
ne ausfithren zu konnen.

Die Bedeutung von Variablen fiir die elementare Algebra

In den obigen Ausfithrungen wird deutlich, dass Variablen vielschichtige und
aspektenreiche Gebilde sind, deren Vielseitigkeit ihre Stirke und Einsatzflexibili-
tit ausmachen. In der elementaren Algebra konnen zwei zentrale Funktionen von
Variablen erkannt werden, die ihre Bedeutsamkeit erahnen lassen. Einerseits sind
Variablen Teil der Idee der Formalisierung (vgl. HEFENDEHL-HEBEKER
2001), also der Entwicklung einer formalen algebraischen Sprache, welche es
ermoglicht kontextunabhingig und regelgeleitet Zeichen zu gebrauchen, was
nicht nur historisch von unermesslichem Wert fiir die Entwicklung der Algebra
ist, sondern auch die Moglichkeit bietet, die Grenzen der vorstellungsgebundenen
Mathematik zu liberwinden und somit die operative Reichweite zu ,unvorstellba-
ren‘ mathematischen Objekten und Denkhandlungen zu erhéhen. Andererseits
beschreibt MALLE (1993) eine ganze Bandbreite von mathematischen Tatigkei-
ten, welche durch die Verwendung von Variablen auf einer allgemeinen Ebene
ausgefiihrt werden kdnnen.

Mit diesen Funktionen nehmen Variablen in der elementaren Algebra einen ho-
hen Stellenwert ein. Die elementare Algebra bildet selbst aber wiederum eine
Voraussetzung fiir weiteres einsichtsvolles Mathematiklernen, da sie einerseits als
Sprache fungiert, in der und mithilfe welcher Lernende Mathematik treiben, und
andererseits als Mini-Kultur der Mathematik (LEE 2001) die Ausbildung von
allgemeinen algebraischen Denkhandlungen ermdglicht, die grundlegende ma-
thematische Tétigkeiten darstellen.
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1.2 Schwierigkeiten beim Variablenverstandnis

Die Probleme, die Schiilerinnen und Schiilern in der Algebra aufzeigen, werden
international beschrieben. Mitte der Neunziger zeigt die TIMSS-Studie auf, ,,da3
Algebra Schiilern am Ende der 8. Jahrgangsstufe noch groBe Schwierigkeiten
bereitet. Dies ist nicht nur in Deutschland, sondern in den meisten der teilneh-
menden Lénder der Fall. Sicherheit kann nur im Umgang mit einfachsten Aufga-
ben erwartet werden® (BAUMERT ET AL. 1997, 68). Im Jahr 2007 liegen die
Leistungen der Achtkldsslerinnen und Achtklissler aller 50 teilnehmenden Lén-
der auf dem Gebiet der Algebra im Mittel sowohl unter der Gesamtleistung in
Mathematik als auch unter den Leistungen in den anderen getesteten Gebieten
,Number, ,,Geometry” und ,,Data and Chance* (vgl. MULLIS ET AL. 2008,
416ff). Als eine der schwierigsten Hiirden des Algebraunterrichts erweist sich ein
fehlendes Variablenverstidndnis und darauf aufbauend natiirlich auch ein Mangel
an zielgerichtetem verstdndigem Umgang mit Variablen (vgl. AMEROM 2002).

Beim Erlernen von Variablen und der algebraischen Sprache ergeben sich ver-
schiedene Schwierigkeiten, die in diesem Kapitel skizziert werden. Dazu werden
zunichst die Probleme illustriert, welche nicht nur Schiilerinnen und Schiilern der
Sekundarstufen mit der Formelsprache zeigen, sondern auch Schulabsolventen,
welche elementare Sachverhalte mit Variablen ausdriicken sollen (vgl. MALLE
1993). AnschlieBend werden die verschiedenen Schwierigkeiten im Variab-
lenumgang genauer betrachtet, wobei die fehlende Sinnstiftung und die Uberbe-
tonung des kalkiilhaften Handelns beim Erlernen von Variablen sowie iibliche
Fehlvorstellungen und Hindernisse beim Ubergang zwischen Arithmetik und
Algebra angesprochen werden.

Probleme im Umgang mit Variablen

MALLE (1983; 1993) stellt im Rahmen von Untersuchungen zum Aufstellen und
Interpretieren von Formeln erstaunliche Mingel bei allen Befragten im Umgang
mit Gleichungen, Termen und Variablen fest. In einem bewusst breit gewéhlten
Spektrum von Versuchspersonen zeigen sowohl Schiilerinnen und Schiiler ver-
schiedener Altersstufen und Leistungsniveaus als auch Schulabsolventen und
sogar Akademiker, dass sie nicht in der Lage sind, einfache Gleichungen zu ent-
wickeln oder entsprechend zu interpretieren. MALLE (1983, 15) spricht davon,
dass ,,etwa die Hélfte der Schulabgénger fundamentale Schwierigkeiten im Um-
gang mit Variablen und Gleichungen hat“. Die beiden folgenden Beispiele von
MALLE (1993) sollen einen Einblick in die Probleme geben, die Schulabsolven-
ten trotz langjdhrigen Algebraunterrichts im Umgang mit einfachen algebraischen
Gleichungen nachgewiesen werden konnten.
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Beispiel - Christa (36, Akademikerin)
Interviewer (legt folgende Aufgabe vor):

An einer Universitdt sind P Professoren und S Studenten. Auf einen Professor
kommen 6 Studenten. Driicken Sie die Beziehung zwischen S und P durch eine
Gleichung aus!

Ch.: (schreibt) 65 = P

I.: Nehmen wir mal an, es sind 10 Professoren. Wie viele Studenten sind es dann?
Ch.: 60.

I.: Setzen Sie das in die Gleichung ein!

Ch: 6 -+ 60 = 10. Aha, das kann nicht stimmen. (Nach einer Pause schreibt sie)
P+6S=P+S.

I.: Was bedeutet das?

Ch.: Die Professoren und die auf jeden Professor fallenden 6 Studenten ergeben
zusammen alle Professoren und Studenten.

I.: Hhmm ... Bei dieser Gleichung kdnnte man auf beiden Seiten P subtrahieren.
Was ergibt sich dann?

Ch.: (streicht P auf beiden Seiten durch) 65 = S.
I.: Kann das stimmen?

Ch.: Ja natiirlich ... die Gruppen zu 6 Studenten ergeben zusammen alle Studen-
ten.

I.: Setzen Sie wieder Zahlen ein!

Ch.: 10 Professoren und 60 Studenten. Dann ist das 6 - 60 = 10. Das kann nicht
stimmen. (Nach einer Pause schreibt sie) P+ S=7

L.: (rauspert sich)

Ch.: (bessert aus zu) P+ 65 =7

I.: Was bedeutet das?

Ch.: Ein Professor und seine 6 Studenten sind zusammen 7 Personen.
(MALLE 1993, 1)

1. Beispiel - Walter (23, Akademiker)
I: Koénnen Sie die Gleichung i =9 l6sen?

W: (schweigt minutenlang) Ich wei3 nicht mehr, wie das geht. Da gibt es eine Re-
gel, aber die habe ich leider vergessen.

(MALLE 1993, 3)
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Die beiden Beispiele, die in den folgenden Abschnitten eine Analyse erfahren,
geben einen Einblick in die Schwierigkeiten, welche die Interviewteilnehmer mit
elementaren Aufgaben der Schulalgebra aufzeigen. Die urspriinglich von
ROSNICK & CLEMENT (1980), ROSNICK (1981) und KAPUT & CLEMENT
(1979) durchgefiihrte ,Studenten-Professoren-Aufgabe® fiihrte in den USA zu
vergleichbaren Ergebnissen.

1.2.1 Die Uberbetonung des Kalkiils und die fehlende Sinnstiftung

Obwohl die Gleichung, mit welcher der dreiundzwanzigjahrige Walter im Inter-
view konfrontiert wird, inhaltlich der Frage ,Welche Zahl geteilt durch acht ist
gleich neun?‘ entspricht, kann der Akademiker keinen Losungsansatz finden.
MALLE (1993) schreibt solche Ergebnisse im Umgang mit algebraischen Aus-
driicken der Uberbetonung des Kalkiils sowie der Trennung zwischen dem Buch-
stabenrechnen und dem Rechnen mit Zahlen im Algebraunterricht zu. Dort werde
meist nach der Einfiihrung der Variablen in der 7. Klasse sehr schnell auf das
regelhafte Umformen von Termen und das Ldsen von Gleichungen fokussiert.
Dabei werde das Kalkiil leicht zu einer ,,Kunst fiir sich® erhoben (MALLE 1993,
15), hinter der inhaltliche Bedeutungen von algebraischen Ausdriicken oder Vari-
ablen nicht genug Beachtung finden. Die Dominanz des Kalkiils und der Ter-
mumformungen gehe einher mit der falschen Auffassung, dass wiederholtes Uben
den Schiilerinnen und Schiilern zu einer richtigen Anwendung der unverstande-
nen Regeln verhelfe (vgl. dazu WINTER 1984a; WITTMANN 1992). Dabei
nimmt die Diskussion um den erforderlichen qualitativen und quantitativen Um-
fang des Kalkiils im Mathematikunterricht zu, gerade in Anbetracht der wachsen-
den Integration der Neuen Medien als technische Hilfsmittel wie auch als Bil-
dungsinhalte (vgl. HISCHER 1993; 2003).

Genauso wenig, wie sich die Variable in ihrer umfassenden Bedeutung in einer
Definition erfassen lasst (siche Kapitel 1.1.2.1), konnen Lernende ein Verstindnis
von Variablen durch das bloBe Nachvollziehen einer gegebenen Definition oder
einer Beschreibung dessen, was unter Variablen zu verstehen ist, aufbauen. Den-
noch wird nach einmaliger Bedeutungsklarung im Unterricht hiufig zu schnell
dazu tibergegangen, mit Variablen zu rechnen und dabei eine eindeutige Interpre-
tationsmdglichkeit von Variablen zu suggerieren. Durch die Trennung von Sem-
antik und Syntax im Algebraunterricht konnen Schiiler leicht zu der Auffassung
gelangen, dass das Buchstabenrechnen nichts mit dem Zahlenrechnen zu tun hat
und akzeptieren das regelgeleitete Rechnen als Spiel mit scheinbar willkiirlichen
bzw. von der Lehrkraft vorgegebenen Spielregeln (MALLE 1993). Diese Regeln
widersprechen oftmals den intuitiven Handlungen der Schiilerinnen und Schiiler
(wie beispielsweise bei dem typischen Fehler: (a+b)? = a?+b?). Die Algebra wird
auf diese Weise schnell zu einem undurchsichtigen und unbeliebten Gebiet, in
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welchem die syntaktischen Vorgaben des Lehrers auswendig gelernt und korrekt
angewendet werden miissen, wie die folgende Schiileraussage eines Beispiels von
ANDELFINGER (1985, 97) illustriert:

»Achte Klasse, Gleichungslehre. Die Schiiler fragen ihren neuen Mathe-
Lehrer: "Wie ist das bei Ihnen? Bei unserem bisherigen Mathe-Lehrer mufiten
wir beim Riiberbringen immer das Vorzeichen dndern.’*.

Ein weiteres Beispiel zeigt die allen Schiilern wohl bekannte binomische Formel
(atb)? = a>+2ab+b?, bei der die meisten Schiilerinnen und Schiiler bei einer Be-
fragung von MALLE (1985) antworteten, dass diese Formel gilt, weil sie so von
der Lehrkraft angegeben wurde oder im Formelheft steht. Von Kindern wird die
fehlende Sinnhaftigkeit im Unterricht oftmals hingenommen, um den Erwartun-
gen der Lehrerin oder des Lehrers entgegenzukommen (ANDELFINGER 1985,
KOPP 1996). Sie befolgen die vorgegebenen Regeln, ohne nach ihrem Sinn oder
nach ihrem Bezug zu anderen mathematischen Gebieten zu fragen.

At this level, algebra is simply a game with symbols, justified to pupils on
the grounds that, like chess or Latin, it is a good training for the mind. There
may also be vague suggestions that algebraic manipulation is essential prac-
tice for rehearsing (unspecified) skills needed in the future. For most people,
learning algebra is a bit like being taught how to kick, trap and head a ball
without ever knowing about the game of soccer, or practicing musical scales
without ever playing a tune” (MASON et al. 1985, 2).

Die Moglichkeit des kontextlosen, regelgeleiteten Operierens mit Symbolen auf
syntaktischer Ebene, welches gerade die in Kapitel 1.1 beschrieben Stirke der
algebraischen Sprache ausmacht, wird fiir die Lernenden leicht zur Hiirde, wenn
dariiber die inhaltliche Anbindung der Symbole nicht mehr als notwendig gese-
hen wird.

KAPUT ET AL. (2008b) veran-
schaulichen in der nebenstehenden
Abbildung (vgl. Abb. 1.3), wie die N
Lernenden in der Algebra ihren A
Fokus auf die verschiedenen Ebe-
nen der mathematischen Zeichen
legen konnen.

Abbildung 1.3: Fokussierung auf Symbole
(KAPUT ET AL. 2008b, 26)

Um den Forderungen des Unterrichts gerecht zu werden, konzentrieren sich
Schiilerinnen und Schiiler dann vorrangig auf die Regeln, mit denen auf syntakti-
scher Ebene (,D’) mit den abstrakten Objekten zu operieren ist, anstatt die Ob-
jekte auf ihren inhaltlichen Sinn (,A”) hin verstehen zu wollen.
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Dass die Uberbetonung des Kalkiils zu Lasten des inhaltlichen Verstindnisses
geht, zeigen verschiedene Studien, die verdeutlichen, dass Kinder besondere
Probleme bei der inhaltlichen Interpretation oder Verwendung der algebraischen
Sprache als Darstellungsmittel haben (vgl. VOLLRATH & WEIGAND 2007,
13).

So zeigen beispielsweise FRANKE & WYNANDS (1991) in einer umfangrei-
chen Studie zum Variablenverstidndnis, dass Schiilerinnen und Schiiler der neun-
ten Jahrgangstufe erhebliche Probleme beim inhaltlichen Umgang mit Variablen
haben. Méngel lassen sich vor allem beim Interpretieren und beim Aufstellen von
formalen Darstellungen finden, wiahrend hingegen das syntaktische Operieren
weniger Schwierigkeiten bereitet.

Die folgende Abbildung (vgl. Abb. 1.4) zeigt beispielsweise Notationsversuche
von Kindern bei der Beschreibung des Sachverhalts ,,In einem Stall sind H Hasen
und G Génse. Es sind um vier Hasen mehr als Génse.*

4H>G GH4> HG H+G4H > G gggggg o <2

4>
Abbildung 1.4: Schiilerdarstellungen des Sachverhalts ,,In einem Stall sind H Hasen und
G Giénse. Es sind um vier Hasen mehr als Génse. (MALLE 1993, 36)

BERLIN (2007) vergleicht die algebraische Formelsprache mit einer unbekannten
Fremdsprache, die jedem Lernenden, der ihr begegnet, zunédchst fremd anmuten
muss. Dabei fehlt der Formelsprache allerdings ein entscheidender sinnstiftender
Faktor im Vergleich zu anderen Sprachen. ,,Zum einen ist hiufig die Motivation
zum Erlernen einer Fremdsprache wie Englisch, Chinesisch oder Russisch, natiir-
lich gegeben — es ist der Wunsch, sich mit anderen Menschen aus anderen Lén-
dern auszutauschen. [...] Diese offensichtlichen Griinde gelten nicht beim Erler-
nen der algebraischen Formelsprache. Es ist nicht einsichtig, warum Buchstaben
plotzlich fiir Zahlen eintreten und zu welchem Zweck Termumformungen geiibt
werden miissen” (BERLIN 2007, 18). Eine Sinnstiftung fiir die Verwendung von
Variablen und algebraischer Sprache ist deshalb nicht leicht zu erzielen. Fiir Kin-
der ist es haufig nicht nachzuvollziehen, weshalb die sprachlich geduBerte Formu-
lierung der arithmetischen Beziehung oder die arithmetische Losung anstelle des
Aufstellens einer allgemeinen Gleichung im Algebraunterricht nicht ausreichend
sind. Viele Vorteile, welche die Mathematiker an der Formelsprache schitzen,
konnen auch erst im gelibten Umgang mit ihr (also quasi im Sprechen dieser
Sprache) erfahren werden.
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1.2.2 Die Vieldeutigkeit von Variablen

Bereits in Kapitel 1.1.1 wurde beschrieben, dass die Vieldeutigkeit einerseits eine
Starke der Variablen hinsichtlich ihrer vielfaltigen Gebrauchsmoglichkeiten dar-
stellt, andererseits aber auch eine Schwierigkeit fiir Lernende ist, welche sich in
dieser Deutungsvielfalt zurecht finden miissen. Bei einer Uberbetonung des Kal-
kiils im Unterricht werden die Schiilerinnen und Schiiler mit der inhaltlichen
Interpretation der Variablen alleingelassen und es entsteht neben dem inhaltslo-
sem syntaktischem Hantieren vor allem eine ganze Bandbreite an nicht tragféhi-
gen Interpretationen von Variablen. Dieses Kapitel gibt eine Ubersicht iiber Fehl-
vorstellungen, die in der Literatur aufgefiihrt werden.

Fehlvorstellungen

Eine verbreitete Deutung fiir Buchstabenvariablen im mathematischen Kontext
stellt fiir Kinder eine Interpretation der Buchstaben als Namen fiir bestimmte
Zahlen dar (SPECHT 2009). Diese Interpretation verhilft den Lernenden aus dem
Dilemma, dass Buchstaben im Kontext der Mathematik eigentlich nichts zu su-
chen haben und zum Rechnen Zahlen gebraucht werden (BERLIN 2010b). Die
Schiilerinnen und Schiiler gehen dabei davon aus, dass sich hinter dem Buchsta-
ben eine bestimmte Zahl verbirgt, welche durch den Buchstaben bezeichnet ist,
sodass der Buchstabe als Eigenname fiir diese Zahl fungiert. Folgende Tabelle
(vgl. Tab. 1.2) soll einen Uberblick iiber Deutungen der Variablen als Namen
geben, welche SPECHT (2009) in ihrer Studie bei Schiilerinnen und Schiilern der
4. und 8. Klasse vorfindet. Die Beispiele sind ebenfalls dieser Untersuchung
entnommen.

Tabelle 1.2: Deutungen von Buchstabenvariablen als Namen (vgl. SPECHT 2009, 137)

Variablenauffassung | Erlduterung Beispiel

Alphabetsposition Der Wert des »Mm, und dann kdnnte man ja vielleicht,
Buchstabens ergibt | das x ist der mm, nee, wie viele hat das
sich aus seiner Alphabet? 26 also der 25. Buchstabe, nee,
Position im Alpha- | der 24. Und das ist der 25. Also 24 mal 25
bet. a=1, b=2, ... und mm nee 24 mal f nee andersrum ne,

dh und dann (..) Was war das jetzt? y (..)
dann 25 mal 24.* (Katja, 4. Klasse)

Anfangsbuchstabe Der Wert der Zahl | ,,[...] Und wofiir steht z? — (14 sec.)
beginnt mit dem Zehn“ — , Fiir zehn? (.) Warum zehn?* —
Buchstaben, z.B. ,»Weil zehn mit z anféngt (lacht).”

,z° steht fiir ,zehn® | (Lara, 4. Klasse)




28 1 Variablen in der elementaren Algebra — Bedeutung und Schwierigkeiten

RoOmische Zahl Der Buchstabe ,»Sollen das romisch soll das eine romische
stellt eine Zahl in Zahl sein oder was? Dann hole ich meine
romischer Mappe, da habe ich ndmlich romische

Schreibweise dar. | Zahlen drin.
(Jorn, 4. Klasse)

x=1x=1 Der Buchstabe X plus null also x steht ja immer fiir eins,
steht fiir den Wert | also ist das dann ja eins x.“ ,,also wenn,
1. wenn ja, wenn X alleine steht, dann ist das

immer eins, eins X.“
(Kea, 8. Klasse)

Wihrend die ersten drei Deutungsmoglichkeiten hiufig von Schiilerinnen und
Schiilern der 4. Jahrgangsstufe vorgenommen werden, interpretieren die Acht-
klasslerinnen und Achtklédssler die Buchstaben als Name fiir den Wert eins.
SPECHT (ebd.) fiihrt diese Deutung auf eine falsche Anwendung der Regel zum
Weglassen des Multiplikationszeichens ,x = 1x* zuriick.

Die in der Literatur oft als Umkehrfehler bezeichneten Probleme bei der
Formelaufstellung zu der auf Seite 23 dargestellten Studenten-Professoren-
Aufgabe werden meist auf eine hartnéckige Fehlvorstellung beziiglich der ver-
wendeten Variablen S und P zuriickgefiihrt (vgl. MALLE 1983; 1993; BER-
TALAN 2007a; ROSNICK 1981). Diese werden von den Probanden héufig nicht
als Variablen betrachtet, welche fiir die Anzahl an Studenten (S) steht, sondern als
Objekte selbst (S fiir Studenten). Dies wiederspricht der Objekt-Zahl-Konvention,
die besagt, dass ,,in der elementaren Algebra [...] Buchstaben nicht die zugrunde-
liegenden konkreten Objekte, sondern gewisse diesen Objekten zugeordnete Zah-
len (bzw. Groflen)“ darstellen (MALLE 1993, 108). Folglich gelangen die Pro-
banden dann zu der Formel P=6S als Ubersetzung der Information ,ein Professor
entspricht (=) 6 Studenten’. Bei einer solchen Auffassung von Variablen werden
Buchstaben dhnlich Einheiten behandelt, fiir die eine Notationsweise in dieser Art
vollig den Konventionen entspriche, wie sich beispielsweise an der Formel 1 dm
= 10 cm nachvollziehen ldsst. Eine solche inaddquate Deutung von Variablen als
Objekte wird dadurch begiinstigt, dass Buchstaben im Mathematikunterricht nicht
ausschlieBlich als Variablen verwendet werden, sondern oftmals auch als Namen
fiir Objekte genutzt werden. In der Geometrie stehen Buchstaben fiir Punkte,
Geraden oder Seiten, ,p° und ,q° werden fiir Aussagen verwendet, ein ,v° repra-
sentiert Vektoren oder ein ,f* Funktionen (vgl. SPECHT 2009). Variablen, wel-
che im Gegensatz zu anderen Buchstaben folglich eine spezifische Deutung er-
fahren miissen, werden im Unterricht aber nicht immer entsprechend gegeniiber
anderen Verwendungen abgegrenzt (vgl. MACGREGOR & STACEY 1997).
BERTALAN (2007a) beschreibt, wie ein Einstieg in die elementare Algebra liber
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die Geometrie diesen Deutungswechsel implizit lassen kann und weiterhin die
Betrachtung von Variablen als Objekte ermoglicht:

,,BEs wird zum Beispiel die Berechnung des Flacheninhalts eines Rechtecks be-
trachtet und im Wesentlichen erldutert, dass man statt Fldcheninhalt = Linge
- Breite auch kiirzer 4 = [ - b schreiben konne. Werden die Variable / und b
dabei als Abkiirzungen fiir die Worte Ldnge und Breite eingefiihrt, so grenzt
dieser Zugang den Begriff der Variable nicht vom rein abkiirzenden Charakter
der als Einheiten verwendeten Buchstaben ab. Die Einfiihrung der Variable
als Namen der Seiten des Rechtecks kann dazu fiithren, dass keine Ablosung
vom konkreten Objekt erfolgt: in der Flacheninhaltsformel werden die Buch-
staben / und b dann weiterhin mit den Seiten des Rechtecks selbst und nicht
mit ihren Langen identifiziert.“ (BERTALAN 2007a, 29).

Die obigen Ausfithrungen zeigen auf, dass Variablen vielfdltige Deutungsmog-
lichkeiten fiir Kinder besitzen, wenn diese im Unterricht noch nicht mit Variablen
konfrontiert wurden. Auch der Mathematikunterricht trdgt nicht immer dazu bei,
ein entsprechendes Verstdndnis von Variablen zu entwickeln, da der besondere
Charakter der Variablen oftmals nur implizit angesprochen und nicht geniigend
von anderer Verwendung von Buchstaben abgegrenzt wird (vgl. BERTALAN
2007a). Auch werden verschiedene Variablenkonzepte im Unterricht nicht immer
unterschieden und es dominiert dann die den Schiilerinnen und Schiilern zugéng-
lichere und leichter vermittelbare Unbekannte, wihrend andere Variablenkonzep-
te nicht oder nur implizit eingefiihrt werden (HARPER 1987). Dies fiihrt leicht
dazu, dass die Lernenden nicht genug zwischen den verschiedenen Variablenkon-
zepten unterscheiden konnen (FUJII 2003).

Implizite Auffassungen von Variablen im Unterricht

Bei einer impliziten Einfithrung der verschiedenen Variablenkonzepte werden
diese im weiteren Unterricht mit steigender Erfahrung im Umgang mit Variablen
meist nicht zu tragfihigen Konzepten entwickelt. Lehrkrifte, die mit unverstan-
denen Buchstabenvariablen konfrontiert werden, greifen in Erkldrungsnot auf
kurze Erlduterungen fiir die jeweilige Bedeutung der Variablen zuriick, um Schii-
lerinnen und Schiiler zur erfolgreichen Losung der aktuellen Aufgabenstellung zu
verhelfen. Einen guten Einblick in ein solches Unterrichtsgespréch in einer achten
Jahrgangsstufe gibt RADFORD (1999, 92), in welchem die Lehrkraft den Ler-
nenden die Variable als Unbestimmte mit der Erkldrung ,,,,n“ is meant to be any
number® ndherbringen mochte.



30

1 Variablen in der elementaren Algebra — Bedeutung und Schwierigkeiten

Ausschnitt der Aufgabe und des Transkripts:
Observe the following pattern:

[ONoNe) 000 00000
O OO0 000

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

¢) How many circles would the top row
of figure number “n” have?

student 1: How many circles would the top row of figure 14 have? n is fourteen.

student 2: No it’s not!

student 1: Yeah it is!

student 3: What is n? (asking the teacher who coincidentally is walking by)

student 2: (talking to the teacher) What is n? We do not know.

teacher: (turning the page and reading the question aloud) How many circles

would the top row of figure number n have?

student 3: What is n?

student 1: n is fourteen because n is the fourteenth letter of the alphabet. Right?

student 2: (counting aloud the letters that student 1 wrote on the table previously)
one, two three, four, five, six, seven, eight, nine, ten, eleven, twelve,
thirteen, fourteen.

[...]

teacher: “n” is meant to be any number.

student 2: OK.

student 1: n is what?

teacher: Any number (in the meantime student 3 comes back to question a.)

student 1: I don’t understand.

teacher: You don’t understand?

student 1: No.

[...]

teacher: (talking to student 3) Do you understand what n is?

student 3: Which one? (pointing to the figures on the sheet) this, this or this?

teacher: It does not matter which one.

[...]

teacher: (talking to student 2 after a long period in which the students re
mained silent) OK. There, do you have an idea what is n?

student 1: Fourteen.

teacher: It may be fourteen ...

student 2: (interrupting) any number?

teacher: (continuing the explanation) ... it may be 18, it may be 25...
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student 1: Oh! That can be any number?

student 2: (interrupting) The number that we decide!

student 1: OK then, (taking the sheet) OK, n can be ... uhh...

student 2: Twelve.

student 1: Yeah.

teacher: But ... yeah. What were you going to write?

student 1: 12.

student 2: 12.

teacher: And if you leave it to say any number. How can we find ... how can

we find the number of circles for any term of the sequence (making a
sign with the hands as if going from one term to the next)
student 2: Figure n? There is no figure n!
student 1: (talking to student 2) He just explained it! N is whatever you want
it to be.

student 2: (talking when student 1 is still talking) What is it?

student 1: OK. Umm ... seven. (writing on the sheet)

student 2: Not on top! It’s seven circles (taking the sheet and looking at the
Jfigures)

student 1: Yeah! And in the bottom is 5 circles!

student 2: (writes the answer and starts reading the next question) How many
circles would ... (inaudible) ... 12 circles (writing the answer).

(RADFORD 1999, 91f)

Um die geforderte Anzahl der Punkte des n-ten Folgeglieds zu berechnen, deutet
Schiiler 1 den Buchstaben n direkt als Codierung des Zahlwertes 14 iiber die
Position des Buchstaben n im Alphabet, was oben als typische Interpretation
beschrieben wurde (vgl. Seite 27). Da der zweite Schiiler diese Deutung bezwei-
felt, wird die Lehrkraft nach der Bedeutung des Zeichens gefragt. Diese spielt mit
ihrer Erklarung auf die Bedeutung der Variablen als Unbestimmte an, indem sie
betont, dass n jede beliebige Zahlen ,sein‘ kann. In ihrer Frage ,,How can we find
the number of circles for any term of the sequence’, gibt sie spéter auch die Rolle
der Variablen n an, die hier dazu dienen kann, eine allgemeine Formel zur An-
zahlbestimmung einer beliebigen Figur aufzustellen. Die Schiiler verstehen je-
doch den verallgemeinernden Charakter der Variablen nicht entsprechend der
Intention der Lehrkraft, sondern gehen nun davon aus, dass sie zur Losung der
Aufgabe eine beliebige Zahl auswihlen konnen, die dann anstelle des Buchstaben
n tritt. Damit verfolgt die Schiilergruppe weiterhin die Beantwortung der Aufga-
benstellung der konkreten Anzahlbestimmung und der Frage ,how many circles®.
Die Variable fungiert dem Verstiandnis der Schiiler entsprechend hier nicht mehr
als Platzhalter mit dem Ziel, die Allgemeinheit des Terms auszudriicken, und
verliert somit ihren Unbestimmtencharakter.
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Diese Unterrichtsszene zeigt auf, welche Schwierigkeiten im Mathematikunter-
richt bei der Aushandlung der Bedeutung von Buchstabenvariablen entstehen
konnen, vor allem dann, wenn sich Lehrkrifte durch den tiglichen Umgang mit
Variablen nicht immer deren Bedeutungsvielfalt und somit auch nicht der Kom-
plexitdt bewusst sind, die Variablen mit sich bringen (SPECHT 2009, 19). Viel-
mehr wird davon ausgegangen, dass der Hinweis, dass der Buchstabe n einen
Platzhalter fiir beliebige Zahlen darstellt, ausreicht, um ein scheinbar bereits exis-
tierendes Variablenkonzept in Erinnerung zu rufen.

1.2.3 Der Bruch zwischen Arithmetik und Algebra

Bei der Suche nach Ursachen fiir die auftretenden Schwierigkeiten beim Erlernen
der Algebra wird in vielen Forschungen festgestellt, dass sich der Weg von der
Arithmetik der Grundschule in die Algebra voller Hiirden und Umbriiche gestal-
tet. Die bestehende Kluft zwischen der Arithmetik als dem Rechnen mit Zahlen
und der Algebra als dem Rechnen mit Buchstaben wird deshalb oftmals als ,cog-
nitive gap‘ oder ,didactical cut® bezeichnet (vgl. HERSCOVICS & LINCHEV-
SKI 1994; SPECHT 2009). Eine Reihe von Schwierigkeiten im Algebraunterricht
lasst sich darauf zuriickfiihren, dass Lernende typische arithmetische Strategien
oder Vorstellungen aktivieren und diese auf algebraische Aufgabenstellungen
iibertragen. Wéhrend Buchstabenvariablen in der Sekundarstufe als neue Zeichen
an die Lernenden herangetragen werden, besitzen viele den Kindern bekannte
Zeichen (z.B. das Gleichheitszeichen) in der Algebra eine verdnderte — oftmals
erweiterte — Bedeutung gegeniiber ihrem friiheren Gebrauch in der Arithmetik
und bediirfen nun einer verdnderten Interpretation. Die verschiedenen neuen
Konzepte beziiglich alter und neuer Zeichen sind stark verflochten, denn viele
Umdeutungen werden genau dann erforderlich, wenn Variablen im Mathematik-
unterricht eingefiihrt werden (CORTES ET AL. 1990). Die so entstehenden, in
der Literatur thematisierten Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiilern beim
Ubergang zwischen Arithmetik und Algebra werden in den folgenden Abschnit-
ten skizziert.

Ergebnisfokussierung

Im Arithmetikunterricht machen Schiilerinnen und Schiiler die Erfahrung, dass
das Ausfiihren einer Rechnung zu einem Ergebnis fiihrt, welches durch einen
numerischen Wert repriasentiert wird. In der Algebra hingegen fiihrt das Anwen-
den von Operationen auf Terme oder Gleichungen oftmals wiederum zu algebrai-
schen Ausdriicken oder es werden Gleichungen oder Formeln hergeleitet mit dem
Ziel des Erhaltens eines solchen algebraischen Objekts (vgl. Professoren-
Studenten-Aufgabe, vgl. S. 23). Wenn Lernende mit dieser neuen Form von Er-
gebnissen noch nicht vertraut sind, versuchen sie oft auf unterschiedlichste Wei-
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se, ein numerisches Ergebnis zu erhalten. So berichtet BOOTH (1988), dass Ler-
nende bei der unten abgebildeten Aufgabe (vgl. Abb. 1.5) zwar den Term 2n
aufstellen, ihn dann aber nicht als Lésung akzeptieren wollen, da er keine numeri-
sche Lange angibt.

What can you write for the perimeter of this shape:
Part of the shape is not drawn.
There are # sides altogether, each of length 2.

Abbildung 1.5: Aufgabe zum Aufstellen eines Terms aus der Untersuchung von BOOTH
(1988, 23)

Operationszeichen als Handlungsaufforderung

Operationszeichen verindern im Ubergang von der Arithmetik zur Algebra ihre
Bedeutung, da sie im Term plotzlich zu Bestandteilen eines Zahlnamens werden.
Wihrend sie in der Arithmetik noch als ,,Aktionszeichen®, also als Aufforderung
zu Handlungen interpretiert werden, miissen die Lernenden in der Algebra solche
Handlungsaufforderer nun als Teil eines Ergebnisses bzw. eines algebraischen
Objekts akzeptieren. MALLE (1993) beobachtet, dass Schiilerinnen und Schiilern
eine Auffassung des Terms ,x+3° als unbestimmte Zahl schwerfillt und es dann
zu folgender Argumentation kommt: ,,Wie kann ich 3 zu x addieren, wenn ich
nicht weil3, wie grof} x ist?* Nicht selten fiihrt das Unverstidndnis iiber eine solch
unfertige Rechnung dazu, dass die Kinder ,,irgendwelche sich anbietende Re-
chenhandlungen durchfiihren, um zu einem akzeptablen Endergebnis zu gelan-
gen (MALLE 1993, 137). Die Auffassung von Operationszeichen als Handlungs-
aufforderungen wird ebenso als Grund dafiir gesehen, dass viele Lernende bei
Termen wie ,a+b‘ oder ,2x+5y‘ das Operationszeichen eliminieren mdchten, um
zu dem vereinfachten Ergebnis ,ab’ bzw. ,7xy‘ zu gelangen (vgl. BOOTH 1988).

Gleichheitszeichen als Aufgabe-Ergebnis-Trennung

Die Verénderungen der Bedeutungen des Gleichheitszeichens beim Ubergang
von der Arithmetik zur Algebra werden in der Literatur schon seit lingerem the-
matisiert (KIERAN 1981; KIERAN 1992; MALLE 1993; WINTER 1982; COR-
TES ET AL. 1990). In der Grundschulzeit wird das Gleichheitszeichen in der
Arithmetik beim Ausfiihren von Rechenoperationen als Zeichen zur Trennung
zwischen Aufgabe und Ergebnis eingesetzt, was auch als ,Aufgabe-Ergebnis-
Deutung® bezeichnet wird. CORTES ET AL. (1990, 28) vergleichen diese Ver-
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wendung des Gleichheitszeichens mit der Taste ,,=* auf dem Taschenrechner, die
bei Betitigung das Ergebnis der eingegebenen Rechnung anzeigt. WINTER
(1982) erlautert diese Deutung des Gleichheitszeichens am Beispiel der Addition:

,Die Aufgabe-Ergebnis-Deutung einer Gleichung (eines Rechensatzes) er-
scheint insofern ganz natiirlich, als sie den zeitlichen Weg des Denkens und
auch des damit verbundenen praktischen Handelns Stiick fiir Stiick raumlich
nachzeichnet: Man hat z.B. 7 Gegensténde, fiigt noch 4 weitere Gegenstiande
dazu und hat nunmehr zusammen 11 Gegenstinde. In 7+4 steckt die Auffor-
derung zum praktischen Handeln (Zufligen, Zusammenfiigen, Zusammentun,
0.4. mit realen Gegenstianden) oder doch wenigstens zum Weiterzdhlen (von 7
aus noch um 4 weiter), und in 11 wird das Ergebnis des Handelns notiert. Das
Gleichheitszeichen dazwischen scheidet zunéchst einmal nur die Niederschrift
des Handlungsbefehls von der des Handlungsergebnisses. Es sondert sozusa-
gen das Gegebene vom Gesuchten, das Frithere vom Spéteren, den Anfangs-
zustand vom Endzustand.” (WINTER 1982, 186).

Diese Auffassung des Gleichheitszeichens ldsst die oft bei Lernenden festzustel-
lenden Kettengleichungen, wie beispielsweise 26+8=34+12=46+23=69 als Rech-
nung fiir die Addition der Summanden 26, 8, 12 und 23 entstehen (vgl. KIERAN
1981). Beim Vergleich von amerikanischen Schulbiichern stellen McNEIL ET
AL. (2006) fest, dass diese besonders haufig die Aufgabe-Ergebnis-Deutung des
Gleichheitszeichens nahelegen. Wihrend fiir viele Kontexte des Arithmetikunter-
richts eine Deutung des Gleichheitszeichens als Aufgabe-Ergebnis-Trennung
ausreichend fiir eine Bewiltigung der Aufgaben ist, tritt mit der Einfiihrung von
Variablen das den Kindern scheinbar so vertraute Zeichen nun in vielfaltigen
neuen Situationen mit ganz unterschiedlichen Bedeutungen auf (vgl. SIEBEL
2005). PREDIGER (2007, 92) gibt folgende Ubersicht iiber die verschiedenen
Interpretationsmdoglichkeiten des Gleichheitszeichens:

= QOperationszeichen (Aufgabe-Ergebnis-Deutung)
= Relationszeichen:
- arithmetische, aber symmetrisch verstandene Gleichheit
- Bestimmungsgleichung
(Gleichheit als Bedingung fiir Unbekannte)
- allgemeine Formeln im Sachzusammenhang
(inhaltliche Gleichheit)
- Aquivalenz gleichwertiger Terme (formale Gleichheit)
= Setzungszeichen (Definition)

Im Gegensatz zur Aufgabe-Ergebnis-Deutung, welche stets eine Lese-Richtung
von links nach rechts erfordert und damit eine asymmetrische Beziehung zwi-
schen den beiden Seiten des Gleichheitszeichens herstellt, treten mit der Nutzung
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des Zeichens als Relationszeichens auch die neuen Eigenschaften der Symmetrie
und der Transitivitit® auf (KIERAN 1992). Dabei lassen sich je nach Kontext
verschiedene Facetten des Relationszeichens finden. So kann es im arithmeti-
schen Kontext eine Gleichwertigkeit der Ausdriicke auf den beiden Seiten des
Gleichheitszeichens beschreiben (z.B. 54 = 19 + 35), wihrend es in einer Be-
stimmungsgleichung (wie beispielsweise x> + x - 6 = 0, in der eine Unbekannte
gesucht wird, welche die Gleichung erfiillt) die Gleichheit als Bedingung fordert.
In Formeln geben Relationszeichen eine allgemeingiiltige Gleichheit in einem
spezifischen Sachzusammenhang an, sodass eine gesuchte Grofie (auf der linken
Seite) durch den angegebenen Term (auf der rechten Seite) bestimmt werden
kann. SchlieBlich kann das Gleichheitszeichen im algebraischen Kontext ebenso
auf die formale Gleichwertigkeit verweisen, die aussagt, dass zwei algebraische
Ausdriicke durch Umformung ineinander iiberfithrt werden konnen. Eine andere
Bedeutung tragt das Gleichheitszeichen als Setzungszeichen in funktionalen Zu-
sammenhéngen, in welchen es eine Zuordnung zwischen x- und y-Wert angibt,
also eine definierende Funktion hat.

Die Schwierigkeit der vielfdltigen Bedeutungen des Gleichheitszeichens, die mit
dem Beginn des Algebraunterrichts unumginglich werden, liegt nicht nur im
Aufbau des Verstindnisses der verschiedenen Deutungsweisen, sondern ebenfalls
darin, dass in vielen Situationen ein flexibler Wechsel zwischen unterschiedlichen
Interpretationsmdoglichkeiten (oftmals innerhalb einer Aufgabe) nétig ist (PREDI-
GER 2007). Wenn Schiilerinnen und Schiiler beim Gleichungsiésen nicht {iber
ein angemessenes Gleichungskonzept verfiigen, resultiert dies dann gegebenfalls
im blinden Anwenden der Regel ,,Change Side — Change Sign*“ (KIERAN 1992,
400), anstelle eines Verstindnisses, dass auf beiden Seiten des Gleichheitszei-
chens die gleiche Operation durchgefiihrt werden muss, um die bestehende
Gleichheit aufrecht zu erhalten.

1.3 Weiterfiihrende Forschungsinteressen

Eine Zusammenfiihrung der Ausfiihrungen der Kapitel 1.1 und 1.2 verdeutlicht
die Bedeutsamkeit des verstindigen Umgangs mit Variablen und des Aufbaus
von Variablenkonzepten fiir den Mathematikunterricht und fiir die mathematikdi-
daktische Forschung. Sie zeigt auf, dass Variablen und Variablenkonzepte fun-
damental fiir die elementare Algebra und somit fiir den Mathematikunterricht der
Sekundarstufen sind, Schiilerinnen und Schiiler aber oft nur ein unzureichendes
Verstindnis aufbauen. Mangelnde Variablenkonzepte konnen fatale Folgen fiir

> Als typisches Beispiel sei hier das Gleichsetzungsverfahren zum Ldsen von Glei-

chungssystemen genannt.
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die Lernenden haben, da sie nicht nur in der elementaren Algebra eine besondere
Rolle spielen, sondern die Algebra wiederum bedeutsam fiir den gesamten weite-
ren Mathematikunterricht ist. Die besondere Bedeutung erhalten Variablen einer-
seits als Teil der Formalisierung in der algebraischen Sprache (Kapitel 1.1.2.1),
mit welcher in der Mathematik kommuniziert, argumentiert oder dargestellt wird,
andererseits aber auch als Werkzeug fiir mathematische Prozesse, da Variablen
zum Mathematiktreiben auf allgemeiner Ebene befdhigen (Kapitel 1.1.2.2). Ein
mangelndes inhaltliches Verstindnis von Variablen beeinflusst folglich jegliches
Lernen im Mathematikunterricht, da Variablen dort allgegenwiértig sind und zu-
dem oftmals auch von den Lernenden gefordert wird, flexibel zwischen verschie-
denen Variablenaspekten zu wechseln und zu erkennen, welche Variablenauffas-
sung dem Kontext entsprechend angemessen ist (vgl. SPECHT 2009, 37).

Dabei ist ein umfassend ausgebautes Variablenverstindnis natiirlich kein Garant
fiir die Beherrschung der verschiedenen Fahig- und Fertigkeiten, die in der ele-
mentaren Algebra nétig sind. In Kapitel 1.2 wurde vielmehr aufgezeigt, dass die
Hiirden, welche Kinder auf dem Weg von der Arithmetik zur Algebra iiberwinden
miissen, vielschichtiger Natur sind. Die verschiedenen neuen Konzepte sind stark
verflochten. So beschreiben CORTES ET AL. (1990), dass Variablen nicht nur
gleichzeitig mit den verdnderten Bedeutungen des Gleichheitszeichens auftreten,
sondern sich die Entwicklungen der beiden Begriffe gegenseitig bedingen und
einander in neuem Licht erscheinen lassen. Wenngleich also Lésungsansitze fiir
die Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler mit der elementaren Algebra
nicht auf einen Aspekt reduziert werden diirfen, sind die verschiedenen Begriffe
der elementaren Algebra dennoch so vielschichtig, dass ihnen in der Forschung
nicht immer gleichzeitig begegnet werden kann und sich Forschungsarbeiten
meist sinnvollerweise auf den einen oder anderen Aspekt der Algebra konzentrie-
ren. Variablen wurden in Kapitel 1.1 als fundamentaler Bestandteil der elementa-
ren Algebra herausgestellt. Es wird deshalb hier davon ausgegangen, dass ein
verstandiger Umgang mit Variablen eine Grundvoraussetzung fiir viele Lernpro-
zesse in der elementaren Algebra darstellt und der Aufbau von Variablenkonzep-
ten somit ein besonderes Augenmerk in der mathematikdidaktischen Forschung
verdient.

In diesem Kapitel wurde dargelegt, wie das Spannungsverhéltnis zwischen Be-
deutung und Schwierigkeiten der Variablen in der elementaren Algebra den Auf-
bau von tragfdhigen Variablenkonzepten zu einer wichtigen und ebenso heraus-
fordernden Aufgabe fiir Mathematikunterricht und Forschung werden lésst. So ist
es nicht verwunderlich, dass sich die mathematikdidaktische Forschung seit ge-
raumer Zeit darum bemiiht, die Ursachen aufzuspiiren, die fiir die Verstdndnis-
schwierigkeiten der Lernenden verantwortlich sind. Ausgiebig hat man sich be-
reits damit beschéftigt, Schwierigkeiten im Verstdndnis und im Umgangs mit
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Variablen zu untersuchen (vgl. Kapitel 1.2; KIERAN 1992). Dass das Wissen
um die Probleme der Schiilerinnen und Schiiler jedoch nicht automatisch eine
Verbesserung der Situation hervorruft, zeigen KUCHEMANN ET AL. (2011)
eindrucksvoll auf, wenn sie beschreiben, dass die Leistungen der britischen Se-
kundarstufenschiiler sich heute im Vergleich zur Studie vor etwa 30 Jahren (KU-
CHEMANN 1978) unwesentlich verbessert haben.

Zwei zusammenhéngende Forschungsfelder

Ebenso wichtig und léngst nicht so hinreichend ausgearbeitet ist auch eine Analy-
se des bestehenden Unterrichts der elementaren Algebra hinsichtlich seiner Mog-
lichkeiten und Grenzen sowie die Entwicklung und Erforschung von neuen
Unterrichtskulturen, Aufgaben und Lernkontexten, die eine Verbesserung der
jetzigen Situation erzielen, also die Entwicklung tragfdhiger Variablenkonzepte
fordern und die insbesondere die Kluft zwischen Arithmetik und Algebra verklei-
nern.

Eng verbunden mit der Entwicklung und Erforschung von Lerngelegenheiten ist
die Erforschung von Lern- und Denkprozessen der Schiilerinnen und Schiiler
beim Aufbau von Variablenkonzepten. Forschungen, die sich dieser Frage an-
nehmen (vgl. BERTALAN 2007a; 2007b; MELZIG 2010; BERLIN 2007,
2010b), versuchen Lern- und Begriffsbildungsprozesse von Lernenden beim
Aufbau von tragfahigen Variablenkonzepten nachzuzeichnen. Sie beobachten aus
kompetenzorientierter Perspektive (vgl. Kapitel 3), wie Schiilerinnen und Schiiler
Variablen im Rahmen von Lernumgebungen interpretieren und verwenden und
ermitteln auf diese Weise Lerngelegenheiten fiir den Aufbau von Variablenkon-
zepten und ebenso auftretende Hiirden im Lernprozess.

Diese beiden hier dargestellten Forschungsfelder (die Erforschung von Lernpro-
zessen und Lernkontexten) sind nicht nur gleichermaflen von Bedeutung fiir die
Entwicklung von Variablenkonzepten, sondern auch eng miteinander verflochten
(vgl. Kapitel 3.1). Thnen kann nicht einzeln begegnet werden, da sich einerseits
Entwicklungsprozesse immer nur in einem bestimmten Rahmen (einem Lernkon-
text) beobachten lassen und andererseits eine Entwicklung und Erforschung von
Lerngelegenheiten stets eine Erkundung der Lern- und Denkwege von Kindern
impliziert.

Nachdem im folgenden Kapitel 2 zundchst die lerntheoretischen Grundlagen
beschrieben werden, die den Rahmen dieser Arbeit konstituieren, werden darauf
aufbauend in Kapitel 3 die hier herausgestellten Forschungsinteressen erneut
aufgegriffen. Unter Riickgriff auf das genetische Prinzip wird aufgezeigt, in wel-
cher Weise die vorliegende Arbeit der untrennbaren Verkniipfung der dargestell-
ten Forschungsfelder und damit auch dem aufgezeigten Spannungsverhiltnis
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zwischen der Bedeutung von Variablen und den Schwierigkeiten der Lernenden
begegnet.



2 Lerntheoretische Grundlagen

Im vorherigen Kapitel wurde die Diskrepanz zwischen der Bedeutung von Vari-
ablen in der elementaren Algebra und im gesamten Mathematikunterricht der
Sekundarstufen einerseits und den erheblichen Schwierigkeiten beim Verstandnis
und im Umgang mit Variablen von Lernenden andererseits beschrieben. Aus
diesem Spannungsverhéltnis wurden Forschungsinteressen beziiglich des Aufbaus
von Variablenkonzepten® herausgestellt, mit welchem sich die vorliegende Arbeit
beschéftigt.

Bei einem Forschungsvorhaben, welches sich mit der Entwicklung des Variab-
lenbegriffs befasst, ist es von zentraler Bedeutung zu klédren, wie Begriffsentwick-
lung lerntheoretisch verstanden und schlieBlich auch beobachtet werden kann. In
Kapitel 2 werden deshalb die lerntheoretischen Positionen dargelegt, welche
dieser Arbeit zugrunde liegen. Nachdem eine konstruktivistische Sichtweise auf
das Lernen und den Erwerb von Begriffen eingenommen wird (Kapitel 2.1), soll
anschlieBend darauf aufbauend das flir diese Arbeit genutzte Verstindnis von
Begriffen und Begriffsentwicklung beschrieben werden (Kapitel 2.2), auf das bei
der empirischen Untersuchung zuriickgegriffen wird, um Begriffsentwicklung
identifizieren und aufzeigen zu konnen. Als Grundlage dient der vorliegenden
Arbeit die Theorie zur Konstruktion mathematischen Wissens von STEINBRING
(2005), die sowohl eine theoretische Fundierung fiir die Auseinandersetzung mit
Variablenkonzepten bietet als auch ein Analyseinstrument fiir die in der Arbeit
erforschten Begriffsbildungsprozesse bereitstellt. Damit stellen diese Teile des
zweiten Kapitels zugleich auch einen Vorgriff auf das methodologische Vorgehen
dieser Arbeit dar, welches in Kapitel 5 dargelegt wird.

In Kapitel 2.3 werden schlieBlich die lerntheoretischen Anhaltspunkte fiir die
Auseinandersetzung mit der Entwicklung von Variablenkonzepten zusammen-
gefasst und die daraus entstehenden Konsequenzen fiir das Forschungsinteresse
dieser Arbeit herausgestellt.

S Der Begriff Variablenkonzepte bezieht sich auf die in Kapitel 1.1 herausgearbeiteten

Facetten des Variablenbegriffs.

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 3,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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2.1 Begriffsentwicklung aus konstruktivistischer
Perspektive

,, Bei lehrbuchartigem, dozierendem Unterricht wird in aller Regel nicht lan-
ge gefackelt: Man gibt eine explizite Definition, erldutert sie durch Beispiele
und Gegenbeispiele, verkiindet, daf3 die Konvexitit' aus diesem und jenem
Grunde wichtig oder interessant ist und geht dann rasch zu Sdtzen und ihren
Beweisen iiber. Diese 6konomische Vorgehensweise ermoglicht nach aller Er-
fahrung nur einer Minderheit hochmotivierter und iiberdurchschnittlich ge-
tibter Schiiler/Studenten ein effektives Lernen. In allgemeinbildenden Schulen
miissen wir uns jedenfalls um einen Zugang bemiihen, der sowohl maximale
FEigeninitiative begiinstigt als auch die Bedeutungshaltigkeit des zu erwerben-
den Begriffs von vornherein erkennen ldsst” (WINTER 1983, 177).

Die Forderung nach ,maximaler Eigeninitiative‘, die WINTER hier fiir die Be-
griffsbildung 1983 formulierte, hat sich mittlerweile unter den Namen ,aktiv-
entdeckendes Lernen® als grundlegendes didaktisches Prinzip fiir den Mathema-
tikunterricht herausgebildet. Mit seinem Einzug in die Lehrpldne in den Achtzi-
gern fiihrte das aktiv-entdeckende Lernen zu einem Paradigmenwechsel im Ma-
thematikunterricht, der die Gestaltung von Lehr- und Lernprozessen in allen
Jahrgangstufen durchzog (WITTMANN 1990). Im Zentrum steht hierbei die
veranderte Sichtweise auf Lernen als aktiven Konstruktionsprozess, welche pas-
sivistische Positionen des Lernens als Abbilden und des Lernens in kleinen und
kleinsten Schritten ablost (vgl. MALLE 1993, 32; WITTMANN 1990).

Passivistische Lerntheorien verstehen Schiiler als passive Objekte der Belehrung
und sprechen den Lehrkréften eine aktive Rolle in der ,,dosierten Vermittlung und
Einiibung linear (,,vom Leichten zum Schweren®) aufgereihter Wissenselemente
und Fertigkeiten sowie in der moglichst vollstindigen Kontrolle des Lernfort-
schritts hinsichtlich einer immer besseren Anpassung des Istzustands an den Soll-
zustand® (WITTMANN 1988, 339) zu. Das aktiv-entdeckende Lernen geht im
Gegensatz dazu davon aus, ,,dal Wissenserwerb, Erkenntnisfortschritt und die
Ertiichtigung in Problemldsefdahigkeiten nicht schon durch Information von auf3en
geschieht, sondern durch eigenes aktives Handeln unter Rekurs auf die schon
vorhandene kognitive Struktur, allerdings in der Regel angeregt und somit erst
ermoglicht durch duere Impulse.” (WINTER 1989, 2).

7 Winter fiihrt seine Gedanken an dem Beispiel des Begriffs der Konvexitit aus. Kon-

vexitit steht also hier stellvertretend fiir Begriffe.



2.1 Begriffsentwicklung aus konstruktivistischer Perspektive 41

Mit diesem neuen Verstidndnis des Lernens geht eine neue Rollenverteilung zwi-
schen Lehrer und Schiiler einher, die WINTER (1984b, 26) der alten Lehrerrolle
in Tabelle 2.1 gegeniiberstellt.

Tabelle 2.1: Die verdnderte Rolle des Lehrers im aktiv-entdeckenden Lernen nach
WINTER (1984b, 26)

Lernen durch gelenkte Entdeckung

Lernen durch Belehrung

Lehrer bietet herausfordernde, lebensnahe
und relativ reich strukturierte Situation an.

(durch ,,didaktische Exposition®) Lehrer
gibt das Lernziel mdglichst eng im
Stoffkontext an.

Lehrer ermuntert die Schiiler zum Be-
obachten, Erkunden, Probieren, Vermuten,
Fragen.

Lehrer erarbeitet den neuen Stoff durch
Darbietung oder gelenktes Unterrichts-
gesprach.

Lehrer gibt Hilfen als Hilfen zum Selbst-
finden.

Lehrer gibt Hilfen als Hilfen zur Produk-
tion der gewiinschten Antwort.

Lehrer versucht, die allgemeine Bedeutung
des Lernstoffes zu erhellen, an zentraler
Stelle stehen Ideen und Féahigkeiten.

Lehrer beschriankt sich vorwiegend auf
die innermathematische Einordnung des
Stoffes, an zentraler Stelle stehen Tech-
niken und Fertigkeiten.

Lehrer setzt auf die Neugier und den Wis-
sensdrang der Schiiler.

Lehrer setzt auf seine Methoden der
Vermittlung.

Lehrer betrachtet die Schiiler als Mitver-
antwortliche im Lernprozel3.

Lehrer neigt dazu, allein die Verantwor-
tung zu tragen.

Lehrer ist bestrebt, die Schiiler zur Eigen-
kontrolle von Losungsansitzen zu bringen.

Lehrer bewertet allein Losungsvorschla-
ge und qualifiziert allein Schiilerbeitrige.

Lehrer versteht sich als erziechende Person-
lichkeit und fiihlt sich fir die Gesamtent-
wicklung der Schiiler verantwortlich.

Lehrer versteht sich hauptsdchlich als
Instrukteur, als Vermittler von Stoff.

Lehrer fordert auch intuitive Handlungs-
weisen (praktisches Handeln, Anschauen,
plausibles Schlieen usw.) und den mutter-
sprachlichen Ausdruck.

Lehrer tendiert zur moglichst raschen
Abkopplung von intuitiven Handlungs-
weisen und zum frithzeitigen Gebrauch
von Fachsprache.

Lehrer versucht, dem Beziehungsreichtum
mathematischer Sachverhalte Rechnung zu
tragen.

Lehrer sortiert den Stoff in kleine Lern-
schritte vor und betont eher Seperationen
und Isolationen der Inhalte voneinander.

Lehrer thematisiert das Lernen und macht
Strategien zum Ldsen von Problemen und
zum Einordnen und Behalten von Lernin-
halten bewulft.

Lehrer vermeidet Reflexionen iiber das
Losen von Problemen und das Lernen, er
unterrichtet naiv.
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Zuriickgefiihrt werden diese unterschiedlichen Konzeptionen des Lernens (als
Abbilden oder als Konstruieren) auf verschiedene zugrundeliegende Lerntheo-
rien, auch wenn PREDIGER (2004) herausstellt, dass sich das aktiv-entdeckende
Lernen zunichst auf préskriptiver Ebene (Wie sollte Lernen organisiert werden?)
und erst spéter auf deskriptiver Ebene (Wie funktioniert Lernen?) entwickelte. So
findet man Ansétze des aktiv-entdeckenden Lernens fiir den Mathematikunter-
richt bereits 1916 in KUHNELS , Neubau des Rechenunterrichts* (1950), in wel-
chem er fiir den eigenstidndigen Erwerb von mathematischen Féhig- und Fertig-
keiten pladiert unter anderem mit der vielzitierten Forderung ,,Nicht Leitung und
Rezeptivitit, sondern Organisation und Aktivitit“ (KUHNEL 1950,70), welche
heute den Begriff des aktiv-entdeckenden Lernens prégt. Erst mit der Verbreitung
konstruktivistischer Ansétze (vor allem durch die Arbeiten PIAGETS (2003), die
den Behaviorismus (SKINNER 1958; 1965) und sein Verstindnis von Lernen als
Abfolge von Reiz-Reaktionsprozessen verdringten (GLASERSFELD 1997),
konnte sich das aktiv-entdeckende Lernen auch lernpsychologisch einordnen
(PREDIGER 2004, 127). Die Forderungen des aktiv-entdeckenden Lernens, dass
mathematisches Wissen aktiv erarbeitet und mathematische Begriffe eigentitig
entdeckt werden miissen, so wie sie in Forschung und Praxis Konsens gefunden
haben, finden eine Argumentationsgrundlage in dem Verstindnis von Lernen als
einem aktiven Konstruktionsprozess.

Konstruktivistische Ansitze sind zu verschiedenen Ausprigungen erwachsen, die
sich vor allem darin unterscheiden, ob sie die Konstruktion des Wissens eher als
Prozess im einzelnen Individuum oder in der Gesellschaft und in Kommunikation
mit anderen, also sozial-konstituiert, verstehen (COBB & BAUERSFELD 1995).

Als Vertreter des ,radikalen Konstruktivismus® fokussiert beispielsweise GLA-
SERSFELD (1997) die Gebundenheit jeglicher Erkenntnis an das Subjekt. Da
Realitidt durch individuelle Konstruktion des Individuums entsteht, ist keine ob-
jektive, vom Subjekt unabhingige Wahrnehmung von Realitdt auBlerhalb des
erkennenden Subjektes moglich. Somit kann Wissen auch im Unterricht nicht
durch die Lehrkraft vermittelt oder vom Schiiler wahrgenommen werden, sondern
kann nur vom Individuum aktiv fiir sich selbst konstruiert werden (GLASERS-
FELD 1997).

Kritisiert wird an dieser radikal-konstruktivistischen Position heute im Allgemei-
nen, dass sie die soziale Dimension der Erkenntnis und Erkenntnisaushandlungen
nicht angemessen beriicksichtigt (ERNEST 1991, ERNEST 1994), wobei GLA-
SERSFELD (1997) selbst Einwinde dieser Art als unbegriindet zuriickweist.
Vertreter des ,sozialen Konstruktivismus‘ verstehen Lernen als soziale Wissens-
konstruktion, wobei auch diese Positionen sich wiederum unterscheiden, je nach-
dem, ob sie die eine radikal-konstruktivistische Grundlage um die Dimension der
Sprache erweitern (d.h. durch Sprache wird das individuell konstruierte Wissen
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auf Viabilitét gepriift (GLASERSFELD 1997)) oder sich an VYGOTSKY (1978)
orientieren, der davon ausgeht, dass jegliches Denken aufgrund der Gebundenheit
an Sprache von sozialer Natur ist (ERNEST 1994; SFARD 2008).

COBB & BAUERSFELD (1995, 8) betonen, dass es sich aufgrund der gemein-
samen konstruktivistischen Grundlage nicht um grundsitzlich gegensétzliche
Auffassungen handelt, sondern der Grad zwischen collectivism und individualism
je nach Forschungsinteresse flieBend ist.

,»When the focus is on the individual, the sociol fades into the background,
and vice versa. Further, the emphasis given to one perspective or the other de-
pends on the issues and purposes at hand.*

Kontextbedeutung im Konstruktivismus

Mit der konstruktivistischen Sichtweise auf Lernen ergeben sich selbstverstind-
lich auch neue Anforderungen an den Mathematikunterricht, an die Lehrtétigkeit
und die Aufgabenkultur.

,Wenn Wissen stets eine individuelle Konstruktion und Lernen ein aktiver,
konstruktiver Prozess in einem bestimmten Handlungskontext ist, muss die
Lernumgebung den Lernenden Situationen anbieten, in denen eigene Kon-
struktionsleistungen moglich sind und kontextgebunden gelernt werden
kann. (REINMANN-ROTHMEIER & MANDEL 2006, 626)

Solche Betrachtungen betonen die Rolle von Lernumgebungen und Unterrichts-
formen, die konstruktivistische Begriffsbildung ermdglichen, fiir den Lernpro-
zess. Aufgabe des Mathematikunterrichts ist es, Lernumgebungen bereitzustellen,
die eine Konstruktion von Begriffen anregen und eine Unterrichtskultur zu schaf-
fen, die konstruktive Begriffsbildung unterstiitzt.

HUSSMANN (2001) zeigt diesbeziiglich in einer Studie am Beispiel der Integral-
rechnung auf, dass Schiilerinnen und Schiiler bei geeigneten Lernumgebungen in
der Lage sind, auch komplexe mathematische Begriffe selbststdndig zu konstruie-
ren und diese Konstruktionsprozesse bei Motivation durch die Lernumgebung
keiner belehrenden Eingriffe durch die Lehrperson bediirfen. Durch einen Ver-
gleich traditioneller Unterrichtsmethoden mit dem Einsatz von Lernumgebungen,
die dem konstruktivistischen Standpunkt entgegenkommen, zeigt die Studie eben-
falls ein tieferes Verstidndnis der selbst konstruierten Begriffe, welche den curri-
cularen Anspriichen vollstindig geniigen.

Mit dem Begriff guided reinvention betont FREUDENTHAL (1991), dass Schii-
lerinnen und Schiiler in ihrem Konstruktionsprozess weder allein gelassen werden
diirfen, noch von ihnen ein vollstdndiges Nach-Erfinden des historisch gewachse-
nen mathematischen Wissens verlangt werden kann. Vielmehr erfinden die Ler-
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nenden die Begriffe im Mathematikunterricht unter verdanderten Bedingungen und
der Lernprozess muss von der Lehrkraft organisiert und begleitet werden. Dies
macht es moglich, dass alle Kinder auf unterschiedlichem Niveau ein Stiick des
Nacherfindungsprozesses wahrnehmen konnen, was nicht nur motivationsfor-
dernd wirkt, sondern auch den Charakter der Mathematik als Tétigkeit erleben
lasst. Im Unterricht sind dann folglich Situationen herbeizufiihren, in denen —
bezogen auf die Einfiihrung von Variablen — die Notwendigkeit fiir die symboli-
sche Sprache so deutlich empfunden wird, dass ein Wiedererfinden angeregt
wird.

Vor dem hier ausgebreiteten konstruktivistischem Hintergrund lassen sich in dem
obigen Zitat von WINTER (1983) (siche S. 40) zwei Forderungen erkennen,
denen Begriffsbildung im Mathematikunterricht genligen muss:

= Wenn Begriffsbildung der konstruktivistischen Sichtweise auf Lernen
(dem aktiv-entdeckendem Lernen) gerecht werden will, so miissen Begrif-
fe eigentétig entdeckt werden.

= Dieser Konstruktionsprozess von Begriffen muss in sinnstiftende Kontexte
eingebettet sein, sodass Schiilerinnen und Schiiler von Beginn des Lern-
prozesses an Transparenz iiber die Bedeutung des Begriffs erhalten.

DEWEY (1974) macht eben die Vernachldssigung eines konstruktivistischen,
sinnstiftenden Begriffsaufbaus fiir das in Kapitel 1.2 dargestellte mangelnde
Symbolverstindnis verantwortlich, wenn er schreibt

»A symbol which is induced from without, which has not been led up to in
preliminary activity, is, as we say, a bare or mere symbol; it is dead and bar-
ren. [...] It condemns the fact to be a hieroglyph: it would mean something if
one only had the key. The clue being lacking, it remains an idle curiosity, to
fret and obstruct the mind, a dead weight to burden it” (DEWEY 1974, 24f).

2.2 Begriffsentwicklung aus epistemologischer Perspektive

Um Begriffsbildungsprozesse vor dem in Kapitel 2.1 beschriebenen Hintergrund
lerntheoretisch zu fassen, wird in der vorliegenden Arbeit auf die Theorie zur
Konstruktion mathematischen Wissens von STEINBRING (2005) zuriickgegrif-
fen, welche sowohl die Bedeutung der individuellen Konstruktion der Lernenden
als auch die Bedeutung der Interaktion berticksichtigt.

Die von STEINBRING (2005) eingenommene epistemologische Sichtweise auf
Lernprozesse greift das Verstédndnis von einer Entwicklung mathematischer Be-
deutung als soziale Konstruktion auf, wie es in der Interaktionsforschung be-
schrieben wird (NAUJOK ET AL. 2008; VOIGT 1984). Der Interaktionismus
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versteht mathematisches Wissen als intersubjektiv konstruiert, indem ,,mathema-
tische Bedeutungen von Individuen subjektiv konstruiert und zwischen ihnen
sozial konstituiert werden.* (VOIGT 1995, 154). Eine zentrale Rolle spielt dabei
die Aushandlung von Bedeutung in der Interaktion, die Intersubjektivitit entste-
hen lasst (VOIGT 1991) und deren Nachvollzug aus interaktionistischer Perspek-
tive eine Erforschung von Interaktionsmustern und die diesen zugehdrigen Ele-
menten (wie beispielsweise Rahmungen (KRUMMHEUER 1984), Partizipations-
formen (KRUMMHEUER & BRANDT 2001), Routinen (VOIGT 1984) usw.)
ermdglicht (KRUMMHEUER & VOIGT 1991, 18). Forschung richtet sich im
Interaktionismus deshalb vor allem auf die Unterrichtskommunikation als For-
schungsgegenstand und versteht sie nicht wie konstruktivistische Ansétze nur als
Medium der Wissensaushandlung (SIERPINSKA 1998, KRUMMHEUER &
BRANDT 2001, 15).

Eine epistemologische Sichtweise auf die in der Interaktion stattfindenden Lern-
prozesse erweitert die beschriebene interaktionistische Perspektive, indem sie
individuelle Deutungen der Lernenden in den Blick nimmt und sich so ebenfalls
der subjektiven Wissenskonstruktion in der Interaktion widmet (STEINBRING
1998a). Eine Verbindung zwischen individual-psychologischer und kollektivisti-
scher Perspektive, also subjektiver Konstruktion von Wissen und Aushandlung
von Bedeutung in der Interaktion schafft STEINBRING, indem er auf LUH-
MANNS (1997) Begriff der Kommunikation zuriickgreift (Kapitel 2.2.1; STEIN-
BRING 2000b). Zusétzlich steht im Zentrum Steinbrings Theorie ebenso die spe-
zifische Natur und damit epistemologische Besonderheit mathematischer Begrif-
fe, die in Kapitel 2.2.2 ausgefiihrt wird.

2.2.1 Der besondere Charakter von Kommunikation

LUHMANN (1997) macht in seiner Beschreibung sozialer Systeme auf das Prob-
lem aufmerksam, dass das soziale System und das psychische System zunichst
zwei vollig getrennte Systeme sind. So ist insbesondere Kommunikation ein au-
topoietisches System, welches sich selbst reproduziert, sodass Kommunikation
ausschlieflich auf Kommunikation beruht und wiederum Kommunikation erzeugt
(BARALDI ET AL. 1997). Das psychische System hingegen beruht ausschlief-
lich auf Bewusstheit (STEINBRING 2009). ,,Ein soziales System kann nicht
denken, ein psychisches System kann nicht kommunizieren.“ (LUHMANN
1997, zitiert nach STEINBRING 2009, 108). Dennoch bedingen sich beide Sys-
teme und bilden ,,wechselseitig eine »Portion notwendiger Umwelt«: Ohne Teil-
nahme von BewuBtseinssystemen gibt es keine Kommunikation, und ohne Teil-
nahme an Kommunikation gibt es keine Entwicklung des BewuBtseins® (BA-
RALDI ET AL. 1997, 86), was aufzeigt, dass sich Kommunikation nur unter der
Teilnahme von psychischen Systemen entwickelt und die Entwicklung des psy-
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chischen Systems ebenso den Rahmen der Kommunikation erfordert. Um diese
wechselseitige Interdependenz zu erkliren, bezieht LUHMANN (1997) sich auf
SAUSSURES Beschreibung des sprachlichen Zeichens (SAUSSURE 2001;
1997).

SAUSSURE (1997; 2001) beschreibt das sprachliche
Zeichen (signe, spiter seéme) als Einheit seines Lautbil-
des (signifiant, spiter Aposéme — meist iibersetzt mit
Bezeichnendes) und seiner bedeutungstragenden Seite
(signifié, spiter Paraséme — meist iibersetzt mit Be-
zeichnetes). Die beiden Seiten priagen das Zeichen und
sind untrennbar miteinander verbunden. So existiert das Abbildung 2.1: Das
Zeichen nicht als bloBe Zusammensetzung zweier unab-  sprachliche Zeichen
hingiger Teile, sondern als Vereinigung aller semanti- (SAUSSURE 2001, 136)
schen und lautsprachlichen Aspekte (Abb. 2.1).

,,unter anderem beseitigt oder mochte das Wort séme jede Vorherrschaft und
jede anfingliche Trennung zwischen stimmlicher Seite und der ideologischen
Seite des Zeichens beseitigen. Es stellt das Ganze des Zeichens dar, das heil3it
Zeichen und Bedeutung in einer Art Personlichkeit vereint.“ (SAUSSURE
1997, 358f, Hervorhebung im Originial)

Kommunikation realisiert sich nach LUHMANN (1997) erst dann, wenn die
Unterscheidung zwischen Bezeichnendem (,Mitteilung’ bei LUHMANN) und
Bezeichnetem (,Information’ bei LUHMANN) von den Teilnehmenden der
Kommunikation aktiv hergestellt wird.

Bezeichnetes
(Bedeutung)

Bezeichnendes

“Man spricht von Kommunikation, wenn Ego versteht, da3 Alter eine Infor-
mation mitgeteilt hat; diese Information kann ihm dann zugeschrieben wer-
den. Die Mitteilung einer Information (Alter sagt zum Beispiel »Es regnet«)
ist nicht an sich Information. Die Kommunikation realisiert sich nur, wenn sie
verstanden wird: wenn die Information (»Es regnet«) und Alters Intention fiir
die Mitteilung (Alter will zum Beispiel Ego dazu bringen, einen Regenschirm
mitzunehmen) als unterschiedliche Selektionen verstanden werden. Ohne
Verstehen kann Kommunikation nicht beobachtet werden: Alter winkt Ego
zu, und Ego l4uft ruhig weiter, weil er nicht verstanden hat, dal der Wink ein
Gruf3 war. Das Verstehen realisiert die grundlegende Unterscheidung der
Kommunikation: die Unterscheidung zwischen Mitteilung und Information”
(BARALDI ET AL. 1997, 89).

Die Herstellung einer Beziehung zwischen der Mitteilung und der Information als
notwendiges Moment fiir das Zustandekommen der Kommunikation erklért die
beschriebene Interdependenz zwischen sozialem und psychischem System und
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damit auch das ,Verstehen* als einerseits konstruktiven Akt des Empfangers einer
Mitteilung® und andererseits als Prozess der Kommunikation.

,»In einer Interaktion werden somit laufend in Form von “Bezeichnenden”
Mitteilungen gegeben, die von den intendierten Informationen (den “Be-
zeichneten”) unterschieden werden miissen, und erst durch die Wahrnehmung
dieser Unterscheidung kann Verstehen in Form der Herstellung eines “Zei-
chens” entstehen.” (STEINBRING 2000b, 33).

Unter Riickgriff auf Luhmanns Verstindnis von Kommunikation wird die Ent-
wicklung von Wissen fiir STEINBRING (2005) beobachtbar in der Rekonstrukti-
on von Beziehungsherstellungen zwischen Bezeichnendem und Bezeichnetem in
der Kommunikation, wobei diese wiederum nur ersichtlich wird, indem der Emp-
fanger einer Mitteilung selbst wieder ein Bezeichnendes artikuliert (STEIN-
BRING 2000b).

2.2.2 Der besondere Charakter mathematischer Begriffe

Die Beschiftigung mit der Konstruktion mathematischen Wissens erfordert neben
den obigen Uberlegungen zur Beschaffenheit von Kommunikation zusitzlich eine
Beriicksichtigung der besonderen Natur mathematischer Begriffe, welche einen
zweiten bedeutsamen Aspekt der epistemologischen Perspektive auf Lernprozes-
se darstellt (STEINBRING 2000b).

Mathematische Begriffe sind relational

Im Mathematikunterricht stellt Begriffsbildung eine besondere Anforderung an
die Lernenden dar, da mathematische Begriffe in ihrem Wesen von besonderer
Beschaffenheit sind. Mathematik wird heute generell als die Wissenschaft von
den Mustern beschrieben (vgl. Kapitel 4.2.2), die sich mit dem Entdecken, Be-
schreiben und Begriinden von mathematischen Mustern, d.h. von jeglicher Art
von Strukturen, Beziehungen und RegelméBigkeiten — realer oder auch gedankli-
cher Natur — beschiftigt (DEVLIN 2006). Mathematische Begriffe sind folglich
gepragt von ihrer Strukturreichhaltigkeit. Das Wesen mathematischer Begriffe
soll im Folgenden ndher ausgefiihrt werden und so auf Grundlage des vorange-
henden Kapitels eine fiir den Mathematikunterricht erweiterte Sichtweise auf die
Konstruktion mathematischen Wissens in der Interaktion eingenommen werden.

Die Beschiftigung mit Mustern im Mathematikunterricht stellt eine besondere,
mathematikspezifische Anforderung an die Lernenden dar. Wéhrend nicht-
mathematische Objekte empirisch fassbare, fiir sich allein stehende Gegenstinde

8 Fiir eine Verankerung von Saussures Verstindnis von Begriffen im Konstruktivismus

siche GLASERSFELD (1997, 211fY).
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sind, so besitzen mathematische Objekte in sich schon eine Struktur, sie sind also
strukturelle Gefiige, die nicht isoliert existieren konnen. Mathematische Objekte
sind sozial konstituierte Objekte, die durch ihren relationalen Charakter geprigt
sind. Eine Primzahl z.B. ist erst durch die Bezeichnung einer definierenden Be-
ziehung (die Eigenschaft, nur durch eins und sich selbst teilbar zu sein) konstitu-
iert (vgl. STEINBRING 2005, 67), rein duBlerlich ist einer Zahl nicht anzusehen,
ob sie eine Primzahl ist oder nicht.

Mathematische Begriffe sind strukturell und operational

Auch bei SFARD (1991) findet sich eine Beschreibung des relationalen Charak-
ters mathematischer Begriffe, doch betont sie ebenso, dass diese sowohl struktu-
reller Natur sind als aber auch eine operationale Facette besitzen. Symmetrie kann
beispielsweise einerseits statisch als Eigenschaft einer geometrischen Figur, ande-
rerseits aber auch als eine Transformation einer geometrischen Figur aufgefasst
werden (SFARD 1991, 5). ,,[...] the terms “operational® and “structural* refer to
inseparable, though dramatically different, facets of the same thing. Thus, we are
dealing here with duality rather than dichotomy.” (SFARD 1991, 9).

Obwohl mathematische Begriffe also immer durch eine operationale und eine
strukturelle Seite geprégt sind, scheint eine strukturelle Sichtweise fiir Lernende
schwerer zugénglich zu sein und bedarf eines Prozesses der Vergegenstindli-
chung (reification) von mathematischen Operationen.

,,Unlike in real life, however, a closer look at these entities will reveal that
they cannot be separated from the processes themselves as self-sustained be-

ings. Such abstract objects like \H, -2 or the function 3 (x + 5) + 1 are the re-
sults of a different way of looking on the procedures of extracting the square
root from — 1, of subtracting 2, and of mapping the real numbers onto them-
selves through a linear transformation, respectively. Thus, mathematical ob-
jects are an outcome of reification — of our mind’s eye’s ability to envision the
result of processes as permanent entities in their own right.” (SFARD &
LINCHEVSKI 1994a, 194. Hervorhebung im Original)

In der Entwicklung mathematischer Begriffe erfolgt nach SFARD (1991) eine
Deutungsverschiebung von Prozess zu Objekt und von Operation zu Struktur.
Dieser Deutungsverschiebung liegen drei sich bedingende epistemologische Pro-
zesse zugrunde, welche SFARD (ebd.) als Interiorization (Verinnerlichung),
Condensation (Verdichtung) und Reification (Vergegenstindlichung) bezeichnet.
Interiorization beschreibt dabei das Vertrautwerden mit der Operation und deren
Verinnerlichung im Sinne von PIAGET (vgl. PULASKI 1971, 18), Condensation
die allmihlich allgemeiner werdende Betrachtung des Prozesses als Ganzes. Die-
se beiden Prozesse (Interiorization und Condensation) stellen eine Voraussetzung
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fiir die Vergegenstindlichung (Reification) des Begriffs dar, die im Gegensatz zu
den beiden ersten Prozessen plotzlich erfolgt, wenn die Lernenden in der Lage
sind, den Begriff losgeldst vom Prozess als eigenstindiges Objekt zu betrachten.
Die Vergegenstiandlichung von mathematischen Begriffen erfordert Symbole, wie
SFARD (1991) am Beispiel der historischen Entwicklung des Variablenbegriffs
aufzeigt (vgl. auch Kapitel 3.3.1). Die Vergegenstindlichung von Strukturen und
Beziehungen lassen immer abstraktere Objekte entstehen, die wiederum Grundla-
ge fiir neue Operationen sein konnen (KAPUT ET AL 2008b).

Mathematische Begriffe sind nur durch Zeichen erfahrbar

STEINBRING (2005) beschreibt, dass diese Besonderheit des mathematischen
Wissens, welche in ihrem relationalen Charakter liegt, mathematikspezifische
Anforderungen an Lernende herantrégt.

,»The particular epistemological difficulty of mathematical knowledge — con-
tained in the specific role of the mathematical signs and symbols — consists in
the fact that mathematical knowledge does not simply relate to given objects,
but also that relations, structures and patterns are expressed in it. [...] Because
of the relational character of mathematical knowledge, the students are faced
with a particular challenge in their processes of learning, understanding and
making their independent constructions of mathematics.” (STEINBRING
2005, 4)

STEINBRING (2005) spricht hierbei den Zeichen und Symbolen eine besondere
Rolle im Mathematikunterricht zu, da sie zugleich Triger des mathematischen
Wissens und Gegenstand der Kommunikation des Mathematikunterrichts sind,
denn mathematisches Wissen kann nur mit Hilfe von Zeichen und Symbolen
kommuniziert werden. So besitzen sie die schwierige Aufgabe, auf mathemati-
sche Objekte zu verweisen, die aufgrund ihres theoretischen Charakters weder
sichtbar noch empirisch erfahrbar sind (vgl. DUVAL 1999; 2000). Da mathemati-
sches Wissen nur durch Zeichen kommuniziert werden kann, besteht die Gefahr,
die Zeichen als bloBe Reprisentanten, die fiir die mathematischen Objekte stehen,
mit den Objekten selbst zu verwechseln (DUVAL 1999; STEINBRING 2005).
Da bei der Entwicklung des Begriffs aber gerade die Bewusstwerdung und Aus-
differenzierung der bezeichnenden und semantischen Aspekte des Begriffs rele-
vant sind (LUHMANN 1997; WYGOTSKI 1986), kann eine Vermischung und
Verwechslung als eine mathematikspezifische Schwierigkeit der Begriffsbildung
aufgefasst werden.

Diese mathematikspezifischen Anforderung, die bei der besonderen Deutung von
mathematischen Zeichen entsteht, kann gerade in der Algebra Schwierigkeiten
hervorrufen, wenn Kinder sich im Unterricht nicht ausreichend mit der Interpreta-
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tion von und der Kommunikation iiber mathematische(n) Zeichen beschéftigen
und die interpretationsfreie Nutzung nicht nur erlaubt, sondern sogar erwiinscht
ist. Ein regelgeleitetes Handeln ermdglicht es, Operationen auf Symbole auszu-
iiben, ohne diese inhaltlich deuten zu miissen. Bei der kalkiilhaften Anwendung,
welche in Kapitel 1.1 als Stiarke der Formalisierung dargestellt wurde, kann es so
dazu fithren, dass eine inhaltliche Anbindung der Zeichen fehlt und es zum man-
gelnden inhaltlichen Verstdndnis kommt, das in Kapitel 1.2 beschrieben wurde.

Bei zu einseitiger Fokussierung auf die Ebene des syntaktischen Operierens mit
den Symbolen (vgl. S. 25) kann die oben beschriebene Ausdifferenzierung der
mathematischen Begriffe im Sinne DUVALS (1999) und WYGOTSKIS (1986)
nicht geschehen (SFARD & LINCHEVSKI 1994b). Dadurch kénnen die in Kapi-
tel 1.2 beschriebenen mangelnden inhaltlichen Konzepte und die Schwierigkeiten
bei der inhaltlichen Deutung von Variablen erkldrt werden (KAPUT ET AL.
2008b).

2.2.3 Das epistemologische Dreieck

In seiner Theorie zur Konstruktion mathematischen Wissens in der Interaktion
(STEINBRING 2005) beschreibt STEINBRING das epistemologische Dreieck
(Abb. 2.2), welches die beiden Aspekte der besonderen Natur der Kommunikati-
on und des spezifischen Charakters mathematischer Begriffe verbindet. In diesem
greift STEINBRING auf SAUSSURES Begriffe ,Bezeichnendes‘, ,Bezeichnetes®
und ,Zeichen‘ zuriick (vgl. S. 46) und entwickelt das so entstehende semiotische
Dreieck weiter (STEINBRING 2000b).

Es tridgt nunmehr der spezifischen Rolle der mathematischen Zeichen in ihrer
oben beschriebenen Besonderheit Rechnung. Anstelle SAUSSURES ,,Bezeich-
nenden® tritt im Mathematikunterricht das ,,Zeichen/Symbol“, das im Gegensatz
zu SAUSSURES Bezeichnenden selbst eine interne relationale Struktur beinhaltet
(STEINBRING 2005) sowie auch die zugehdrigen Referenzkontexte, die zur
Deutung der mathematischen Zeichen herangezogen werden und an die Stelle von
SAUSSURES ,Bezeichneten® treten. STEINBRING geht davon aus, dass die
Bedeutung der Zeichen/Symbole von den Lernenden aktiv hergestellt werden
muss und die Deutung mathematischer Zeichen angemessener Referenzkontexte
bedarf. ,,Bedeutungen fiir mathematische Begriffe werden als Wechselbeziehun-
gen zwischen Zeichen-/ Symbolsystemen und Referenzkontexten/ Gegenstands-
bereichen vom Erkenntnissubjekt (z.B. der Schiilerin oder dem Lehrer) aktiv
konstruiert (STEINBRING 2000a, 9).
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N S

Begriff

Gegenstand / Referenzkontext Zeichen / Symbol

Abbildung 2.2: Das epistemologische Dreieck (STEINBRING 2000a, 9)

Den mathematischen ,Begriff, der SAUSSURES ,Zeichen® ersetzt, beschreibt
Steinbring als eigenstdndige Entitdt, die einerseits in der Herstellung der Wech-
selbeziehung zwischen mathematischem Zeichen und Referenzkontext konstitu-
iert wird, andererseits selbst aber ebenfalls die Deutung der Zeichen mafigeblich
pragt.
,,The referential mediation [between sign and reference context] is steered by
conceptual mathematical knowledge and at the same time, conceptual mathe-
matical knowledge emerges in the referential mediation.” (STEINBRING
2005, 179, [...] hinzugefiigt K.A.)

Die Beziehungen zwischen den Eckpunkten des Dreiecks beschreibt STEIN-
BRING als ,,sich wechselweise stiitzendendes und ausbalancierendes System‘
(STEINBRING 2009, 109) infolgedessen es bei der Deutung mathematischer
Zeichen nicht zu endgiiltigen, eindeutigen Definitionen kommt, sondern zu einem
staindigen Wandel und zur Weiterentwicklung des mathematischen Wissens durch
Umdeutungen und Neuinterpretationen der Zeichen und Referenzkontexte.

Ein wesentliches Merkmal des epistemologischen Dreiecks ist die Austauschbar-
keit der Positionen der Zeichen/Symbole und Referenzkontexte (STEINBRING
2005, 30). Da beide ihrem Wesen nach Strukturen und Beziehungen verkorpern,
sind Zeichensysteme und Referenzkontexte gleichberechtigt. ,,Sign-systems and
reference contexts then have equal rights and are equivalent on the temporal di-
mension with neither preceding the other” (STEINBRING 2005, 30). So konnen
Referenzkontexte schnell zum Zeichen und neu gedeutete mathematische Zeichen
ebenso zu Referenzkontexten werden, auf deren Grundlage wiederum neue Zei-
chen gedeutet werden konnen.

In der vorliegenden Arbeit kann die Entwicklung von Variablenkonzepten den
obigen Ausfithrungen entsprechend als eine sich stetig erneuernde Beziehungs-
herstellung zwischen mathematischen Zeichen und Referenzkontexten aufgefasst
werden und kann als solche mit Hilfe des epistemologischen Dreiecks beobachtet
werden (vgl. Kapitel 5.2.4).
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Die Herstellung einer Beziehung zwischen Zeichen und Referenzkontext

Die Beziehung zwischen mathematischen Zeichen und Referenzkontexten ist von
den Lernenden selbst herzustellen und somit ein konstruktiver Akt, der innerhalb
der Interaktion erfolgt. Die Herstellung dieser Beziehung soll in diesem Abschnitt
noch genauer betrachtet werden, da auf ihr die Beobachtung der Begriffsbil-
dungsprozesse der Untersuchung fuflt.

Die beschriebene Wissenskonstruktion im Mathematikunterricht darf nicht ver-
standen werden als ein geradliniger Prozess, der sich immer genau dann ereignet,
wenn die Lehrkraft ein neues abstraktes Zeichen an die Lernenden herantrdgt und
dieses von den Schiilerinnen und Schiilern zu deuten ist. Stattdessen gibt es in der
Unterrichtsinteraktion fortwéhrend vielféltige Situationsmoglichkeiten fiir die
Herstellung von Beziehungen zwischen Zeichen und Referenzkontexten in den
Deutungen und Konstruktionen mathematischer Zeichen. Die folgende Unter-
richtsepisode aus STEINBRING (1999, 517) stellt ein Beispiel einer solchen
Zeichenkonstruktion flir die Variable als Unbekannte (vgl. Kapitel 1.1) der Schii-
lerin Kim dar.

Die Unterrichtsepisode (in einem jahrganggemischten 3. & 4. Schuljahr) ereignet
sich im Kontext Streichquadrate’ zur Begriindung der Frage ,,Wie kann man in
einem Streichquadrat, in dem eine Zahl fehlt, diese Liicken so fiillen, da3 das
Streichquadrat wieder hergestellt ist“ (STEINBRING 1999, 516).

,»Schon an fritherer Stelle im Unterricht hat Kim @
ihr Vorgehen angedeutet. Spiter darf Kim ihre
Uberlegungen vorstellen. Sie berechnet zunéchst @
ausfuhrlich aus den Zahlen 13,15 und 17 in der Di-
agonalen die Zauberzahl 45. Dann fiihrt sie eine O
neue Deutung ein: Man kann auch mit der unbe-
kannten Zahl rechnen.

13+15+17=45
15+15+ =45
165 K  Und dann kreist man das ein hier, hier. [kreist das leere Feld ein)

Und dann mufl man hier ausrechnen, fiinfzehn und fiinfzehn sind ja
dreiflig, wieviel noch fehlt zur Fiinfundvierzig.

Mit Unterstiitzung der Lehrerin notiert Kim die Additionsaufgabe als eine Er-
ginzungsaufgabe. Mit dem Bezeichnenden “15 + 15+ = 45% wird intentio-

Werden im Streichquadrat drei Zahlen nach einem bestimmten Streichalgorithmus (aus
jeder Zeile und Spalte nur eine Zahl) gewéhlt und addiert, ergibt sich immer die glei-
che Summe - hier ,Zauberzahl‘ (WITTMANN & MULLER 1992, 27).
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nal auf den Streichalgorithmus fiir drei Zahlen verwiesen und gleichzeitig auf
die “unbekannte” Zahl auf dem leeren Feld; auf diese Weise wird ein neues
(offenes) Zeichen geschaffen und in mathematischen Symbolen hingeschrie-
ben. Die neue Beziehung (unbekannte Zahl bzw. “Variable®) wird in zwei
Weisen symbolisiert, einmal im Streichquadrat als “eingekreiste Zahl“ zur
Ermittlung der Zauberzahl, zum anderen in der Rechnung als “fehlender
Summand® in einer Additionsaufgabe, bei der die zu ermittelnde Zauberzahl —
das Ergebnis — schon bekannt ist. In diesem Darstellungskontext wird situati-
onsbezogen mit einer “mathematischen Unbekannten® gearbeitet; diese unbe-
kannte Zahl (die fehlende Zahl) wird in einer mathematischen Beziehung als
neues Wissen konstruiert (als das neue mathematische Objekt) und in die
strukturellen Beziehungen des Streichquadrats eingebunden® (STEINBRING
1999, 517).

Wie Kim im obigen Beispiel nutzen Lernende in der Interaktion verschiedene an
den Kontext gebundene Mittel, um auf unbekanntes, strukturelles Wissen zu
referieren. Solche von den Lernenden verwendeten Zeichen konnen u.a. folgende
Formen annehmen:

¢ “verbal formulations, own words with descriptions based on concrete ex-
amples

* communication by means of pointing and referring to (deictic)

* mathematical symbols: number signs, operation signs, letters, variables,...

¢ arithmetical sentences such as sums or products, and equations, systems of
equations, ...

* tables, geometrical diagrams, graphs of functions, ...

These forms of signs range from the spontaneously and interactively created
signs that are situated in particular learning environments to sign formats that
are conventionalized and commonly used in mathematical instruction.”

(STEINRBING 2005, 184)

Die Aushandlung von Zeichen in der Interaktion

Bei der Verwendung von mathematischen Zeichen betont STEINBRING (2006),
dass diese im Entwicklungsprozess des mathematischen Wissens nicht den duf3e-
ren Standards und Konventionen der Mathematik, sondern der individuell emp-
fundenen Angemessenheit des Zeichens als Reprisentant fiir das mathematische
Wissen geniigen miissen.

,»An important problem consists in understanding how signs are produced al-
ready in elementary, initial mathematical learning processes, and whether this
is at all possible already in the beginning. A very essential statement is that
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neither the reference context nor the signs themselves can be equated with
mathematical knowledge, that is with conceptual relations. This is on the one
hand a difficulty of “grasping” mathematical knowledge. On the other hand,
this problem contains the possibility of grasping conceptual knowledge in rel-
ative independence from the form of the signs. One must see that signs are un-
avoidable and indispensable for recording mathematical knowledge, however
the kind and the form of the signs are not unequivocally fixed. One does not
necessarily need the typical algebraic signs such as letters and operation sym-
bols, to record algebraic relations, as these signs themselves are not the alge-
braic knowledge in question. To a certain extent one is free to choose other
sign forms, and these possibilities of choice serve for the change, development
and optimization of mathematical signs a suitable characterization of the in-
visible conceptual mathematical knowledge.” (STEINBRING 2006, 157)

Aus diesem Grund hidlt STEINBRING es fiir wichtig, dass die Lernenden zu-
néchst in der Interaktion mit verschiedenen Formen von mathematischen Zeichen
vertraut werden, anstatt zu lernen, fertige Zeichen nach vorgefertigten Regeln
anzuwenden (STEINBRING 2006). Dem zugrunde liegt seine Auffassung, dass
mathematischen Begriffe selbst sozial-konstituiert werden und nicht bereits als
fertige Produkte vorliegen.

,,The meaning of the mathematical signs and symbols is thus not determined
beforehand, but it emerges in the production of a relation to a reference con-
text and the type of this relation is also developed in the interaction.”
(STEINBRING 2005, 58).

Die konstruktivistische Sichtweise, die dieser Arbeit fiir den Aufbau von Variab-
lenkonzepten zugrunde gelegt wird, darf nun nicht so verstanden werden, als
miissten die Schiilerinnen und Schiiler sdmtliche algebraische Notationsformen
selbststindig nacherfinden. Gerade die algebraische Sprache ist eine von vielen
Konventionen gepriagte Sprache, welche sich iiber den Austausch und die Kom-
munikation von Mathematikern durch die Jahrtausende entwickelt hat (vgl. Kapi-
tel 3.2). Es kann also unmdglich von den Schiilerinnen und Schiilern erwartet
werden, unsere heutigen Konventionen der algebraischen Notationsweise nachzu-
erfinden (MALLE 1993). Andererseits lassen sich aber viele Schwierigkeiten im
Umgang mit Symbolen und Fehlvorstellungen auch gerade auf duBeres Aufzwin-
gen von symbolischen Notationsweisen zuriickfithren (MASON ET AL. 1985).
Dabei wird falschlicherweise davon ausgegangen, dass Kinder Symbole verinner-
lichen und damit auch operieren kdnnen, wenn diese im Unterricht (meist von der
Lehrkraft) verwendet werden. Ein einsichtiges Nutzen von Symbolen kann aber
nur dann geschehen, wenn Kinder die Zeichen in der Kommunikation als addqua-
te Repréasentanten dessen erkennen, was sie ausdriicken mochten, also Hilfsmittel
in der Kommunikation iiber Mathematik sind.



2.2 Begriffsentwicklung aus epistemologischer Perspektive 55

2.2.4 Die Rolle der ,Alltagsbegriffe’ in der Begriffsentwicklung

Die Freiheit, die STEINBRING (2005; 2006) den Zeichen fiir die Kodierung des
mathematischen Wissens zuspricht, lasst sich auch bei SAUSSURE (2001) fin-
den. Dieser betont die Freiheit (Arbitraritit) des sprachlichen Zeichens, da dessen
Bedeutung nicht von vornherein in ihm selbst liegt, sondern erst in der Interaktion
geschaffen wird. So ist die Bedeutung eines Zeichens zwar nicht willkiirlich, da
seine Verwendung Berechtigung durch die Sprachgemeinschaft erfahren muss
(fest in der ,,langue®), doch wird sie im sozialen Austausch konstituiert (in der
,,parole*) und ist somit verinderbar'®.

Dabei hebt SAUSSURE die Bedeutung des sprachlichen Aktes bei der Konstruk-
tion der Zeichen hervor, indem er beschreibt, dass Sprache keine bloBe Abbil-
dung von Gedanken ist, da weder Bezeichnetes noch Bezeichnendes ,,praexistent*
sind (SAUSSURE 2001, 143). Beim Sprechen verbindet sich der Gedanke mit
der lautlichen Substanz und wird so zum Zeichen. Dadurch kann Sprache nicht
mehr als reines Kommunikationsmittel aufgefasst werden. Sprechen ist nicht nur
ein Ausdriicken des bereits innerlich existierenden Begriffes, sondern Teil der
Begriffsbildung, da die Existenz des Begriffes beides bendtigt, die Vorstellung
und das Lautbild.

An dieses Verstindnis von Begriffen und Begriffsentwicklung, welche
SAUSSURE fiir das sprachliche Zeichen formuliert, lassen sich WYGOTSKIS
(1986) Ausfiihrungen zur Begriffsgenese ankniipfen, welche insbesondere fiir die
propideutische Entwicklung von Begriffen bedeutsam erscheinen. Wie SAUS-
SURE (1997; 2001) sieht auch WYGOTSKI (1986, 9) den Begriff (WYGOTSKI
benutzt synonym den Begriff der Wortbedeutung) als unzertrennbare Vereinigung
von lautlichen und gedanklichen Aspekten, als ,,lebendige Einheit des Lautganzen
und der Bedeutung®. Dieser These liegt seine Auffassung von der unaufldslichen
Verbindung von Denken und Sprechen zugrunde. Unter Sprache versteht WY-
GOTSKI (ebd.) dabei sowohl tatsdchlich horbare als auch innere Sprache, da
sprachliches Denken seines Erachtens in der Entwicklung des Kindes bei der
Ablegung des Egozentrismus'' von aufien nach innen verlagert wird.

Sprache ist somit ein Denkmittel, von dem Kinder in ihrer Entwicklung abhéngig
sind. Erkennbar wird die Einheit von Denken und Sprechen nach WYGOTSKI
(ebd.) im Begriff, denn dieser stellt eine Ganzheit des Wortes auf der sprachli-
chen Seite und des Gedankens auf der semantischen Seite dar. WYGOTSKI

Fiir SAUSSURES Unterscheidung der Sprache in ,langue‘, ,parole’ und ,langage®
siche SAUSSURE 2001.

Der Egozentrismus beschreibt eine von PIAGET (1997) erforschte Denkeinstellung
von Kindern zwischen etwa 2 / 4-7 Jahren.
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(ebd.) stellt heraus, dass man dabei nicht von einer rein assoziativen Verbindung
von Wort und Gedanken (separat existierende Objekte und Bezeichnungen wer-
den durch Assoziation miteinander verbunden) ausgehen darf, so wie es in der
Assoziationspsychologie getan wurde, denn der Zusammenhang von Wort und
Gedanken ist struktureller Art, sowohl Wort als auch Gedanke sind Teile des
Begriffs. ,,Ein seiner Bedeutung entkleidetes Wort ist kein Wort: es ist ein leerer
Klang, folglich ist die Bedeutung ein notwendiges, konstituierendes Merkmal des
Wortes selbst (WYGOTSKI 1986, 293). Fir WYGOTSKI (ebd.) stellt der Be-
griff eine Verallgemeinerung dar, da sich ein Wort immer auf eine ganze Klasse
von Gegenstinden bezieht und nie auf einzelne Objekte. Diese Verallgemeine-
rung, welche ,,die Wirklichkeit vollig anders widerspiegelt, als sie in den unmit-
telbaren Empfindungen und Wahrnehmungen wiedergegeben wird® ist ein zwar
ein Akt des Denkens, der aber wortgebunden ist. So ist die Wortbedeutung
gleichzeitig gedanklicher und sprachlicher Art.

Auch WYGOTSKI (1986) spricht, wie SAUSSURE (2001), Begriffen Verander-
barkeit zu. So beschreibt er, dass sich Begriffe nicht entwickeln kdnnten, wenn
die Beziehung von Wort und Gedanke als Assoziation aufgefasst wiirde. Schlie3-
lich wire Begriffsbildung nur eine Verkniipfung von gegebenen Objekten und
Wortern, die sich nicht verdndern. Es konnten hochstens assoziierte Objekte oder
Worter auf der einen oder anderen Seite hinzukommen und sich eventuell mit der
Zeit wieder 16sen. Der Begriff hingegen ist ein dynamisches Gebilde, der durch
die Verdnderlichkeit der Beziehung des Gedankens zum Wort geprigt ist. So
kann der Begriff mit jedem Kontext und jedem Zeichen neu konstituiert werden.
Dies geschieht nach WYGOTSKI (ebd.) in zwei Richtungen: Einerseits durch
eine Bewegung vom Wort zum Gedanken (bei der Deutung von Wortern) oder
vom Gedanken zum Wort (beim Sprechen). WYGOTSKI (ebd.) spricht von ei-
nem Werden des Gedankens im Wort. ,,Der Gedanke driickt sich nicht im Wort
aus, sondern erfolgt in ihm*“ (WYGOTSKI 1986, 301). Demzufolge ist die Ver-
sprachlichung nicht dem Gedanken nachgelagert, sondern beide Vorginge bedin-
gen einander. Der Ubergang vom Gedanken zur Sprache ist ein ,,Vorgang der
Zergliederung des Gedankens und seiner Neuerschaffung in Wortern® (WYGOT-
SKI 1986, 353).

Alltagsbegriffe und wissenschaftliche Begriffe

WYGOTSKI (1986) unterscheidet zwei Arten von Begriffen, die in ihrer Ent-
wicklung unterschiedlich verlaufen: ,spontane Begriffe’ oder ,Alltagsbegriffe’
und ,wissenschaftliche Begriffe’. Beim Sprechen bilden Kinder spontane Begrif-
fe, die sich aus einer Bewegung vom Gedanken zum Wort ergeben. Diese Art von
Begriffsbildung vollzieht sich iiblicherweise vom Besonderen zum Allgemeinen.
Im Gegensatz dazu erfolgt die Entwicklung von wissenschaftlichen Begriffen
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(z.B. im Unterricht) vom Wort zum Gedanken und vom Allgemeinen zum Be-
sonderen. Alltagsbegriffe haben Thre Schwiche in der Unbewusstheit. Sie werden
zwar eigenstindig von Kindern verwendet, kdnnen aber beispielsweise oft nicht
definiert werden. Wissenschaftliche Begriffe hingegen sind bewusst, kdnnen aber
nicht spontan angewendet werden, weil sie nicht in die Aktivitidten des Kindes
eingearbeitet sind. Die Kinder verbinden keine personliche Erfahrung mit dem
Begriff. Alltagsbegriffe und wissenschaftliche Begriffe entwickeln sich unter-
schiedlich und bedingen einander. Wissenschaftliche Begriffe bendtigen bereits
ein hinreichend erarbeitetes System von Alltagsbegriffen, mit denen der wissen-
schaftliche Begriff verkniipft und mit Leben gefiillt werden kann. Demgegeniiber
befreien wissenschaftliche Begriffe Denkakte im Begriffssystem durch Verallge-
meinerung, da sie Alltagsbegriffe bewusst werden lassen und neu systematisieren.
WYGOTSKI (1986) gibt hier das Beispiel der Begriffe ,,Stuhl®, ,, Tisch®, usw. als
Alltagsbegriffe und ,,Mobel“ als wissenschaftlicher Begriff. Das Kind verwendet
die Begriffe ,,Stuhl“ und ,,Tisch® spontan, das Wort ,,Mobel“ kann dem Kind
allgemein erldutert werden. Durch die Schaffung einer Beziehung der Begriffe
kann das Kind nun den abstrakten Begriff ,,Mdbel* einerseits mit Inhalt fiillen,
andererseits erscheinen ,,Stuhl“ und ,, Tisch® in neuer Systematisierung (z.B. als
gleichwertige Objekte einer vorher unbekannten Klasse oder dem Begriff der
Mobel hierarchisch unterstellt). Fiir die Bewusstwerdung von Begriffen setzt
WYGOTSKI (ebd.) ein unbewusstes Vorhandensein von Alltagsbegriffen voraus.
Eine vollige direkte bewusste Neuerschaffung von Begriffen aus dem Nichts ist
nicht moglich WYGOTSKI 1986, 254).

Folgt man WYGOTSKI (ebd.) in der Unterscheidung verschiedener Arten von
Begriffen, so lasst sich festhalten, dass es im Grundschulunterricht im Hinblick
auf die Propadeutik des Variablenbegriffs um die Entwicklung ,spontaner Begrif-
fe’ geht. Diese spontanen Begriffe/Alltagsbegriffe bereiten einerseits den Boden
fiir eine systematische Einfiihrung des wissenschaftlichen Begriffs der Variablen
in der Sekundarstufe. Sie bieten Referenzkontexte und Bezugspunkte fiir die
Deutung der Variablen als abstrakte neue Zeichen. Andererseits werden die spon-
tanen unbewussten Begriffe der Kinder auf eine verallgemeinerte Stufe angeho-
ben, wenn der Variablenbegriff im Unterricht explizit eingefithrt wird. So kann
nach WYGOTSKI (ebd.) eine Durchdringung des Variablenbegriffs aus der An-
bahnung von zwei Richtungen der Begriffsentwicklung gelingen.

Auch WINTER (1983) beschreibt die Bedeutung solcher Alltagsbegriffe.

,In der Auseinandersetzung mit der Umgebung entwickeln sich die Alltags-
begriffe und wird die Umgangssprache erworben, und sie ist das unersetzliche
Medium der Verstindigung. Die Annahme ist irrig, Vorbegriffe und Um-
gangssprache gingen nicht relevant in die Fachsprache der entwickelten Ma-
thematik ein.” WINTER (1983, 182f)
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Diese Vorbegriffe bilden Schiilerinnen und Schiiler zu Beginn der Entwicklung
eines Begriffs (vgl. die vier Stufen der Begriffsentwicklung nach WINTER
(1983)) auf der Stufe der Phdnomene. Bei der Entwicklung von Alltagsbegriffen
kann man noch nicht von explizitem oder bewusstem Begriffsverstindnis spre-
chen (ebenso wie auf der zweiten Stufe der Rekonstruktion), jedoch ist der ,,naive
Gebrauch von Begriffswortern in Verwendungssituationen® fiir WINTER (ebd.)
grundlegend fiir die weiteren Stufen der Begriffsentwicklung. Wissenschaftlich-
mathematische Begriffe'> hingegen werden erst in der dritten und vierten Stufe
der Begriffsbildung erworben, wenn es um die Systematische Einordnung des
Begriffs und seinen Transfer auf weitere Phdnomene geht.

2.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Entwicklung von Begriffen aus lerntheoretischer
Sicht beleuchtet und dabei die Grundlagen fiir das Forschungsinteresse dieser
Arbeit erortert.

Als lerntheoretische Grundlage wurde in Kapitel 2.1 eine konstruktivistische
Position eingenommen, vor deren Hintergrund sich die Entwicklung von Variab-
lenkonzepten als aktive Konstruktion der Lernenden darstellt. Aus konstruktivis-
tischer Perspektive zeigt sich die Bedeutsamkeit von Lernkontexten, welche den
Schiilerinnen und Schiilern eine aktiv-entdeckende und sinnstiftende Begegnung
mit Variablen ermdglichen miissen.

Folgerung 2.1 Der Aufbau von Variablenkonzepten erfordert eine aktive
Begriffserarbeitung von den Lernenden, die im Rahmen sinn-
stiftender Lernkontexte geschehen muss.

Auf diesen Ausfithrungen baut die in Kapitel 2.2 ausgebreitete Theorie zur Kon-
struktion neuen mathematischen Wissens in der Interaktion von STEINBRING
(2005) auf, die Begriffsbildung theoretisch fassbar macht, gleichzeitig aber auch
mit dem epistemologischen Dreieck ein Analyseinstrument bietet, welches fiir die
Beschreibung der Lernprozesse in der empirischen Untersuchung aufgegriffen
werden kann. Im Hinblick auf die propéddeutische Entwicklung von Variablen-
konzepten erweist sich filir die vorliegende Arbeit die aktive Herstellung einer
Beziehung zwischen mathematischem Zeichen und Referenzkontext als beson-

2" Winter bezieht sich hierbei auf den von Wygotski eingefiihrten Begriff des ,,wissen-

schaftlichen Begriffs*.
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ders bedeutsam. Diese ist in der Beobachtung der Lernprozesse nicht nur dann
sichtbar, wenn an Lernende neue mathematische Zeichen herangetragen werden,
sondern auch dann, wenn sie mit ihren eigenen Mitteln in der Kommunikation
iiber Mathematik auf strukturelles Wissen verweisen und mathematische Zeichen
in der Interaktion entwickelt und ausgehandelt werden (vgl. Kapitel 2.2.3).

Folgerung 2.2 Mathematische Begriffe entwickeln sich in der Herstellung
einer Beziehung zwischen Zeichen und Referenzkontext. Die-
se entsteht in der Interaktion in der Verwendung und Deutung
von mathematischen Zeichen.

Propéddeutischen Begriffen (im Sinne von Wygotskis ,Alltagsbegriffen’), die in
der Kommunikation beobachtet werden kdnnen, sprechen WYGOTSKI (1986)
und WINTER (1983) eine wichtige Rolle in der Begriffsentwicklung zu (vgl.
Kapitel 2.2.4); weshalb sie folglich auch in der Erforschung von Variablenkon-
zepten besondere Beriicksichtigung erfahren miissen.

Folgerung 2.3 Propddeutische Begriffe besitzen, obwohl sie unbewusst sind,
eine wichtige Rolle in der Begriffsentwicklung.



3 Zur propideutischen Entwicklung von
Variablenkonzepten in der Grundschule

Nachdem im vorangehenden Kapitel die lerntheoretischen Grundlagen dargestellt
wurden, die das Verstindnis von Begriffen und Begriffsentwicklung der Arbeit
beschreiben, werden in diesem dritten Kapitel didaktische Anhaltspunkte fiir die
Erforschung des Aufbaus von Variablenkonzepten erdrtert. Sie stellen die Not-
wendigkeit und den Charakter einer propadeutischen Entwicklung von Variab-
lenkonzepten in der Grundschule heraus und verdeutlichen, wie den verschiede-
nen Forschungsinteressen begegnet werden kann, die in Kapitel 1 herausgearbei-
teten wurden.

Zunichst werden in Kapitel 3.1 zwei grundlegende didaktische Prinzipien (das
genetische Prinzip und das Spiralprinzip) und ihre Bedeutung fiir die empirische
Studie beschrieben. Im Anschluss sollen Diskussionspunkte und Ergebnisse aus
der einschligigen internationalen Forschung dargestellt werden, welche sich mit
der Algebra in der Grundschule beschéftigt und bereits untersuchte Mdoglichkei-
ten und Herausforderungen der Anbahnung algebraischen Denkens in den unteren
Jahrgangsstufen aufzeigt (Kapitel 3.2).

Im Rahmen einer propéddeutischen Entwicklung von Variablenkonzepten in der
Grundschule, in welcher es nicht um die Einflihrung und Verwendung von sym-
bolischen Notationsweisen, sondern um die Anbahnung fundamentaler Begriffe
geht, spielen Sprache und Wortvariablen eine bedeutende Rolle. Diese wird in
Kapitel 3.3 unter Riickgriff auf die phylogenetische Entwicklung der algebrai-
schen Sprache und vor dem Hintergrund des Prinzips der fortschreitenden Sche-
matisierung beleuchtet.

In Kapitel 3.4 werden schlieBlich die didaktischen Anhaltspunkte fiir die Ausei-
nandersetzung mit der Entwicklung von Variablenkonzepten zusammengefasst
und daraus entstehende Konsequenzen fiir das Forschungsinteresse dieser Arbeit
abgeleitet.

3.1 Didaktische Grundlagen

In Kapitel 1 wurden aus dem beschriebenen Spannungsverhiltnis, welches zwi-
schen der Bedeutung von und den Problemen mit Variablen in der elementaren
Algebra besteht, verschiedene Forschungsfelder herausgearbeitet, die in der ma-
thematikdidaktischen Forschung wachsendes Interesse hervorrufen. Im Fokus

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 4,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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stehen dabei einerseits die Lernprozesse der Schiilerinnen und Schiiler beim Auf-
bau von Variablenkonzepten und andererseits forderliche Lernkontexte, welche
die Entwicklung von tragfahigen Variablenkonzepten initiieren.

Die Auffassung, dass diese Forschungsfelder untrennbar miteinander verbunden
sind und somit auch nur ganzheitlich untersucht werden kdénnen, ist maB3geblich
fiir das Forschungsinteresse der vorliegenden Arbeit. Es werden deshalb in Kapi-
tel 3.1.1 die Verbindung zwischen der Erforschung von Lernprozessen und Lern-
kontexten herausgestellt und die hieraus resultierenden Folgerungen fiir das Vor-
gehen der Arbeit aufgezeigt. Dazu werden in Kapitel 3.1.1.1 zundchst grundle-
gende Sichtweisen auf mathematische Lernprozesse und deren Beobachtung
dargelegt, die richtungsweisend fiir die Erforschung des Aufbaus von Variablen-
konzepten sind. Darauf aufbauend wird anschlieBend unter Riickgriff auf das
genetische Prinzip verdeutlicht, dass die Genese des kindlichen Denkens und die
Genese des mathematischen Inhalts einen untrennbaren Prozess bilden (DEWEY
1974), der an den Lernkontext gebunden ist und folglich auch nur vor dessen
Hintergrund ganzheitlich untersucht werden kann (Kapitel 3.1.1.2).

In der vorliegenden Untersuchung wird der Aufbau von Variablenkonzepten nicht
bei der Einfiilhrung von Buchstabenvariablen in der 7. Jahrgangsstufe (wie bei-
spielsweise bei MELZIG 2010; BERTALAN 2007b), sondern die propddeutische
Entwicklung der Begriffe im Grundschulalter in den Blick genommen. Die Griin-
de fiir das Interesse an der Erforschung der propéddeutischen Entwicklung von
Variablenkonzepten im Primarbereich werden in Kapitel 3.1.2 durch eine Anbin-
dung an das Spiralprinzip dargelegt, welches die Notwendigkeit einer friithzeiti-
gen Entwicklung von Variablenkonzepten aufzeigt.

3.1.1 Das genetische Prinzip

Betrachtet man die in Kapitel 1.3 aufgefiihrten Forschungsfelder im Hinblick auf
ihre Verortung in der Mathematikdidaktik, so l4sst sich zunichst feststellen, dass
die Fragen nach den Denkprozessen der Kinder und nach der Entwicklung von
geeigneten Lernumgebungen zur Férderung und zur Initiierung von Lernprozes-
sen recht unterschiedliche Ziele der mathematikdidaktischen Forschung verfol-
gen. STEINBRING (1998b) beschreibt zwei Ausrichtungen der Mathematikdi-
daktik und unterscheidet dabei zwischen konstruktiver Mathematikdidaktik, wel-
che sich mit der Initiierung von Lernprozessen beschiftigt (u.a. durch die Kon-
struktion von guten Lernumgebungen), und analytischer (auch als rekonstruktiv
bezeichnete) Mathematikdidaktik, die sich vor allem das Verstehen von Lernpro-
zessen zum Ziel setzt. Die rekonstruktive Mathematikdidaktik trigt zur Verbesse-
rung des Mathematikunterrichts bei, indem sie versucht, die ,,mathematischen
Wissenskonstruktionen im Kontext sozialer Lehr- und Lernprozesse theoretisch
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zu erkliren® (NUHRENBORGER & SCHWARZKOPF 2010a, 13). Mit der
Moglichkeit, Lernprozesse und Unterrichtsinteraktion nachzuvollziehen, nimmt
sie indirekter Einfluss auf den Mathematikunterricht als die konstruktive Mathe-
matikdidaktik, deren Resultate oftmals direkt auf den Unterricht beziehbar und
gegebenenfalls auch direkt anwendbar bzw. umsetzbar sind. Dafiir zielt die theo-
retische Explizierung von Lern- und Unterrichtsprozessen auf grundlegende Ver-
anderungen zur Verbesserung von Unterricht und bietet ,,Lehrkriften neue Mittel
zur Diagnose und Analyse alltdglicher eigener Unterrichtsprozesse® (ebd). Kon-
struktive und rekonstruktive Mathematikdidaktik stellen sich als zwei komple-
mentdre, sich gegenseitig fordernde Teilgebiete der mathematikdidaktischen
Forschung dar. Die in Kapitel 1.3 aufgefiihrten Forschungsfelder lassen sich
hinsichtlich dieser Unterscheidung einordnen. Die Fragen Wie ldsst sich die Ent-
wicklung tragfihiger Variablenkonzepte fordern? und Wie ldsst sich die Kluft
zwischen Arithmetik und Algebra verkleinern? mit ihrer Zielsetzung der Initiie-
rung von Lernprozessen gehdren der konstruktiven Mathematikdidaktik an. Die
Erforschung der Entwicklung von tragfihigen Variablenkonzepten hingegen lasst
sich in die rekonstruktive Mathematikdidaktik einordnen. Die vorliegende Arbeit
mochte sich explizit beider Forschungsfelder und aller aufgezeigten Fragen in
ganzheitlicher Weise annehmen und verortet sich damit sowohl in der konstrukti-
ven wie auch in der rekonstruktiven Mathematikdidaktik. Diese Verbindung der
Erforschung der Denkprozesse der Kinder und der Lernkontexte wird durch die
der Arbeit zugrundeliegende genetische Sichtweise auf Lernprozesse begriindet,
die deshalb im Folgenden zunédchst im Kapitel 3.1.1.1 durch eine Darstellung der
zentralen mathematikdidaktischen Leitideen Kompetenz-, Prozess- und Subjekto-
rientierung vorbereitet und anschlieend in Kapitel 3.1.1.2 beschrieben wird.

3.1.1.1 Kompetenz-, Prozess- und Subjektorientierung als grundlegende
Sichtweisen der Mathematikdidaktik

Als zentrale Sichtweisen auf das Lernen von Mathematik im Unterricht be-
schreibt SELTER (2005; 2006) Kompetenz-, Prozess- und Subjektorientierung.
Diese ineinander spielenden Perspektiven auf Kinder als selbstverantwortliche
Subjekte des Lernens, auf das Vertrauen in deren individuelle Lernwege und auf
die Mathematik als Tatigkeit (FREUDENTHAL 1982) anstelle eines fertigen
Regelwerks bilden Grundlage fiir die vorliegende Arbeit und werden deshalb im
Folgenden skizziert.

Im Sinne der Subjektorientierung beriicksichtigt guter Unterricht die individuel-
len Lernwege der Kinder, geht sensibel auf die Denkprozesse der Lernenden ein
(SELTER & SPIEGEL 1997) und wird gestaltet unter der Annahme, dass Kinder
grundsétzlich anders denken, ,,als Erwachsene denken, als Erwachsene es vermu-
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ten, als Erwachsene es mochten, als andere Kinder und als sie selbst (SELTER
2005, 9).

Die Bedeutung einer Wahrnehmung von individuellen Lernwegen soll anhand
eines Beispiels zu Besonderheiten beim Zadhlen von Schulanfingern aus ,Wie
Kinder rechnen’ von SELTER & SPIEGEL (1997, 49&80) verdeutlicht werden.
So ist es nicht selten, dass Kinder beim Erwerb der Zahlwortreihe wahrend des
Zihlprozesses folgende Passage durchlaufen: ,,achtundneunzig, neunundneunzig,
hundert, einhundert, zweihundert, dreihundert, vierhundert, ...“ Bei genauerer
Betrachtung ldsst sich in diesem ,Fehler* ein kreativer Konstruktionsprozess der
Lernenden erkennen, welche sich den Verlauf der unbekannten Zahlwortreihe aus
dem bereits bekannten Zahlenraum herleiten und dessen Bauprinzip iibertragen.
So wird im Zahlenraum bis hundert sukzessiv zunéchst der erstgesprochene Einer
erhoht (ein-unddreiBig, zwei-unddreiBig, drei-unddreiBig, usw.). Eine Ubertra-
gung dieser ZahlregelmaBigkeit fiihrt bei Uberschreitung des Hunderters zu der
Zahlenfolge ein-hundert, zwei-hundert, drei-hundert usw. Durch eine kompetenz-
orientierte Betrachtung dieser Zahlprozesse ldsst sich erkennen, dass hinter zu-
nichst vermeintlichen ,Fehlern der Kinder verniinftige und ebenfalls kreative
Uberlegungen stecken, die eher einer Wiirdigung als einem Abtun als falsche,
irrationale Denkweisen bediirfen (vgl. SPIEGEL & SELTER 2006; SPIEGEL &
SELTER 2003).

Eine Kompetenzorientierung beachtet vorrangig die bereits vorhandenen Leistun-
gen und Fahigkeiten der Kinder. ,,Man bemiiht sich, deren Denkweisen als prin-
zipiell sinnvolles Vorgehen zu verstehen und ihnen dieses auch zu signalisieren‘
(SPIEGEL & SELTER 2003, 47). Wie beim Erwerb der Zahlwortreihe aktivieren
Schiilerinnen und Schiiler ihr im Grundschulunterricht erworbenes arithmetisches
Wissen in dem neuen Gebiet der Algebra (MACGREGOR & STACEY 1997). In
Kapitel 1.2 wurde beschrieben, dass in der elementaren Algebra jedoch viele aus
dem Grundschulunterricht bekannte Zeichen (z.B. das Gleichheitszeichen) nun
mit neuen erweiterten Bedeutungen versehen werden. In der dargestellten Litera-
tur wird beschrieben, dass genau dann Schwierigkeiten im Algebraunterricht
entstehen konnen, wenn Lernende hier ihr Wissen aus der Arithmetik nutzen. Wie
im Beispiel zum Zahlen von Schulanfiangern, entsprechen das alte Bauprinzip, die
alten Regeln der Arithmetik und die alte Bedeutung der bisher so scheinbar ver-
trauten Zeichen eben nicht den Konventionen der elementaren Algebra.

Obwohl MALLE (1986b, 11) bereits 1986 schreibt, dass auch in der elementaren
Algebra Kinder ihre ,,eigene Logik™ nutzen, deren Nachvollzug sowohl fiir die
Forschung als auch fiir die Lehrkraft im Unterricht gewinnbringend sein kann,
kann man die Hinwendung zur Kompetenzorientierung in der internationalen
Forschung zur elementaren Algebra etwa in die Neunziger datieren. Seitdem liegt
der Fokus vieler Arbeiten nicht mehr auf den Fehlern und Problemen der Schiile-
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rinnen und Schiiler in der Algebra, sondern beschiftigt sich mit den Kompetenzen
und dem Vorwissen von Schiilern sowie mit den Fragen um das Wesen der ele-
mentaren Algebra und der Entwicklung des algebraischen Denkens auf der
Grundlage konstruktivistischer Sichtweisen auf die Lernprozesse der Kinder (vgl.
KIERAN 2007). Die so gewonnenen Ergebnisse von Studien, die sich mit den
Kompetenzen befassen, die bereits Grundschulkinder im Bereich des algebrai-
schen Denkens vorweisen, wurden in Kapitel 3.1.2.2 dargestellt.

Seit der kognitiven Wende Mitte des 20. Jahrhunderts und der Verbreitung kon-
struktivistischer Erkenntnistheorien versteht man Kinder, wie auch Erwachsene
als aktive Konstrukteure ihres Wissens (vgl. Kapitel 2.1). Mit dieser Fokussie-
rung auf die Lernenden wéchst auch das Verstindnis der Individualitdt der Lern-
wege, denn ein aktiver Lernprozess gestaltet sich zwingenderweise als ein Lern-
prozess auf ,eigenen Wegen‘ (SELTER 1994; 2005). Den individuellen Denkwe-
gen der Kinder muss sich nun die Lehrkraft ndhern, sodass ,,sich das Kind zu-
nichst der Lehrerin verstdndlich macht — nicht umgekehrt“ (WIELPUTZ 1998,
10). Lernwege verlaufen dabei jedoch nicht geradlinig, sondern enthalten not-
wendige Umwege, Riickschritte und Spriinge (HENGARTNER 1992), die einen
Nachvollzug zur herausfordernden Aufgabe werden lassen.

Im Hinblick auf eine subjekt- und kompetenzorientierte Sichtweise auf das Ler-
nen erweist es sich von zentraler Bedeutung, welches Vorwissen Kinder fiir den
konstruktiven Aufbau des Variablenbegriffs mitbringen um Ankniipfungspunkte
aufzuspiiren. Dabei darf unter dem Begriff Vorwissen nicht nur der Besitz von
Faktenwissen verstanden werden, denn es umfasst vielmehr die Denk- und Vor-
gehensweisen und die Art der Lernbildungsprozesse, welche Kinder auf propi-
deutischer Ebene im Hinblick auf den Aufbau von Variablenkonzepten zu leisten
vermogen. Diese Perspektive ist unweigerlich verbunden mit der Auffassung der
Mathematik als Prozess, anstelle eines Fertigproduktes, das sich als Faktenwissen
in den Kopfen der Kinder ansammelt (SELTER 2006). Diese Auffassung trigt
der in Kapitel 1.1.2 dargestellten Beschreibung der Algebra als eine Reihe von
Tatigkeiten innerhalb der Mathematik als Téatigkeit (FREUDENTHAL 1973;
1991) Rechnung. Lernprozesse stellen sich dann nicht mehr als Anhdufung von
fertigem Wissen dar, sondern als eine Ausbildung einer Geisteshaltung, die in den
Prozessen des Mathematiktreibens deutlich wird (FREUDENTHAL 1982). Auch
die elementare Algebra lisst sich so folglich nicht durch das Auftreten von algeb-
raischen Objekten (wie Variablen oder Gleichungen) erkennen, sondern wird in
algebraischen Tatigkeiten im Mathematiktreiben sichtbar.
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3.1.1.2 Die genetische Sichtweise auf mathematische Lernprozesse

Gerade das Zusammenspiel der oben beschriebenen Perspektiven ist bedeutsam
fiir die genetische Sichtweise auf mathematische Lernprozesse, die im Rahmen
dieser Arbeit eingenommen wird. Eine reine kindorientierte Auffassung, Kinder
nicht als unvollstindige Erwachsene zu sehen, die durch Belehrung ihr fehlerhaf-
tes Denken nach und nach durch sinnvolles Erwachsenendenken ausbessern,
gehort bereits zum Gedankengut der Reformpédagogik (OELKERS 1996). Dort
verbreitet sich die padagogische Grundidee, Kinder als aktive Subjekte ihres
Lernens wahrzunehmen und ihnen das Recht einer freien Entfaltung der Person-
lichkeit einzurdumen. GLASER (1920) beschreibt die Forderung nach Achtung
vor dem kindlichen Denken wie folgt:

,,Das Kind fordert, und seine erste und oberste Forderung ist die, da wir es
ernst nehmen; das ist dasselbe wie Wahrhaftigkeit. Wir sind werdende und
seiende Menschen; etwas anderes ist auch das Kind nicht. Wozu also unsere
Verstellung ihm gegeniiber, als ob wir nicht Werdende seien, all das Theater
von Wiirde, Vollkommenheit und Herablassung. (GLASER 1920, 74)

Viele reformpiddagogische Ansitze pliddieren dabei allerdings fiir eine bedin-
gungslose Orientierung am kindlichen Denken, was Kritiker die Bedeutsamkeit
der Fachorientierung vermissen ldsst. DEWEY (1974) betont 1902 in seinem
Werk The Child and the Curriculum bereits die Notwendigkeit einer Balance
zwischen Kind- und Fachorientierung (WITTMANN 1995a; 2003), welche das
Verstiandnis der genetischen Sichtweise auf mathematische Lernprozesse konsti-
tuiert.

,msProgressive Pddagogen® erwarten vom Kind, dal es Erkenntnisse aus sei-
nem eigenen Geiste heraus ,,entwickelt, da3 es sich Dinge ausdenkt oder fiir
sich ausarbeitet, ohne ,,fachliche Rahmenbedingungen® zu bendtigen. Aus
dem Nichts kann aber nichts entwickelt werden. Entwicklung heif3t nicht, daf3
dem kindlichen Geist irgend etwas entspringt, sondern, daf3 substantielle Fort-
schritte gemacht werden, und das ist nur moglich, wenn eine geeignete Ler-
numgebung zur Verfiigung steht. Die Kinder miissen zwar von sich aus arbei-
ten, aber wie sie arbeiten, wird fast ganz von der Lernumgebung und dem
Stoff, an dem sie sich {iben, abhidngen. Das Problem der Richtungsgebung ist
so das Problem, geeignete Anregungen fiir das Kind auszuwihlen, die bei der
Gewinnung der neuen Erfahrung wirksam werden sollen. Es ist unmdglich zu
sagen, welche neuen Erfahrungen wiinschenswert und welche notwendig sind,
wenn man die Entwicklungsrichtung nicht kennt“ (DEWEY 1974, {ibersetzt
von WITTMANN 1996, 4)

Im Gegensatz zu reformpiddagogischen Ansitzen impliziert die heutige Auffas-
sung eine Orientierung am Denken der Kinder im Sinne SELTERS Subjektorien-
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tierung (2005; 2006) die von DEWEY proklamierte notwendige fachliche Per-
spektive. So spricht SELTER (2005, 12) von einem ,,produktiven Spannungsver-
hiltnis zwischen Offenheit und Zielorientierung™, welches einen genetischen
Mathematikunterricht ausmacht (SELTER 1997).

Von Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit ist dabei, dass das genetische Prinzip
nicht nur die Bedeutsamkeit des fachlichen Kontextes aufzeigt, deren Rolle im
konstruktivistischen Lernverstdndnis bereits in Kapitel 2.1 dargestellt wurde,
sondern ebenso die unauflésliche Verbindung zwischen kindlichem Lernprozess
und der Mathematik beschreibt, die DEWEY (1974, iibersetzt von WITTMANN
1996, 4) wie folgt darstellt:

,,Wir sollten weder den Stoff als fest und fertig und auBerhalb der kindlichen
Erfahrungswelt stehend betrachten, noch die kindliche Entwicklung als starr
und unbeeinflulbar ansehen. Das Kind und die Fachinhalte sind vielmehr Po-
le, die einen einzigen Prozef3 definieren.*

Erst auf der Grundlage des oben beschriebenen Verstindnisses der Mathematik
als Prozess (vgl. Kapitel 3.1.1.1) 1dsst sich die Bedeutung von DEWEYS ,Prozel3’
erfassen, denn Lernen bedeutet eben nicht eine Entwicklung des kindlichen Den-
kens in der Auseinandersetzung mit der fertigen Mathematik, sondern eine ganz-
heitliche Genese der Mathematik als Tdtigkeit und des kindlichen Denkens.

Vor dem Hintergrund dieser Sichtweise bedeutet die Erforschung der Entwick-
lung von Variablenkonzepten eine Beobachtung der kindlichen Denkprozesse,
wie auch der Mathematik (hier also des Variablenbegriff) in ihrer Prozesshaf-
tigkeit. Demzufolge sind Variablen nicht als fertige Konstrukte zu verstehen,
denen sich Kinder durch geeignete Lernkontexte ndhern und die sie schlieBlich
moglichst im intendierten normativen Sinne iibernehmen, sondern auch der Vari-
ablenbegriff entwickelt sich im Begriffsbildungsprozess des Kindes in der Ausei-
nandersetzung mit dem dargebotenen Lernkontext.

FREUDENTHAL (1978, 72) spitzt diese Verbindung zwischen Fach und Lern-
prozess noch weiter zu, wenn er schreibt, dass die Mathematik als Tatigkeit (hier
das Mathematisieren) nicht auBlerhalb der Betrachtung von Lernprozessen beo-
bachtet werden kann.

,Yet where can students, and where can their trainers, find an exposition of
mathematising, its tactics and strategies, neatly divided into chapters, sections
and subsections? The answer is simple: Nowhere. Indeed nowhere, because
all this is implicit, included in our mathematical activity, and this lack of ex-
plicitness is its strength. It is our habit and second nature, and therefore is it
hard to analyse it by introspection. But there is a mighty method to discover
it: the observation and intelligent analysis of the learning processes of others.
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All that is a pedestrian habit in ourselves becomes a fundamental discovery as
soon as we see it arising in the activity of younger, less skilled persons;*

Eine Beriicksichtigung der genetischen Sichtweise bedeutet fiir die vorliegende
Arbeit zum einen, die Perspektiven vom Kind und vom Fach aus bei der Erfor-
schung der Entwicklung von Variablenkonzepten von Anfang an ganzheitlich zu
integrieren und zum anderen, den Lernkontext'® aufgrund der dargestellten Ver-
flechtung von Lernprozess und -kontext in den Fokus der Forschung zu riicken.

Die volle Bedeutung des genetischen Prinzips fiir die vorliegende Arbeit kann
iiber die hier dargestellte didaktische Betrachtung hinaus erst an spiterer Stelle
gewonnen werden, nachdem die hier angedeuteten Verbindungen zwischen der
mathematischen Tatigkeit (des Verallgemeinerns vgl. Kapitel 4), den konzipierten
Lernumgebungen der empirischen Untersuchung (vgl. Kapitel 5) und den Lern-
prozessen der Schiilerinnen und Schiilern konkretisiert werden. In Kapitel 5.3
wird das genetische Prinzip deshalb erneut aufgegriffen und dessen Auswirkung
auf die Forschungsfragen der empirischen Untersuchung aufgezeigt.

3.1.2 Das Spiralprinzip

Neben der oben beschriebenen genetischen Sichtweise auf mathematische Lern-
prozesse, soll als zweites grundlegendes didaktisches Prinzip das Spiralprinzip
beschrieben werden, welches das Vorhaben der vorliegenden Arbeit begriindet,
die Entwicklung von Variablenkonzepten in ihrer Propadeutik, also bei Lernen-
den der Grundschule zu untersuchen. Das Spiralprinzip wird heute als eines der
zentralsten Prinzipien der Mathematikdidaktik gesehen. Es basiert auf der pédda-
gogischen Forderung BRUNERS (1970, 26f), die grundlegenden Ideen der Ma-
thematik bereits frithzeitig auf einer dem Kind zuginglichen Weise und mit ei-
nem ,,Nachdruck auf dem intuitiven Erfassen und Gebrauchen* an die Lernenden
heranzutragen und diese dann im folgenden Curriculum auf wachsendem Niveau
aufzugreifen und zu erweitern. Grundlegende Begriffe, die fiir den Mathematik-
unterricht bedeutsam sind, sollten folglich so frith wie mdglich an die Kinder
herangetragen werden, wobei das Niveau entsprechend dem Auffassungsvermo-
gen zu wihlen ist. Eine dhnliche Entwicklung von frithzeitigen Lernprozessen
beschreibt auch die Konzeption des Vorgreifendem Lernens, in welcher es ebenso
wenig um das ,Verfrithen erwachsener Mathematik® geht (STREEFLAND 1985,
272), sondern darum ,,die intuitiv vorhandenen Fahigkeiten der Schiiler zu
stirken und fir die Anregung langfristiger Lernprozesse zu nutzen“ (SEL-

3 Mit dem Begriff Lernkontext wird hier und im Folgenden der fachliche Kontext be-

zeichnet, also der mathematische Gegenstand, mit welchem die Lernenden konfrontiert
werden. In der empirischen Studie sind dies die konkreten Lernumgebungen, die an die
Lernenden hergetragen werden.
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TER 1994, 22, Hervorhebung im Original). Um eine spiralformige Entwicklung
der fundamentalen Ideen zu ermdglichen, in welcher bekanntes Wissen immer
wieder auf hoheren Ebenen aufgegriffen und weiterentwickelt wird, gehort zum
vorgreifenden Lernen immer auch ein riickschauendes Lernen. Diese beiden
gegensitzlichen und doch zusammengehdrenden Lernprinzipien benennt FREU-
DENTHAL (1991, 117f) mit dem Begriffspaar prospective und retrospective
learning.

Auf der Basis des Spiralprinzips formuliert WITTMANN (1974, 68) drei grund-
legende Prinzipien fiir den Mathematikunterricht:

= Prinzip des vorwegnehmenden Lernens

Die Behandlung eines Wissensgebietes soll nicht aufgeschoben werden,
bis eine endgiiltig-abschlieBende Behandlung moglich erscheint, sondern
ist bereits auf fritheren Stufen in einfacher Form einzuleiten. [...]

= Prinzip der Fortsetzbarkeit

Die Auswahl und die Behandlung eines Themas an einer bestimmten Stel-
le des Curriculums soll nicht ad hoc, sondern so erfolgen, daf auf hoherem
Niveau ein Ausbau moglich wird. Zu vermeiden sind vordergriindige di-
daktische Losungen, die spéter ein Umdenken erforderlich machen.

= Aufbauprinzip

[...] Die Konstruktion eines Begriffes oder einer Erkenntnis hat der Ana-
lyse voranzugehen. Im Hinblick auf das genetische Prinzip kann man dies
auch so ausdriicken: Die Schaffung von mathematischen Modellen und
einfache Anwendungen (,,In-Gebrauch-Nehmen*) haben der Begriffs- und
Strukturanalyse voranzugehen.*

Die Vorteile, die BRUNER in seiner praskriptiven Beschreibung dem Lehren und
Lernen von fundamentalen Ideen zuspricht, fasst KNOESS (1989, 13) wie folgt
zusammen:

= Der Lehrgegenstand wird fal3licher.

= Einzelheiten werden nicht so schnell wieder vergessen, da sie iiber die ge-
lernte Struktur wieder erschlossen werden konnen.

= Fundamentale Ideen sind das geeignetste Mittel fiir (Ubungs-)Transfer,

= und sie verkleinern den ,,Abgrund“ zwischen elementarem und fortge-
schrittenem Wissen.*

Hierbei ist der zuletzt benannte Aspekt von besonderem Interesse fiir die elemen-
tare Algebra. So neigt der Mathematikunterricht doch gerade in der Algebra dazu,
fundamentale Ideen, wie auch die der Variablen, erst relativ spét einzufiihren, da
der formale und abstrakte Charakter und die Komplexitit der Begriffe dem Ver-
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stédndnis jiingerer Kinder nicht zugénglich zu sein scheinen. Gerade fiir die Algeb-
ra betont BRUNER (1970) jedoch diesen propiddeutischen Zugriff auf die funda-
mentalen Ideen:

,»Nur wenn solche Grundbegriffe in einer formalisierten Ausdrucksweise, wie
bei mathematischen Gleichungen oder sprachlich komplizierten Gedanken-
gingen, vorgetragen werden, liegen sie au3erhalb der Reichweite des jiingeren
Kindes, wenn es nicht zuvor Gelegenheit hatte, sie intuitiv zu verstehen und
selbst auszuprobieren.” (BRUNER 1970, 26).

Das frithzeitige Anbahnen der fundamentalen Ideen muss nach BRUNER (1970)
mit ,intellektueller Redlichkeit* geschehen. Dies bedeutet, dass die Schiilerinnen
und Schiiler zwar den zu erlernenden Begriff zunédchst nur auf einem grundlegen-
den Niveau erarbeiten, sich dieser aber dann ohne Briiche weiterentwickeln las-
sen muss. Ebenso bezieht sich diese Aussage auch auf grundlegende Tdtigkeiten
der Mathematik, die in frilheren Jahrgangsstufen nicht auf demselben Niveau
ausgefiihrt werden konnen, wie in spéteren Jahrgangstufen, in welchen vielleicht
andere formale Hilfsmittel zur Verfligung stehen, jedoch betont BRUNER (1970,
27), dass ,,der Unterschied [...] im Niveau, nicht in der Art der Tatigkeit™ liegt. In
Kapitel 1.1.2 wurde die elementare Algebra unter anderem als eine Reihe von
Tdtigkeiten innerhalb der Mathematik als Tatigkeit dargestellt. Denkhandlungen,
die den typischen Charakter algebraischen Denkens bilden, wie beispielsweise
das Verallgemeinern, Abstrahieren, Analysieren, Strukturieren und Restrukturie-
ren (vgl. HEFENDEHL-HEBEKER 2007, 180), stellen deshalb ebenso Tatigkei-
ten dar, die von jiingeren Kindern auf einem anderen Niveau ausgefiihrt werden
konnen, als auf der von Schiilerinnen und Schiilern in der Sekundarstufe erwarte-
ten Ebene.

Ganzheitlicher Mathematikunterricht muss die fundamentalen Ideen der elemen-
taren Algebra im Sinne des Spiralprinzips entwickeln. Die fundamentalen Ideen
der Arithmetik ,,Rechnen, Rechengesetze, Rechenvorteile” und ,,arithmetische
GesetzmiBigkeiten und Muster” (vgl. WITTMANN & MULLER 2004a), verwei-
sen von ihrem Wesen her auf die Algebra (WITTMANN 1997). Eine kiinstliche
Trennung der eigentlich so verwandten Teilgebiete der Arithmetik und Algebra
hingegen ldsst eben jene Umbriiche im Lernprozess entstehen, die in Kapitel 1.2
als ,cognitive gap‘ beschrieben wurden (vgl. SIEBEL & FISCHER 2010;
SCHLIEMANN ET AL. 2007).

3.2 ,Early Algebra’

Im vorherigen Kapitel wurde die Notwendigkeit aufgezeigt, Variablenkonzepte
im Sinne des Spiralprinzips und des vorgreifenden Lernens friihzeitig anzubah-
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nen. Damit wird nicht nur das Ziel verfolgt, den Aufbau der fiir den Mathematik-
unterricht so fundamentalen Konzepte der Variablen zu férdern, sondern eben-
falls die bestehende Kluft zwischen Arithmetik und Algebra (vgl. ,cognitive gap‘
Kap. 1.2) zu iiberwinden und eine Kontinuitdt im Unterricht der Primar- und
Sekundarstufe herzustellen.

Das Interesse einer Forderung des algebraischen Denkens in der Grundschule hat
sich im Laufe der letzten zwei Jahrzehnte international verbreitet, auch wenn
dabei selten auf die oben dargestellten didaktischen Hintergriinde des Spiralprin-
zips und des vorgreifenden Lernens zuriickgegriffen wird. Besonders in den USA,
in welcher die Algebra sehr lange Zeit in Kursen strikt getrennt und isoliert be-
handelt wurde und nur der elitdren Schiilerschaft zugidnglich war (KILPATRICK
& 1ZSAK 2008; CHAZAN 2008; KAPUT 2008), hat sich eine Bewegung zur
Integration der Algebra in den reguldren Mathematikunterricht und damit gleich-
zeitig auch in den Unterricht der unteren Jahrgangsstufen unter dem Namen
,Early Algebra® gebildet."* Mittlerweile haben sich die Grundideen dieser Re-
form in den NCTM Standards (NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF
MATHEMATICS 2000), mit der Vorschule beginnend, fest etabliert. Bis die
Ziele der Early Algebra Anklang in der internationalen mathematikdidaktischen
Forschung fanden, gab es viele Kontroversen um die Frage, ob es sinnvoll ist,
algebraisches Denken bereits in die unteren Jahrgangsstufen zu integrieren, was
sicherlich auch den verschiedenen umstrittenen Ansitzen zur Umsetzung dieser
Idee zuzuschreiben ist'.

Auch in Deutschland, in welchem man sich mit den gleichen in Kapitel 1.2 be-
schriebenen didaktischen Problemen der elementaren Algebra konfrontiert sieht,
werden die Schwierigkeiten im Umgang mit Variablen bereits oftmals der spéten
Einfithrung und dem {iiberlasteten Lehrplan zugeschrieben, welcher die schnelle
Hinfiihrung und anschlieBende Uberbetonung des Kalkiils fordert. So beschreibt
KOPP (1996) die Situation der Einfithrung von Variablen in der 7. Jahrgangstufe
wie folgt:

,»Man beginnt, sich erstmals bewulit mit Termen zu beschéftigen, die Buch-
staben enthalten; bis zum Ende des 7. Schuljahres muf3 dann bereits eine Fiille
von Gesetzen und Umformungsregeln gelernt sein. Den Schiilern bleibt dabei
kaum Zeit, mit dieser neuen Seite der Mathematik vertraut zu werden. So ge-
raten Fragen nach dem Sinn des Variablenkonzepts schnell in den Hinter-

Fiir einen Uberblicksartikel und eine grundsitzliche Diskussion der ,,Early Algebra*
siche CARRAHER & SCHLIEMANN 2007.

'3 Umstritten sind zum Beispiel die Ansitze DAVYDOVS (1975) (vgl. dazu Kritik von
FREUDENTHAL 1986; 1974). Fiir aktuelle Projekte zu diesem Ansatz siche DOU-
GHERTY 2008.
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grund, schon nach kurzer Zeit werden sie nicht mehr gestellt. Der Lehrer steht
vor einem umfangreichen Lehrplan, dem er gerecht werden muf, und aus
Schiilersicht ist es dann wichtiger, sich mit den Variablen zu arrangieren, sie
zur Zufriedenheit des Lehrers zu verwalten.” (KOPP 1996, 524)

Bei den folgenden Ausfiihrungen zur Early Algebra geht es vor allem darum,
deren allgemeine Zielsetzungen und Grundlagen zu beschreiben (Kapitel 3.2.1)
und Ergebnisse der einschldgigen Forschung zu Kompetenzen von Grundschul-
kindern aufzuzeigen (Kapitel 3.2.2), um hieraus didaktische Schlussfolgerungen
fiir die empirische Studie ziehen zu konnen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung
der verschiedenen existierenden Ansétze erscheint aufgrund ihrer Vielfalt fiir die
vorliegende Arbeit nicht sinnvoll. Stattdessen wird in Kapitel 4 der Ansatz des
Verallgemeinerns detailliert betrachtet, der sich vor den dargelegten lerntheoreti-
schen und didaktischen Hintergriinden als gewinnbringend fiir die Arbeit erweist.

3.2.1 Algebraisierung des Mathematikunterrichts der Grundschule

Kritik an der Early Algebra, die zunichst nicht nur von Seiten der Forschung,
sondern auch der Lehrkrifte, beziiglich der Thematisierung von Algebra in der
Grundschule geduBert wurde, kann im Wesentlichen wie folgt zusammengefasst
werden (vgl. auch KAPUT 2008a).

Warum sollten die Schiilerinnen und Schiiler in der Primarstufe bereits mit Inhal-
ten konfrontiert werden, die in der Sekundarstufe Schwierigkeiten bereiten?
Miisste man nicht davon ausgehen, dass dieser Stoff so schwer ist, dass man ihn
eher nach hinten verlagern miisste, anstatt nach vorne? Und ist das Lernpensum
in der Grundschule nicht bereits so umfangsreich, dass es keinen Platz mehr fiir
zusdtzliche Inhalte bietet?

In der Tat kann man diesen Zweifeln schnell zustimmen, wenn man mit dem
Begriff ,Algebra‘ fiir die Grundschule jene Algebra assoziiert, die aus dem Se-
kundarstufenunterricht bekannt ist und die jene Schwierigkeiten mit sich bringt,
die in Kapitel 1.2 dargestellt wurden. Die Vorstellung, die dabei zu Recht heran-
gezogen wird, beschreiben KAPUT ET AL. (2008a, XVIII) mit den Worten ,,al-
gebra-as-we-were-taught-it  follows arithmetic-as-we-were-taught-it“. Darauf
aufbauend wird teilweise die Ansicht vertreten, dass in der Primarstufe hochstens
eine propadeutische Anbahnung von algebraischem Denken stattfinden kann, da
zundchst kognitive Kompetenzen und arithmetische Fahigkeiten solide ausgebaut
sein miissen, bevor sich algebraisches Denken entwickeln kann (HERSCOVICS
& LINCHEVSKI 1994). Diese Ansicht, dass Algebra auf der Arithmetik aufbaut,
arithmetische Fahigkeiten also zwingende Voraussetzung fiir das algebraische
Denken darstellen und Algebra deshalb auch nach der Arithmetik unterrichtet
werden muss, fithren auch DETTORI ET AL. (2001) an. PIAGET (2003, 118f;
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PIAGET & INHELDER 1972) geht in seinem Stufenmodell der kognitiven Ent-
wicklung zudem davon aus, dass Kinder erst in der Stufe des formalen Denkens
(also ab ca. 11/12 Jahren) zu in der Algebra benétigten formalen Denkhandlungen
in der Lage sind. So ordnet KUCHEMANN (1978) auch das Verstindnis der drei
Variablenbegriffe Unbekannte, Unbestimmte und Variable dieser Stufe zu.

MACGREGOR & STACEY (1997) betrachten diese Sichtweise auf das Lernen
von Algebra als zu unzuldnglich und wenig hilfreich. Durch die Aussage, dass
Kinder zunichst ein gewisses kognitives Level erreicht haben miissen, um Vari-
ablen angemessen zu interpretieren, konnen weder Fehler oder Fehlvorstellungen
der Kinder erklért noch Ursachen gefunden und erst recht keine Verbesserung der
Situation erzielt werden. Sie zeigen in einer breiten Studie auf, dass hinter den
schlechten Algebraleistungen der Kinder mehr Griinde liegen als eine fehlende
kognitive Entwicklung. Fehler entstehen unter anderem durch

=  “intuitive assumptions and sensible, pragmatic reasoning about an unfa-
miliar notation system,;

= analogies with symbol systems used in everyday life, in other parts of
mathematics or in other school subjects;

= interference from new learning in mathematics;

= poorly-designed and misleading teaching materials.”

(MACGREGOR & STACEY 1997, 1)

Diese Faktoren werden aber beeinflusst durch den bisherigen und aktuellen Un-
terricht der Lernenden sowie durch die Lernmaterialien.

Um die oben beschriebenen Zweifel auszurdumen, miissen Vertreter der Early
Algebra immer wieder klarstellen'®, dass es bei der Integration algebraischen
Denkens in den Grundschulunterricht nicht um eine verfrithte Einfithrung der
abstrakten algebraischen Inhalte der Sekundarstufen gehen soll. Ebenso wenig
soll Algebra als zuséatzlicher Inhaltsbereich oder zusitzlicher Lernstoff die beste-
henden Standards oder Lehrpléne fiillen. Bei der Integration algebraischen Den-
kens in den Grundschulunterricht sprechen Vertreter vielmehr von einer ,Algeb-
raisierung‘ des gesamten Mathematikunterrichts und gehen dabei von einer sich
gegenseitig bereichernden Wechselbeziehung zwischen Arithmetik und Algebra
aus (vgl. KAPUT & BLANTON 2001, CARPENTER & FRANKE 2001). KA-
PUT & BLANTON (2001) sehen in der Betonung algebraischen Denkens in der
Grundschule die Moglichkeit, ebenfalls dem bestehenden Mathematikunterricht
der Primarstufe mehr Tiefe und Einsicht zu verleihen. WINTER (1982, 196) sieht
die Algebra dabei sogar ,,im Dienst der Arithmetik und des Sachrechnens®, wel-

'® CARRAHER ET AL. (2008) stellen dies beispielsweise in dem Artikel mit dem
gleichnamigen Titel ,,Early Algebra is not the same as Algebra Early* klar.
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che dazu beitrigt ,,das arithmetische Prozessieren zu mehr Durchsichtigkeit und
groBerer Reichhaltigkeit™ zu fiihren.

Der Arithmetikunterricht der Primarstufe darf folglich nicht so aufgefasst werden,
als ginge es vorrangig um das Ausfithren verschiedener Rechenoperationen mit
dem Ziel des Erlangens eines Ergebnisses (KIERAN 1989), denn vielmehr geht
es um die den Rechnungen zugrunde liegenden allgemeinen Handlungen und
GesetzmaBigkeiten, welche die Kinder verallgemeinern und verinnerlichen sol-
len.

,,When we teach arithmetic, whether we realize it or not, our real aim is to
teach algebra. For it is extremely unlikely that our children will ever meet in
later life the exact numbers they had in any problem at school. When we give
them any particular exercise, our hope is that they will see that the same
method could be applied to many similar problems. So that even when we are
dealing with the particular numbers of arithmetic, we are hoping to convey
general ideas, which belong to algebra.” (SAWYER 1964, 90f)

Lernende sind also implizit dazu aufgefordert, in den Rechnungen das Allgemei-
ne zu sehen, was in Kapitel 3 als eine typisch algebraische Denkhandlung heraus-
gearbeitet wird. Dieser Auffassung folgend beinhaltet der Arithmetikunterricht
bereits sehr viel Algebra, was unweigerlich zu der Einsicht fiihrt, dass Arithmetik
ohne Algebra unmdglich ist (HEWITT 1998). Sobald es im Arithmetikunterricht
nicht vorrangig um das Ausrechnen geht, sondern Rechnungen und Gleichungen
auch auf ihre Struktur hin betrachtet oder allgemeine GesetzmiBigkeiten hinter
den konkreten Zahlenwerten untersucht werden (z.B. in der Gleichung ,,78 — 49 +
49 =78, FUJI & STEPHENS 2008, 127), birgt dies Potential fiir eine propddeu-
tische Entwicklung des algebraischen Denkens und der Variablenkonzepte. Eine
algebraische Sichtweise auf Rechnungen, Terme und Gleichungen vertieft wiede-
rum das Wissen im arithmetischen Kontext (FUJI & STEPHENS 2008).
SCHOENFELD (2008) geht sogar noch einen Schritt weiter und macht den
Arithmetikunterricht mit seiner momentanen Fokussierung auf Algorithmen und
auswendig zu lernenden Rechenregeln fiir die Schwierigkeiten beim Ubergang
von Arithmetik zur Algebra verantwortlich. So fithrt er z.B. fiir das Gleich-
heitszeichen aus:

,,] believe that ,,most arithmetic statements are read as instructions to com-
pute” because they are taught as such, without an eye toward the future use of
the symbols. On the basis of repeated experience with arithmetic examples in
which arithmetic statements are treated as instructions to compute, it is only
natural that students will come to understand them that way.” (SCHOEN-
FELD 2008, 489).
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Fiir WARREN (2001a; 2001b) zeigt sich die Uberbetonung der Algorithmen und
des Ausrechnens im Unterricht beispielsweise, wenn Schiilerinnen und Schiiler
am Ende der Grundschulzeit nur unzureichendes Verstindnis der Kommutativitét
der Addition und Multiplikation zeigen oder aber diese Rechengesetze oftmals
auch auf Subtraktion und Division iibertragen. Wird in der Arithmetik hingegen
von Anfang an bereits Wert auf Struktursinn oder den verstdndnisvollen Ge-
brauch von mathematischen Zeichen gelegt, so sicht SCHOENFELD (2008)
hierin eine mdgliche Grundlage fiir eben solche Einsichten in der Algebra. Be-
trachtet man diese Aussage in Verbindung mit den in Kapitel 3.1.2 ausgefiihrten
Uberlegungen zum spiraligen Aufbau der zentralen Ideen der Mathematik, so
lasst sich festhalten, dass ein Arithmetikunterricht nicht den dort formulierten
didaktischen Zielen geniigt, wenn er nicht auch den spéteren Gebrauch und die
Bedeutung mathematischer Zeichen im Auge behilt und den Arithmetikunterricht
nicht aus algebraischer Perspektive betrachtet'”. Stattdessen ldsst er die Ganzheit-
lichkeit auBler Acht, die in vielen Bereichen des Mathematikunterrichts (z.B. bei
der Erarbeitung des Zahlenraums oder des Einmaleins) langst zur Selbstverstiand-
lichkeit geworden ist (vgl. WITTMANN & MULLER 1990; WITTMANN &
MULLER 1992).

Im Arithmetikunterricht kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler auf verschiedenen
Ebenen mit arithmetischen RegelméBigkeiten, Zahlbeziehungen und Gesetzen
konfrontiert werden — entweder in einer metasprachlichen Form, welche die be-
treffenden mathematischen Muster explizit benennt oder anhand von exemplari-
schem Aufzeigen der arithmetischen Besonderheiten, bei welchen die Schiilerin-
nen und Schiiler dann aufgefordert sind, selbst den allgemeinen Charakter des
Musters herauszuarbeiten (PIMM 1987). Im ersten Fall dient die algebraische
Sprache als ,Metasprache der Arithmetik® (PIMM 1987, 164), was eine Isolierung
der Algebra aus dem Arithmetikunterricht undenkbar erscheinen lasst.

Wenn aber Arithmetikunterricht bereits Algebra beinhaltet, so kann fiir eine An-
bahnung des algebraischen Denkens in der Grundschule die Forderung nur lauten,
das Algebraische am Arithmetikunterricht zu explizieren und sichtbar zu machen
(FUJII 2003). Zur Uberbriickung des ,cognitive gaps® (Kapitel 1.2) kann nicht
erst in der Sekundarstufe begonnen werden, algebraische Konzepte aufzugreifen.
Vielmehr ist es Aufgabe des Arithmetikunterrichts, die Beziige, die zwischen
Arithmetik und Algebra bestehen, von Beginn an aufzuzeigen und entsprechende
Bedeutungen, die zum algebraischen Denken fiihren, im Sinne des Spiralprinzips
frithzeitig aufzubauen.

7" Fiir ein Beispiel zum spiraligen Aufbau ,,.Von Punktmustern zu quadratischen Glei-

chungen® siche WITTMANN 1997.
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HEFENDEHL-HEBEKER (2001, 93) vergleicht die Entwicklung des algebrai-
schen Denkens mit der Entwicklung der Zahlbegriffs in der Grundschule, bei
welcher besondere didaktische Sorgfalt aufgebracht wird, wenn ,,der Mathema-
tikunterricht der Grundschule [...] Kinder wesentliche Stufen, die die Geschichte
in Jahrtausenden auf dem Wege von einem gegenstandsbezogenen zu einem
symbolisch eigenstindigen Zahlbegriff durchlaufen hat, im Zeitraffer nacherleben
[lasst]. Fiir den Ubergang von der Arithmetik zur Algebra, welcher eine ebenso
grofle Komplexitit in sich bergen kann, vermisst sie solche didaktischen Hilfen,
weshalb sie die folgenden beiden Fragen aufwirft (HEFENDEHL-HEBEKER
2001, 94):

= _Kann man im Arithmetikunterricht Grunderfahrungen vermitteln, die
sinnvolle Anldsse bieten, Variable und Formeln gedanklich zu konzipie-
ren, und zeigen, dass diese Konstrukte niitzlich sind?

=  Gibt es auf dem Wege vom Zahlenrechnen zur Symbolsprache der ele-
mentaren Algebra vermittelnde Ubergénge und Darstellungsformen, die
eine dhnlich unterstiitzende Funktion {ibernehmen kénnen wie die homo-
genen Hilfsobjekte bei der Zahlbegriffsentwicklung?“

3.2.2 Untersuchungen zu algebraischen Kompetenzen von
Grundschulkindern

In der Diskussion um die Anbahnung der Algebra in der Grundschule haben sich
viele Studien mit den algebraischen Kompetenzen von Schiilerinnen und Schii-
lern der Primarstufe beschiftigt (vgl. AMEROM 2002; CARPENTER & FRAN-
KE 2001; SCHLIEMANN ET AL. 2007; FUJII & STEPHENS 2001; SPECHT
2009; RUSSEL ET AL. 2011 u.a.). Insbesondere beziiglich der Formalisierung,
so beispielsweise des Zeitpunkts, zu welchem Kinder mit Buchstabenvariablen
konfrontiert und an formale Notationsweisen herangefiihrt werden sollten, gibt es
Kontroversen.

So beschiftigen sich einige Studien explizit nur mit der natiirlichen Ausdrucks-
weise der Lernenden und vermeiden jegliche von aullen aufgezwungene Formali-
sierung. Sie zeigen auf, dass Kinder im Arithmetikunterricht bereits eine Vielzahl
an Vorkenntnissen auf informeller Ebene besitzen, welche die Basis fiir algebrai-
sche Denkhandlungen bilden kann. Lernende sind bereits frithzeitig in der Lage,
im Arithmetikunterricht mit ihren eigenen sprachlichen Mitteln, Verallgemeine-
rungen (arithmetische Muster, Zahlbeziehungen oder Rechengesetze) zu erkennen
und zu verifizieren (vgl. CARPENTER & FRANKE 2001; FUJII & STEPHENS
2001; CARPENTER ET AL. 2003; RUSSEL ET AL. 2011; BRITT & IRWIN
2011).
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BASTABLE & SCHIFTER (2008) zeigen zum Beispiel auf, wie Kinder mit ihrer
natiirlichen Sprache in der Lage sind, iiber allgemeine GesetzméBigkeiten der
Arithmetik zu reflektieren und sogar deren Allgemeingiiltigkeit zu begriinden,
wenn sie beispielsweise folgenden Fragen nachgehen:

= Ergeben bei Malaufgaben die Tauschaufgaben immer das gleiche Ergeb-
nis?

= Spielt die Reihenfolge der Zahlen bei Plusaufgaben eine Rolle?

= st es egal, ob ich die kleinere von der groBBeren Zahl abziehe oder von der
kleineren zur grofleren ergdnze?

Andere Studien (wie beispielsweise SCHLIEMANN ET AL. 2007) sprechen
Grundschiilern nicht nur eine Vielfalt von Kompetenzen beziiglich algebraischen
Denkens zu, sondern beschreiben auch ihre Fahigkeiten, algebraische Notations-
weisen zu verstehen und anzuwenden. BRIZUELA & SCHLIEMANN (2004),
CARRAHER ET AL. (2001) und SCHLIEMANN ET AL. (2007) schildern, dass
Dritt- und Viertkldssler im Rahmen sinnstiftender Kontexte sowohl Variablen
gebrauchen als auch Diagramme, Funktionsgraphen und —tabellen nutzen und
aufeinander beziehen konnen.

Eine frithe Formalisierung der kindlichen Denkweisen wird in der Literatur je-
doch kontrovers diskutiert. TEPPO (2001) kritisiert die Studien von CARRAHER
ET AL. (2001), da die Autoren bei den Unterrichtsversuchen selbst kaum zwi-
schen den verschiedenen Konzepten von Variablen unterscheiden bzw. diese
vermischen'® und die Vermischung der Konzepte (von Unbekannten und Unbe-
stimmten) auch bei den Kindern nicht zu tragfdhigen Variablenkonzepten fiihren
kann (vgl. Kapitel 1.2). TALL (2001) ist auerdem der Auffassung, dass die
individuellen Vorkenntnisse sowie Denkwege und —hiirden nicht beriicksichtigt
werden, sondern die Nutzung von Variablen unabhingig von den eigenen Denk-
wegen der Kinder eingefiihrt wird. RADFORD (2001b) bezweifelt, dass in den
Untersuchungen von CARRAHER ET AL. (2001) tatsidchlich echte algebraische
Operationen ausgefiihrt werden, wie die Autoren den Kindern zuschreiben, da es
sich in den beschriebenen Beispielen jeweils nur um arithmetische Operationen
handelt und die Variable nur jeweils als Zeichen mitgefiihrt wird, und nicht mit
ihr operiert wird. Auf diese Weise werden die Untersuchungen als kritisch ange-
sehen, da hier frith zu einer formalen Ausdrucksweise gedringt wird, welche die
Kinder zwar bereitwillig iibernehmen und verwenden, aber die hinter den Symbo-

8 Dies zeigt sich oftmals, wenn sie Kontexte nutzen, in denen die Variable als Unbe-

kannte gebrduchlich ist, die Kinder aber dann zu einer Nutzung der Variablen als Un-
bestimmte gedriangt werden, sodass die Lernenden in den Unterrichtsversuchen sichtli-
ches Unbehagen {iber den Nutzen und den Gebrauch von Variablen zeigen (vgl. CAR-
RAHER ET AL. 2000).
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len stehenden Konzepte der Variablen und die Bedeutung der Terme nicht im
Zentrum der Studien stehen. Stattdessen verstethen CARRAHER ET AL. (2001)
und SCHLIEMANN ET AL. (2007) unter algebraischen Kompetenzen der Kin-
der vorrangig, dass diese die Verwendung von Variablen in den verschiedenen
Kontexten nachvollziehen kénnen und sie zunehmend selbst im Unterricht nut-
zen.

Eine noch frithere Formalisierung befiirworten die auf DAVYDOV (1975) zu-
rlickgehenden Ansétze des Measure Up-Projektes (vgl. DOUGHERTY & SLO-
VIN 2004; SLOVIN & DOUGHERTY 2004; DOUGHERTY 2008), welche die
Lernenden direkt zu Beginn des Mathematikunterrichts, noch vor dem ersten
Kontakt mit der Arithmetik an den Buchstabengebrauch heranfithren. Kritisch
diskutiert werden diese Ansétze vor allem, weil sie einerseits nicht die vorschuli-
schen numerischen Erfahrungen der Lernenden beriicksichtigen (FREUDEN-
THAL 1986; 1974) und andererseits Buchstaben im geometrischen Kontext zur
Einfithrung von Variablen verwenden, vor denen BERTALAN (2007a) warnt, da
sie leicht zur in Kapitel 1.2 beschriebenen Fehlvorstellung von Variablen als
Namen fiithren konnen.

AMEROM (2002) zeigt in ihren Untersuchungen zur Entwicklung der algebrai-
schen Denkens in der Grundschule auf, dass die Schiilerinnen und Schiiler zwar
auf natiirlichem Wege allgemeine Ausdriicke fiir ihre Entdeckungen finden und
auch dazu neigen, diese selbsttitig abzukiirzen, sich jedoch eine zu schnelle Hin-
fiihrung zur symbolischen Schreibweise eher destruktiv auswirkt. Kinder nutzen
in der Studie in einem Unterrichtsversuch inkonsistente Notationsweisen, welche
ebenso vielen mathematischen Konventionen widersprechen. Ein Aufgreifen und
Thematisieren von verschiedenen Bedeutungen von Buchstaben trigt dabei eher
zur Verwirrung, als zur Vertiefung der Konzepte bei. AMEROM (2002) warnt
deshalb vor Euphorie iiber die Kompetenzen der Grundschulkinder und einer
hierdurch entstehenden verfrithten Hinfithrung zur formalen algebraischen Spra-
che.

3.2.3 Zusammenfiihrung der Uberlegung zur propideutischen
Entwicklung von Variablenkonzepten

Die Ausfiihrungen dieses Kapitels zeigen auf, dass eine frithzeitige Entwicklung
des algebraischen Denkens und damit verbunden auch der Variablenkonzepte
nicht nur nach dem Spiralprinzip und dem vorgreifenden Lernen notwendig ist
(Kapitel 3.1.2), sondern belegen auch, dass jiingere Kinder bereits Vorkenntnisse
auf diesem Gebiet mitbringen, welche in den unteren Jahrgangsstufen bereits
entwickelt werden und dabei gleichzeitig den Arithmetikunterricht der Primarstu-
fe vertiefen konnen. Die Idee der Early Algebra wird in der Literatur weiter da-
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hingehend verfolgt, dass Arithmetik und Algebra tiefliegende gemeinsame Cha-
rakteristika besitzen und somit die Arithmetik nicht als ein von der Algebra ge-
trenntes Gebiet aufzufassen ist (vgl. CARRAHER & SCHLIEMANN 2007).
,Insgesamt ist eine Tendenz dahin zu erkennen, dass algebraisches Denken mehr
und mehr in arithmetisches Denken eingebettet und zusammen und nicht getrennt
von diesem unterrichtet wird“ (SPECHT 2009, 55). Verstarkt betont wird dabei,
dass die Entwicklung des algebraischen Denkens in der Grundschule die Thema-
tisierung der Algebra in der Sekundarstufe nicht vorwegnehmen, sondern vorbe-
reiten soll und es sich folglich nicht um eine fiiihe, sondern eine propddeutische
Entwicklung der Algebra handelt. Auch wenn die Ziele der Early Algebra-
Reform mittlerweile im Konsens von Curricula und internationaler mathematik-
didaktischer Forschung getragen werden (NCTM 2000; CARPENTER & FRAN-
KE 2001), so gibt es dennoch viele kontroverse Diskussionen um die verschiede-
nen existierenden Ansétze, die bestrebt sind, den Kindern in der Primarstufe das
algebraische Denken néherzubringen.

In Kapitel 1.1.1 wurde herausgestellt, dass die Variablenkonzepte der Unbekann-
ten und der Unbestimmten relativ komplementire Konzepte darstellen, die fiir
unterschiedliche Ziele eingesetzt werden und demnach auch eigene Lernkontexte
bendtigen. Entsprechend dndern sich auch die Ansitze fiir die propaddeutische
Entwicklung von Variablenkonzepten, je nachdem welches Variablenkonzept an
die Lernenden herangetragen werden soll. In Kapitel 4.1.2 wird die Verbindung
zwischen den Variablenkonzepten und den Zugéngen zur Algebra erldutert, bevor
anschlieBend das Verallgemeinern mathematischer Muster als ein zentraler Zu-
gang zur (frithen) Algebra detailliert beschrieben wird, welcher vor dem Hinter-
grund der dargestellten lerntheoretischen und didaktischen Ausfiihrungen geeig-
net erscheint, die Entwicklung der Variablen als Unbestimmte und als Verdnder-
liche anzuregen.

Die verschiedenen Auffassungen iliber den Grad der Formalisierung der Algebra
in der Grundschule, die in Kapitel 3.2.2 beschrieben wurden, reflektieren dabei
die unterschiedlichen Bedeutungen, die der natiirlichen Sprache in den jeweiligen
Ansidtzen zugemessen werden. Die Rolle der natiirlichen Sprache und der Wort-
variablen soll deshalb in Kapitel 3.3 ndher beleuchtet werden. Nach einer ab-
schlieBenden Zusammenfithrung der didaktischen Grundlagen in Kapitel 3.4
werden in Kapitel 4.1 die hier angerissenen Aspekte der Early Algebra wieder
aufgegriffen und vertieft, die fiir das Vorhaben der vorliegenden Arbeit gewinn-
bringend erscheinen.
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3.3 Die Bedeutung der Sprache und der Wortvariablen

In Kapitel 1.1.2.2 wurden Variablen und die algebraische Sprache als Mittel be-
schrieben, mit welchem allgemeine mathematische Sachverhalte ausgedriickt und
somit kommunizierbar gemacht werden konnen. Untrennbar damit verbunden
scheinen auf den ersten Blick auch Buchstabenvariablen zu sein, mit deren Hilfe
Zahlen allgemein dargestellt werden konnen. Traditionell erfolgt im Mathematik-
unterricht der Sekundarstufe deshalb eine Hinfithrung zu Buchstabenvariablen
recht schnell (nicht frith), sodass anschlieBend zur Manipulation und Operation
mit den neuen Objekten iibergegangen werden kann. Dabei ist die formale Spra-
che nicht das einzige Mittel, um Muster und Strukturen im Mathematikunterricht
darzustellen. Eine hohe Bedeutung kommt bei der Entwicklung der algebraischen
Sprache der Beschreibung von Mustern und Strukturen in der natiirlichen Sprache
Zu.

Diese Bedeutung der Sprache beim propadeutischen Aufbau von Variablenkon-
zepten soll in diesem Kapitel aus zwei Perspektiven beleuchtet werden. Zum
einen soll die historische Entwicklung der Variablen betrachtet und die dortige
Bedeutung von Wortvariablen herausgearbeitet werden, wobei gleichzeitig darge-
stellt wird, wie phylogenetische Betrachtungen fiir didaktische Uberlegungen
beziiglich des Aufbaus von Variablenkonzepten genutzt werden kdnnen (Kapitel
3.3.1). Zum anderen wird auf der Grundlage des didaktischen Prinzips der fort-
schreitenden Schematisierung in Kapitel 3.3.2 beschrieben, welche Rolle der
Sprache in der ontogenetischen Entwicklung der Algebra zugemessen wird. Zu-
letzt wird die Funktion der in der Literatur als Quasi-Variablen bezeichneten
konkreten, aber allgemein gemeinten Zahlen als Vorldufer von Variablen beim
Verallgemeinern mathematischer Zusammenhénge vorgestellt (Kapitel 3.3.3).

3.3.1 Zur phylogenetischen Entwicklung der algebraischen Sprache

Ohne die Diskussion um die Mdglichkeiten geschichtlicher Betrachtungen ma-
thematischer Themengebiete und Konzepte in der Tiefe ausbreiten zu wollen'’,
soll zu Beginn dieses Abschnitts aufgezeigt werden, welche Ziele mit der Refle-
xion der phylogenetischen Entwicklung von Variablen verfolgt werden sollen und
auch konnen. Natiirlich lassen sich aus der historischen Entwicklung von Variab-
len keine direkten Uberlegungen (einer Eins-zu-Eins-Ubertragung von Phyloge-
nese zur Ontogenese) zur Entwicklung des algebraischen Denkens im Individuum
ableiten, da individuelle Lernprozesse verstindlicher Weise anders ablaufen, als

! Fiir eine breitere Diskussion siche RADFORD (1997), welcher die unabdingbare
Beriicksichtigung der soziokulturellen Natur des mathematischen Wissens bei der Re-
flexion phylogenetischer Entwicklungen beschreibt.
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die Entwicklung mathematischer Begriffe durch (oftmals kommunikative) Ent-
stehungsprozesse von und zwischen Mathematikern (RADFORD 2001a)*. Wel-
che Erkenntnisse lassen sich also aus der historischen Entwicklung fiir die onto-
genetische Entwicklung des Variablenbegriffs gewinnen?

Zunichst einmal kann eine Betrachtung der historischen Entwicklung die Kom-
plexitit algebraischer Gebiete aufzeigen, welche sich oftmals {iber viele Jahrhun-
derte (fiir die Entwicklung der Algebra sogar iiber Jahrtausende) hinweg entfalte-
ten. Uber die stindige Verwendung und Weiterentwicklung von Symbolen gera-
ten die Anstrengungen, die ihre Entwicklung gekostet haben, automatisch in
Vergessenheit und sie werden als selbstverstidndlich oder trivial wahrgenommen
(ARCAVI 1995). So kann die phylogenetische Entwicklung auch auf epistemolo-
gische Hiirden aufmerksam machen.

,,Nun mufl man damit rechnen, daf3 geistige Hiirden, die sich dem Verstindnis
eines mathematischen Gegenstandes im Laufe seiner geschichtlichen Ent-
wicklung entgegengestellt haben, auch die Lernprozesse unserer heutigen
Schiiler/innen blockieren konnen. Thre Kenntnis kann also helfen, im gegen-
wartigen Schulunterricht Lernschwierigkeiten zu verstehen, zu antizipieren
und aufzufangen“ (HEFENDEHL-HEBEKER 1989, 7).

Weiterhin zeigt die Reflexion der historischen Entwicklung von mathematischen
Begriffen oftmals auch die Motivationen auf, aus denen heraus sie entwickelt
wurden (ARCAVI 1995) und macht auf die Bedeutung des soziokulturellen Dis-
kurses aufmerksam (RADFORD 2001a). Schlielich entstanden mathematische
Begriffe zur Bewiltigung von echten (und nicht didaktisch nachempfundenen)
Problemen und nur jene Notationsweisen wurden aufgenommen und weitergetra-
gen, die sich als niitzlich herausstellten. Schiilerinnen und Schiiler haben im Un-
terricht jedoch kaum die Gelegenheit, diese Notwendigkeit nachzuempfinden.
FREUDENTHAL (1983) bezeichnet es als antididaktische Umkehrung, wenn die
fundamentalen Konzepte, die sich im Laufe der mathematischen Geschichte ent-
wickelt haben, im Unterricht wie definierte Produkte als Selbstzweck an die
Schiilerinnen und Schiiler herangetragen werden. Fiir ARCAVI (1995) zeigt sich
FREUDENTHALS (1983) antididaktische Umkehrung in der Algebra gerade bei
der Verwendung der symbolischen Sprache. So habe es Jahrtausende gedauert,
bis die Mathematik so weit war, auf rein symbolischer Ebene mit Zeichen zu
operieren und diese interpretationsfreiec Manipulation von Symbolen nicht nur
viele Probleme 16sbar machte, sondern auch den Weg fiir die Entwicklung neuer

2 Man betrachte dazu beispielsweise die Entwicklung der euklidischen und projektiven

Geometrie und der Topologie, die sich nach PIAGET & INHELDER (1971) ontogene-
tisch in genau umgekehrter Reihenfolge entwickelt als historisch (PULASKI 1971,
113).
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mathematischer Objekte und fiir die Entwicklung der abstrakten Algebra ebnete.
Im Unterricht finde man hingegen Schiilerinnen und Schiiler, die nach syntakti-
schen Regeln ohne jegliches inhaltliches Denken mit Symbolen operieren, wobei
sie jedoch nicht wissen, aus welchem Grund und auch nicht erkennen, welche
Probleme sie damit 16sen konnen (ARCAVI 1995; vgl. auch AMEROM 2002).

Die Entwicklung der algebraischen Sprache verzeichnet einen langen Weg in der
Geschichte der Mathematik. Die folgende Darstellung verkiirzt die ausfiihrlichen
Beschreibungen der Entwicklung der Algebra von SIEBEL (2005), KIERAN
(1992) und AMEROM (2002) und fokussiert dabei auf die Entstehung und Ver-
wendung symbolischer Sprache und insbesondere der Variablen. Sie greift dabei
auf eine Unterteilung der algebraischen Notationsentwicklung in drei Zeitab-
schnitte (BOYER 1968, 201; NESSELMANN 1842) zuriick:

Die rhetorische Algebra

In der rhetorischen Algebra der Antike (vor etwa 4000 Jahren), wurden sowohl
die Problemstellungen als auch die Formulierungen der Ldsungswege rein
sprachlich in ,,Ermangelung aller Zeichen“ (NESSELMANN 1842, 302, Hervor-
hebung im Original), folglich also durch Worte, beschrieben. Um unbekannte
Mengen darzustellen, wurden in Agypten bzw. in Babylonien Ausdriicke, wie
beispielsweise ,Haufen‘, ,Tag‘ oder ,Mensch‘, verwendet.

Die synkopierte Algebra

Mit den Schriften Diophantus wurden in der synkopierten Algebra (beginnend
etwa um 250 n. Chr.) symbolische Zeichen als Abkiirzungen in den sonst rein
sprachlichen Ausfiihrungen verwendet. Fir Unbekannte wurden Buchstaben
genutzt, die jeweils Abkiirzungen fiir die in der Rechnung hiufig benannten Ob-
jekte darstellten. Im Unterschied zum spiteren Gebrauch von Variablen wurde
mit den hier verwendeten Zeichen also nicht gerechnet, sondern sie dienten allein
der Darstellung. Ebenso waren die Unbekannten auch unmittelbar an Koeffizien-
ten oder ihre Potenzen gebunden. Vorgehensweisen wurden anhand von Beispiel-
rechnungen mit konkreten Zahlen dargestellt. NESSELMANN (1842) weist da-
rauf hin, dass es Diophantus aufgrund dieser Darstellung nicht mdglich war, meh-
rere Unbekannte einzufiihren und er stattdessen diese in geschickten Vorberei-
tungen der Aufgabe zu eliminieren vermochte.

Die symbolische Algebra

Im 16. und 17. Jahrhundert wurden Buchstaben sowohl fiir unbekannte und auch
als unbestimmte Zahlen verwendet und es entstanden durch Viéte und Descartes
ganze Zeichensysteme. Diese koexistierten zunichst, bis sich das kartesische
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System durchsetzte. Die symbolische Darstellungsweise verbreitete sich jedoch
erst im 18. Jahrhundert und ermdglichte es, Beschreibungen mathematischer
Zusammenhinge durchgéngig innerhalb des Systems darzustellen, ohne auf ver-
bale Formulierung zuriickgreifen zu miissen. Die symbolischen Zeichen fiir Vari-
ablen entstanden aus dem Aufgreifen der Abkiirzungen in der synkopischen Al-
gebra. Das Zeichen x entstand mit der Zeit aus dem lateinischen Wort ,res® fiir
,Sache‘, ,Ding‘ oder ,Unbekannte*.

Die Entwicklung der algebraischen Sprache fasst AMEROM (2002, 37) tabella-
risch wie folgt zusammen:

Tabelle 3.1: Zusammenfassende Darstellung der algebraischen Sprache zu ver-
schiedenen Etappen in der Entwicklung der Algebra nach (AMEROM 2002)

rhetoric | syncopated symbolic
written form of | Only words and numbers words and numbers
the problem words
written form in only words and numbers; words and numbers;
the solution words abbreviations and mathe- | abbreviations and ma-
method matical symbols for ope- thematical symbols for
rations and exponents operations and expo-
nents
representation word symbol or letter letter
of the unknown
Representation specific Specific numbers letters
of given num- numbers
bers

Die Entwicklung der symbolischen Notationsweise ermdglichte einen kontextun-
abhingigen und regelgeleiteten Symbolgebrauch und damit auch eine Losldsung
algebraischer Argumentationen von der Geometrie und arithmetischen Referen-
zobjekten. Die Geometrie war nun nicht mehr die einzige Moglichkeit, algebrai-
sche Erkenntnisse zu sichern und diente folglich anstelle des Beweisens nun der
Visualisierung. Die enge Verbindung zwischen Algebra und Geometrie gestaltete
sich wechselseitig: mit algebraischen Mitteln lieBen sich geometrische Muster
beschreiben und mithilfe der Geometrie lielen sich algebraische GesetzméaBigkei-
ten veranschaulichen.

SFARD (1995) spricht Symbolen eine Schliisselrolle in dieser beschriebenen
Entwicklung zu, da erst durch den kontextunabhidngigen Umgang mit Symbolen
Zeichen als eigenstindige mathematische Objekte betrachtet werden kdnnen, was
eine Vergegenstidndlichung derselben ermdglicht. ,,Nach und nach verschiebt sich
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die dem Zeichen zugeschriebene Bedeutung durch wiederholten Gebrauch dahin-
gehend, dass es direkt auf eine Variable verweist, nicht mehr auf das Wort ,res
(SPECHT 2009, 26). Mit Bezug auf die in Kapitel 2.2.2 dargestellte Theorie der
Reification (Vergegenstindlichung) kann die Analyse der phylogenetischen Ent-
wicklung die Komplexitit der Variablen als Unbestimmte bzw. Verénderliche
verdeutlichen.

,,T0 our modern eyes, the idea of a variable as any number seems so obvious
and simple, we can hardly understand why it did not appear many centuries
earlier. After all, letters were used in mathematics already in antiquity (e.g., in
Euclid’s Elements, c¢. 300 BC.). This fact, however, becomes much less sur-
prising when one realizes that a variable as a given imposes functional think-
ing—it requires an ability to think simultaneously about entire families of
numbers rather than about any specific quantity. Thus, the introduction of a
parameter demands a very sharp change of perspective for which structural
understanding of computational processes is indispensable.” (SFARD 1995,
25).

Auf der Grundlage dieser Reflektion der phylogenetischen Entwicklung von
Variablen betont SFARD (1995) die Notwendigkeit von Symbolen und deren
Manipulation fiir eine tiefgreifende Durchdringung des Variablenbegriffs. Dem-
zufolge bleiben verbale Notationsweisen, wie sie in der rhetorischen und auch der
synkopierten Algebra vorkamen, untrennbar mit operationalen Sichtweisen ver-
bunden (SFARD & LINCHEVSKI 1994a). Wihrend eine Vergegenstindlichung
von mathematischen Begriffen der Verwendung von symbolischer Sprache vor-
behalten bleibt, kommen Wortvariablen aber dennoch eine gewichtige Rolle in
der Entwicklung der Prozess-Objekt-Dualitit mathematischer Begriff im Sinne
der Verinnerlichung und Verdichtung zu, welche Voraussetzung fiir eine spitere
Vergegenstindlichung darstellen (vgl. Kapitel 2.2.2).

3.3.2 Zur ontogenetischen Entwicklung der algebraischen Sprache

Neben der oben aufgefiihrten historischen Perspektive auf die Entwicklung der
algebraischen Sprache beschéftigen sich verschiedene Studien damit, die Rolle
der Sprache und der Wortvariablen in der ontogenetischen Entwicklung der Al-
gebra nachzuzeichnen. Sie stellen dabei einheitlich die natiirliche Sprache als
einen nicht zu vernachldssigenden Vorlaufer fiir die symbolische Notation dar.
Zunichst besitzt die sprachliche Ebene einen grolen Einfluss auf die Interpretati-
onsweisen der Schiilerinnen und Schiiler von Variablen. SPECHT (2009, 176)
vergleicht in einer Studie Variablendeutungen von Kindern, denen mathematische
Aussagen (wie z.B. x + 0 =) in verschiedenen Formulierungen vorgelegt wurden.
Dabei stellt sich heraus, dass Kinder eine Interpretation der Variablen als Unbe-
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stimmte besonders hiufig bei natiirlichsprachlichen Formulierungen und bei einer
Verwendung von Wortvariablen vornehmen. Selbst in der achten Klasse, in wel-
cher die Jugendlichen bereits vertraut mit Buchstabenvariablen sind, treten bei
natiirlichsprachlichen und mit Wortvariablen versehenen Aussagen fast aus-
schlieBlich Deutungen der Variablen als Unbestimmte auf, wéhrend sich bei for-
malen Formulierungen eine ganze Bandbreite von Interpretationen zeigt und die
Unbestimmte nur zu 17% in den Variablen erkannt wird. Interessanterweise sind
die Viertklédssler auch ohne Vorkenntnisse zu Variablen aus dem Unterricht zu
einem hohen Anteil in der Lage, Wortvariablen und natiirlichsprachliche Ausdrii-
cke als Unbestimmte zu deuten. Die Ergebnisse dieser Studie zeigen auf, dass das
im Rahmen der Untersuchung gezeigte Variablenverstindnis der Kinder in der 4.
und 8. Jahrgangsstufe auf den verschiedenen vorgelegten sprachlichen Ebenen
sehr dhnlich ist, was aufgrund der unterschiedlichen Vorkenntnisse der Schiiler
aus dem Mathematikunterricht eigentlich nicht zu erwarten gewesen wire. Dies
zeigt einerseits, dass in der vierten Klasse bereits ,,zielfiihrende Auffassungen von
Variablen vorhanden zu sein [scheinen], andererseits deutet sich an, dass die
Interpretationen nur schwierig zu verdndern sind“ (SPECHT 2009, 178), sodass
das Verstdndnis der symbolischen Formelsprache in der 8. Klasse wiederum eher
erniichternd wirkt.

Auch CARPENTER ET AL. (2003) zeigen auf, dass Grundschulkinder mit Mit-
teln der natiirlichen Sprache durchaus in der Lage sind, algebraische Gesetzma-
Bigkeiten allgemein darzustellen — wie zum Beispiel ,,When you add zero to a
number you get the number you started with*, “When multiplying two numbers,
you can change the order of the numbers” (CARPENTER ET AL. 2003) oder
,Zero subtracted from another number equals that number® (CARPENTER &
FRANKE 2001).

Obwohl die natiirliche Sprache oftmals als notwendige Voraussetzung fiir das
Erlernen der algebraischen Sprache beschrieben wird (HERSCOVICS & LIN-
CHEVSKI 1994; REDDEN 1996), stellt die Ausdrucksmdoglichkeit von mathe-
matischen Zusammenhédngen in der natiirlichen Sprache selbstverstindlich kein
hinreichendes Kriterium fiir das Erlernen der algebraischen Sprache dar. Von der
verbalen, durch Wortvariablen gepriagten, allgemeinen Beschreibung zur symbo-
lischen Notationsweise ist ein nicht zu unterschétzender Abstraktionsschritt nétig,
durch welchen ,,inhaltsgebundene Operationen durch inhaltsinvariante Denkope-
rationen“ ersetzbar werden (HEFENDEHL-HEBEKER & MELZIG 2010, 34).
Die oben aufgefiihrten Studien zeigen aber Kompetenzen der Lernenden im Ge-
brauch der Sprache und der Wortvariablen fiir die Beschreibung und Deutung
algebraischen Zusammenhinge auf, an die fiir die Entwicklung der algebraischen
Sprache angekniipft werden kann.
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Das Prinzip der fortschreitenden Schematisierung

Einen didaktischen Anhaltspunkt fiir die Verkniipfung von natiirlicher und algeb-
raischer Sprache in der ontogenetischen Entwicklung bietet das fiir den Arithme-
tikunterricht formulierte Prinzip der fortschreitenden Schematisierung. Dieses
fordert die Ankniipfung der Entwicklung formaler Notationsweisen an die infor-
mellen Ausdrucksweisen der Lernenden. Es beschreibt, dass Kinder auf natiirli-
chem Weg zu Algorithmen und konventionellen Notationen gelangen, indem sie
ihre eigenen Rechenwege fortlaufend verkiirzen, verbessern, schematisieren und
auch symbolisieren (TREFFERS 1983). Durch Vergleich und Reflexion von
Losungswegen kann eine Entwicklung auf der Grundlage informeller Notations-
weisen im Sinne einer fortschreitenden Schematisierung erzielt werden (SELTER
1997).

Fiir die Entwicklung der algebraischen Sprache als Fachsprache der elementaren
Algebra bedeutet dies, dass auch hier der Unterricht an die Sprache und Darstel-
lungsweisen des Kindes ankniipfen und diese im Sinne der fortschreitenden
Schematisierung weiterentwickeln muss. ,,Zunédchst verfiigt das Kind iiber seine
,eigene Sprache‘, von der das Verstehen des Kindes ausgeht. Daher ist auch das
Verstindnis eines Fachgebietes an diese Sprache gebunden, d.h. sie muss im
Unterricht aufgegriffen werden* (SIEBEL 2005, 114). Gerade im Algebraunter-
richt ist ein Aufgreifen der informellen Sprache der Lernenden bei der Hinfiih-
rung zur neu zu erlernenden symbolischen Notationsweise wichtig, da bereits
bekannt ist, dass Schiilerinnen und Schiiler Schwierigkeiten im Verstindnis der
abstrakten Symbole aufweisen. Eine besondere Beobachtung der kindlichen Aus-
drucksweisen ist im Algebraunterricht vor der Einfiihrung algebraischer Notati-
onsweisen, wie Variablen, deshalb unerldsslich (BASTABLE & SCHIFTER
2008). Die algebraische Sprache kann von den Schiilerinnen und Schiilern nicht
als Hilfsmittel zur Beschreibung von mathematischen Sachverhalten genutzt
werden, wenn diese ihnen selbst noch fremd ist und das Ausdriicken in der frem-
den Sprache noch Miihe bereitet. Fiir den ,fliissigen‘ Gebrauch der algebraischen
Sprache miissen Kinder demnach friithzeitig, jedoch mit allméhlich wachsender
Schematisierung in den bekannten Gebieten der Arithmetik, der Geometrie und
auch des Sachrechnens an diese Sprache herangefiihrt werden. Dies sollte im
Mathematikunterricht der Grundschule mit dem Verallgemeinern (natiirlich nicht
in Form von Buchstaben) beginnen (KAPUT 2000). Fiir die Einfiihrung von
Variablen hebt SPECHT (2007) hervor, dass die Bedeutung der Sprache und der
Einfluss von verschiedenen Formulierungsformen beriicksichtigt werden muss
und durch eine Ankniipfung an die informellen Darstellungsweisen der Schiile-
rinnen und Schiiler und deren Reflexion das Verstindnis von Variablen begiins-
tigt und auch Fehlvorstellungen thematisiert werden kdnnen. Auch MASON ET
AL. (1985) weisen darauf hin, dass bei der Einfithrung der algebraischen Sprache
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auch der natiirlichen Sprache bei der Verallgemeinerung mathematischer Zu-
sammenhédnge geniigend Raum gegeben werden muss. Als individuelle Ausdrii-
cke der Lernenden lésst sich oftmals eine Mischung von Bildern, Woértern und
Symbolen erkennen, wenn den Kindern keine bestimmte Notationsweise vorge-
schrieben wird (MASON ET AL. 1985). Es sollte den Schiilerinnen und Schiilern
auch nach der Einfiihrung von Buchstabenvariablen geniigend Gelegenheit gege-
ben werden, die natiirliche Sprache als Ausdrucksmittel fiir Muster anzuwenden,
anstatt sie zur Benutzung der fremden formalen Sprache zu dringen. Der Uber-
gang von natiirlicher Sprache zur Symbolverwendung darf folglich nicht als ein-
maliger Schritt abgehandelt werden.

Fiir Mathematiker ergibt sich durch die Verwendung von Buchstabenvariablen
gegeniiber Wortvariablen eine Reihe von Vorteilen. ,,Buchstabenvariablen erlau-
ben eine knappere, iibersichtlichere, unmifverstindlichere, kontextfreiere Dar-
stellung und ermoglichen vor allem ein regelhaftes Operieren (MALLE 1993,
45, Hervorhebung im Original). Da dies aber nicht unbedingt zu den obersten
Prioritdten der Schiilerinnen und Schiiler zdhlen muss, ist es nachvollziehbar, wie
das in Kapitel 1.2 beschriebene Problem der von den Kindern empfundenen Sinn-
losigkeit des Variablengebrauchs zustande kommen kann. Wenn die Stirke der
algebraischen Sprache und insbesondere des Gebrauchs von Variablen in ihrer
Moglichkeit liegt, allgemeine Sachverhalte kurz und iibersichtlich darzustellen,
kann diese Stirke den Lernenden nur vermittelt werden, wenn diese zuvor mit
ihren sprachlichen Mitteln versuchen zu verallgemeinern. Dann erweist sich die
algebraische Sprache als niitzliches Mittel fiir Darstellungen, die ansonsten nur
mithsam und umsténdlich umschrieben werden koénnen und es ergibt sich eine
Sinnstiftung fiir den Gebrauch von Variablen (SCHOENFELD & ARCAVI
1988).

Die Erfahrung, ,,dass durch die Konkretisierung des Gedachten unterschiedliche
symbolische Darstellungen genutzt werden konnen®, sehen BARZEL & HUSS-
MANN (2007) als wichtige Erkenntnis vor dem Ubergang zur symbolischen
Darstellung an. Aus diesem Grund ist es wiinschenswert, dass die Schiilerinnen
und Schiiler aus dem Empfinden der Notwendigkeit heraus selbst die algebraische
Sprache wihlen. Eine zu schnelle oder frithzeitige Hinfithrung zu Symbolen, fiir
welche die Schiilerinnen und Schiiler selbst noch keine Notwendigkeit erkennen
und welche sie dann auch nicht als sinnvoll erachten, kann schnell zu der in Kapi-
tel 1.2.1 beschriebenen fehlenden Sinnstiftung fiir den Umgang mit Variablen
fiihren. Soll die algebraische Sprache als wichtiges Werkzeug im Mathematikun-
terricht kennengelernt werden, mit der es moglich ist, allgemeine Sachverhalte zu
beschreiben (vgl. Kapitel 1.1.2.2), miissen die Lernenden zunichst auch vor Prob-
leme gestellt werden, deren Losung eine allgemeine Beschreibung von mathema-
tischen Sachverhalten erfordern. Versucht man hingegen, die Schiilerinnen und



88 3 Zur propddeutischen Entwicklung von Variablenkonzepten in der Grundschule

Schiiler in der 7. Klasse mit aller Macht an Variablen heranzufiihren, weil dies
eben der Zeitpunkt ist, an der Variablen eingefiihrt werden und ringt um didakti-
sche Kontexte, welche Variablen als moglichst sinnvoll erscheinen lassen, um sie
zu erlernen und fiir spatere Probleme nutzbar zu machen, dann gelangt man wie-
derum zu FREUDENTHALS (1983) in Kapitel 3.3.1 dargestellten didaktischen
Umkehrung. Algebraische Symbole sollten also nicht eingefiihrt werden, bevor
die Probleme zu deren Losung sie beitragen, nicht verstanden und als echte Prob-
leme empfunden werden (ARCAVI 1995).

3.3.3 Die Rolle von Quasi-Variablen

Wenn Kinder allgemeine Zusammenhinge ausdriicken mochten, bevor ihnen die
Moglichkeiten der algebraischen Sprache zur Verfiigung stehen, so greifen sie
oftmals auf konkrete Zahlenbeispiele zuriick. Die konkreten Zahlen, die aber von
den Kindern allgemeiner gedacht werden und wie Variablen als Platzhalter die-
nen, werden in der Literatur als Quasi-Variablen bezeichnet (FUJII & STEP-
HENS 2001). So kénnen Kinder beispielsweise iiber die Giiltigkeit der Gleichung
78+49-49=78 und deren allgemeine von den konkreten Zahlen unabhingige
Struktur diskutieren, bevor sie diese mit den Buchstabenvariablen a+b-b=a be-
schreiben konnen. Auch wenn die Verwendung von Zahlen als Platzhalter fiir
unbestimmte Zahlen eindeutig den Konventionen des Zahlgebrauchs wider-
spricht, so ldsst sich dennoch in den Argumentationen der Kinder ein propadeuti-
sches Unbestimmtenkonzept erkennen, dessen Nutzen und Stirke FUJII & STEP-
HENS (2001) gerade darin sehen, einer einseitigen Betonung des Variablenkon-
zeptes der Unbekannten in der Grundschule entgegenzuwirken (die oftmals in
Gleichungen mit Variablenzeichen wie 0, _ oder o angesprochen werden) und
die Rolle der Variablen als Unbestimmte zu stirken. COOPER & WARREN
(2011, 193) sehen in der Verwendung von Quasi-Variablen bei der Verallgemei-
nerung mathematischer Sachverhalte (was sie als quasi-generalisation bezeich-
nen) eine notwendige Vorstufe vor der Verallgemeinerung mit natiirlicher oder
algebraischer Sprache.

FISCHER (2009) beobachtet solch eine Verwendung konkreter Zahlen mit Stell-
vertreterfunktion bei der Abstraktion der Zahlauffassung von konkreten zu unbe-
stimmten Zahlen. Sie unterscheidet dabei vier Stufen, in denen sich die Kinder
allmdhlich von der bestimmten Zahl 16sen und diese mit allgemeinem Charakter
versehen. Wahrend die Schiilerinnen und Schiiler auf der ersten Stufe konkrete
Zahlen als solche mit absoluter Grofle nutzen, um mit deren Hilfe Rechnungen
auszufiihren, die zu einem numerischen Ergebnis fiihren, verstehen sie die be-
stimmten Zahlen auf der zweiten Stufe als eine Art Baustein, dessen Grofle zwar
konkret, aber nicht relevant ist. Solche Zahlen werden in Rechnungen nicht direkt
zu Zwischenergebnissen verbunden und hinterlassen eine nachvollziehbare Spur.
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Auf der dritten Stufe verwenden Kinder bestimmte Zahlen nur noch als Stellver-
treter fiir beliebige Zahlen, also im Sinne von Quasi-Variablen, bevor sie in der
vierten Stufe schlieflich unbestimmte Zahlen nutzen, sich also von konkreten
Zahlauffassungen ganz 16sen. Allgemein gedachte, aber bestimmte Zahlen kon-
nen folglich als Briicke zwischen bestimmten und unbestimmten Zahlen dienen,
da Kinder sich hierbei erstmals mit dem Stellvertretergedanken der Variablen
auseinandersetzen und dieses kommunizieren konnen, auch wenn noch kein Zei-
chen fiir das dahinterliegende Konzept der Unbestimmten gefunden wurde.

Eine besondere Rolle spielen Quasi-Variablen auch bei mathematischen Bewei-
sen. So stellt sich flir KRUMSDOREF (2009a; 2009b) das beispielgebundene Be-
weisen als ,,changierender Prozess zwischen Latenz, subjektiver Realisierung
und sprachlicher Manifestation einer allgemeinen Begriindung.” (KRUMS-
DORF 2009a, 711) dar, bei welchem Kinder zwischen dem induktiven Priifen
und der Formalisierung einer Beweisidee eben auf konkrete Zahlen zuriickgrei-
fen, solange sie noch nicht der algebraischen Sprache méchtig sind. Diese kon-
kreten und doch allgemein gedachten Zahlen verhelfen den Kindern, auch bei
mangelnden Verallgemeinerungsmoglichkeiten eine subjektiv realisierte Beweis-
idee auszudriicken. Jedoch beschreibt KRUMSDORF (2009b) ebenso, dass man
bei mangelnden Verallgemeinerungen nicht zwischen dem induktiven Priifen
anhand von Beispielen und dem allgemeingiiltigen Beweisen einer Behauptung
unterscheiden kann. Hierdurch betont er die Bedeutsamkeit der Verallgemeine-
rung fiir den Argumentationsprozess.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Bedeutung des genetischen Prinzips und des Spiral-
prinzips sowie die Rolle der Sprache und der Wortvariablen beziiglich der Ent-
wicklung von Variablenkonzepten diskutiert. Die sich hieraus ergebenden Kon-
sequenzen fiir die vorliegende Arbeit werden im Folgenden herausgestellt.

Die genetische Sichtweise auf den Aufbau von Variablenkonzepten verbindet die
in Kapitel 1 herausgearbeiteten Forschungsinteressen und stellt dabei die Bedeu-
tung des Lernkontextes flir den Forschungsprozess heraus. Auf der Grundlage des
genetischen Prinzips stellt sich der mathematische Lernprozess als eine ganzheit-
liche Genese der Mathematik als Tatigkeit und des kindlichen Denkens dar. Die
Erforschung der Entwicklung von Variablenkonzepten umfasst folglich die Kon-
struktion des Wissens auf Seiten der Lernenden und die Entwicklung des Variab-
lenbegriffs auf Seiten der Mathematik in ihrer Prozesshaftigkeit. Dieser Prozess
ist an den Lernkontext gebunden.
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Folgerung 3.1 Die Bedeutung des Lernkontextes ist fiir das vorliegende
Forschungsinteresse zu beriicksichtigen, ebenso wie die In-
tegration der Perspektiven vom Kind und vom Fach auf die
Entwicklung von Variablenkonzepten.

Forschungen zur Entwicklung von Variablenkonzepten fokussieren vor allem im
deutschsprachigen Raum auf Lernende in der ersten Sekundarstufe und begleiten
dort Lernprozesse bei der Einfithrung von Variablen (vgl. BERLIN 2010b; MEL-
ZIG 2010). Das Spiralprinzip verdeutlicht jedoch die Notwendigkeit, sich dem
Aufbau dieser fundamentalen Idee der elementaren Algebra auf propadeutischer
Ebene bereits in der Grundschule kontinuierlich zu widmen. Eine Anbahnung von
tragfahigen Variablenkonzepten in der Grundschule ermdglicht einerseits eine
Ankniipfung an das im Grundschulunterricht erworbene Vorwissen und ist ande-
rerseits gleichzeitig gewinnbringend fiir den bestehenden Mathematikunterricht
der Primarstufe, da eine algebraische Sichtweise auf den Arithmetikunterricht die
dortigen Inhalte vertiefen kann. Ein Einblick in die einschldgige Literatur der
Early Algebra (Kapitel 3.2) zeigt auf, mit welchen Kompetenzen bei der Anbah-
nung algebraischen Denkens in den unteren Jahrgangsstufen gerechnet werden
kann, aber auch mit welcher Vorsicht eine frithzeitige Formalisierung zu behan-
deln ist.

Folgerung 3.2 Variablenkonzepte sollten als fundamentale Idee der elemen-
taren Algebra im Sinne des Spiralprinzips bereits in der
Grundschule angebahnt werden. Grundschulkinder weisen
bereits vielfiltige algebraische Kompetenzen auf, an die eine
propddeutische Entwicklung von Variablenkonzepten an-
kniipfen kann.

Sowohl aus phylo- als auch aus ontogenetischer Perspektive kann der Sprache
und insbesondere den Wortvariablen fiir die Entwicklung der formalen algebrai-
schen Sprache eine hohe Bedeutung zugemessen werden (Kapitel 3.3). Vor allem
Wortvariablen und in der Literatur als ,Quasi-Variablen’ bezeichnete konkrete,
aber allgemein gemeinte Zahlen (Kapitel 3.3.3) konnen wichtige Schritte auf dem
Weg zu Buchstabenvariablen darstellen, an die im Sinne des Prinzips der fort-
schreitenden Schematisierung (3.3.2) angekniipft werden kann. Thnen ist in der
Analyse der Lernprozesse deshalb besondere Aufmerksamkeit zu schenken.
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Folgerung 3.3

Natiirliche Sprache und Wortvariablen stellen wichtige Aus-
gangspunkte fiir die Entwicklung der algebraischen Sprache
dar. Im Sinne der fortschreitenden Schematisierung sollte
eine Formalisierung an die Ausdrucksweisen der Kinder
ankniipfen.



4 Das Verallgemeinern mathematischer Muster

Die Bedeutung des Lernkontextes fiir die Entwicklung von Variablenkonzepten
wurde in Kapitel 3.1 herausgestellt, in welchem unter Riickgriff auf das geneti-
sche Prinzip aufgezeigt wurde, dass Lernprozesse immer an den Lernkontext
gebunden sind und somit auch nur vor dessen Hintergrund beforscht werden
konnen. Die vorliegende Arbeit greift in der empirischen Studie auf den Kontext
des Verallgemeinerns mathematischer Muster zuriick, welcher in Bezug auf die in
Kapitel 2 und 3 dargelegten lerntheoretischen und didaktischen Grundlagen als
forderlich fiir die Initiierung einer Auseinandersetzung mit Variablenkonzepten
erscheint. In diesem Kapitel wird deshalb die Tatigkeit des Verallgemeinerns und
seine Rolle fiir das Forschungsvorhaben der Arbeit beschrieben.

Verallgemeinern ist ein Begriff, der nicht nur in der Mathematik und in anderen
wissenschaftlichen Disziplinen, sondern auch héufig in der Alltagssprache Ver-
wendung findet. Er ist somit ein sehr weitreichender Begriff, der vielleicht mit
dem Ausdruck ,etwas-allgemein(er)-machen‘ umschrieben werden konnte. Wann
aber ist etwas allgemein? PESCHEK (1988) beschreibt das Dilemma, dass sich
zwar iiber einen vorliegenden Sachverhalt meist schnell sagen lisst, ob er allge-
mein ist oder nicht®', sich der Begriff aber nur schwer fassbar ist, wie folgt:

,Fir den Mathematiker (und meist wohl auch fiir den Didaktiker) sind “abs-
trakt™ und “allgemein“ vornehmlich metamathematische Begriffe, d.h. man
bedient sich dieser Begriffe, wenn man iiber Mathematik spricht, aber sie sind
nicht innerhalb der Mathematik definiert und hier — wie in der Didaktik — auch
kaum Gegenstand eigener Untersuchungen. Klare Begriffsbestimmungen wird
man in der Mathematik(didaktik) also kaum finden (sie scheinen auch schwie-
rig und fiir viele Fragestellungen nicht zwingend notwendig), immerhin 1483t
sich aber implizit anhand der Verwendung der Begriffe ein gewisser (Mini-
mal-)Konsens dariiber feststellen, was unter den Begriffen jeweils verstanden
wird“ (PESCHEK 1988, 128).

Ein implizites Verstdndnis der Tétigkeit des Verallgemeinerns kann fiir die vor-
liegende Untersuchung nicht ausreichend sein. Es erscheint aber ebenso wenig
zielfordernd, den Begriff des Verallgemeinerns in seiner Breite und all seinen

2l Qo fiihrt er als Beispiele die Gleichungen a+b = b+a und 2+3 = 3+2 an, tiber die recht

einvernehmlich gesagt werden kann, dass Erstere allgemeiner ist (PESCHEK 1988,
128).

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 5,
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verschiedenen Facetten zu beschreiben”’. Aus diesem Grund soll hier die Titig-
keit des Verallgemeinerns direkt detailliert aus den zwei Perspektiven beleuchtet
werden, die das Verstidndnis des Verallgemeinerns in dieser Arbeit konstituieren.
Dazu wird das Verallgemeinern zunichst aus algebraischer Perspektive (Kap.
4.1) und vor dem Hintergrund des Verstindnisses der Mathematik als der Wis-
senschaft von den Mustern (Kap. 4.2) betrachtet und anschlieBend (in Kapitel 4.3)
ausgefiihrt, wie sich diese beiden Perspektiven im Hinblick auf die propédeuti-
sche Entwicklung von Variablenkonzepten zusammenfiihren lassen.

4.1 Das Verallgemeinern als Leitidee zur Einfithrung von
Variablen

Das Verallgemeinern stellt (neben dem Problemldsen, dem Modellieren und dem
funktionalen Denken) einen zentralen Zugang zur Algebra in der Sekundarstufe
dar (BEDNARZ ET AL. 1996). Da ihm nicht nur eine hohe Zugénglichkeit (MA-
SON ET AL. 2005; 2011) und intrinsische Motivation (LEE 1996) zugesprochen
wird, sondern auch immer wieder die mit ihm verbundenen Méglichkeiten der
propadeutischen Entwicklung des algebraischen Denkens betont werden (KAPUT
& BLANTON 1999; 2000; MASON ET AL. 2005), erscheint das Verallgemei-
nern fiir die vorliegende Arbeit von besonderem Interesse. Es wird deshalb zu-
nichst in Kapitel 4.1.1 die Téatigkeit des Verallgemeinerns aus algebraischer Per-
spektive erortert und darauf aufbauend in Kapitel 4.1.2 der Kontext des Verall-
gemeinerns als Einstieg in die Algebra und die ihm zugesprochenen Mdglichkei-
ten und Grenzen beschrieben.

4.1.1 Die Titigkeit des Verallgemeinerns aus algebraischer
Perspektive

Das Verallgemeinern stellt international einen verbreiteten Zugang zur Algebra
dar (vgl. Kapitel 4.1.2) und hat unter dem Begriff Generalization Einzug in viele
Curricula aller Schulstufen gehalten (vgl. Kapitel 3.2.1, NCTM 2000). Obwohl
sich auch die mathematikdidaktische Forschung weltweit dem Thema mit wach-
sender Intensitit widmet, gibt es dennoch kaum Versuche, den Begriff des Ver-
allgemeinerns zu definieren.

FISCHER ET AL. (2010) geben einen Uberblick iiber das Wesen des algebrai-
schen Denkens und seine wichtigen Komponenten und versehen dort das Verall-

2 Fiir eine breite Darstellung der verschiedenen oftmals kontriren Auffassungen der

Begriffe Abstraktion und Verallgemeinerung aus verschiedenen Perspektiven der Ma-
thematikdidaktik, Philosophie und Psychologie sei auf PESCHEK (1988) verwiesen.
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gemeinern mit der Bedeutung ,,aus vielen einzelnen Fillen ein allgemeines Mus-
ter oder einen allgemeinen Zusammenhang herleiten — das allen Gemeinsame
erfassen. Sie heben hervor, dass es sich dabei nicht um eine mathematikspezifi-
sche Tatigkeit, wie etwa dem Mathematisieren oder dem Kalkiil-entwickeln han-
delt, sondern um eine allgemeine elementare menschliche Denkhandlung, die in
der Algebra aber eine wichtige Rolle spielt (siche auch Kapitel 1.1.2). Dabei
grenzen sie sie von anderen Denkhandlungen, wie dem Abstrahieren, Strukturie-
ren, Darstellen oder Konstruieren ab. Sicherlich sind diese Denkhandlungen eng
mit dem Verallgemeinern verwoben und sind deshalb nicht streng voneinander
trennbar, dennoch bietet eine Umschreibung der einzelnen Tatigkeiten eine gute
Vorstellung davon, was unter dem Begriff des Verallgemeinerns im Vergleich zu
anderen elementaren Handlungen in der Algebra zu verstehen ist (FISCHER ET
AL.2010).

,»Allgemeine menschliche Denkhandlungen, die in der Algebra eine wichtige
Rolle spielen:

= Verallgemeinern:
aus vielen einzelnen Féllen ein allgemeines Muster oder einen allgemeinen
Zusammenhang herleiten — das allen Gemeinsame erfassen.

= Abstrahieren:
weglassen bestimmter Merkmale zur Hervorhebung anderer Eigenschaften
(die meist von allgemeinerem Interesse sind)

= Strukturieren:
eine Struktur (lat. Bauart), d.h. eine Ordnung, in etwas hineinsehen oder
schaffen; etwas gliedern

= Darstellen:
Situationen, Muster, Zusammenhinge mit spezifischen Darstellungsmit-
teln erfassen/beschreiben

= Konstruieren:
etwas Neues erzeugen aus Bestehendem

= Deuten und Umdeuten:
in einer Darstellung Bedeutungen erkennen und zwischen Bedeutungen
wechseln

= _..“(FISCHERET AL. 2010, 2)

Exemplarisch soll hier die Tétigkeit des Verallgemeinerns an einer geometrisch-
visualisierten Folge ndher betrachtet werden:
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[

Abbildung 4.1: Folge aus quadratischen Plittchen (vgl. Kapitel 5)

Wird die obige Folge aus quadratischen Pléttchen (vgl. Abb. 4.1) an Lernende mit
der Aufforderung zur Fortfithrung (, Wie geht es weiter?’ oder ,Zeichne das vierte
Muster.’) herangetragen, so sind die Schiilerinnen und Schiiler veranlasst, nach
einer RegelméBigkeit zu suchen, welche die drei gegebenen Figuren der Folge
aufweisen und die es ermoglicht, eine vierte Figur mit eben derselben Regelma-
Bigkeit, demselben Bauplan zu konstruieren. Dazu sind die Lernenden zunichst
aufgefordert, die gegebenen Objekte zu strukturieren (hier z.B.: Reihen und Spal-
ten hinein zu deuten). Zudem miissen sie die erkannten Strukturen der Figuren in
Beziehung setzen und Gemeinsamkeiten und Unterschiede erfassen — sowohl
innerhalb der Figur (hier z.B.: eine Figur hat genauso viele Spalten wie Zeilen;
die Seitenlingen der Figur sind immer gleich) als auch zwischen den Figuren
(hier z.B.: die Anzahl der Spalten und Zeilen wdéchst von Figur zu Figur je um
eins; es kommt von Figur zu Figur ein Winkel mit aufeinanderfolgenden ungera-
den Anzahlen an Pldttchen hinzu). Diese hergestellten Zusammenhinge kdnnen
die Lernenden nun nutzen, um sie auf weitere Figuren zu {libertragen, bzw. weite-
re Folgeglieder zu konstruieren. Das Verallgemeinern stellt sich fiir dieses, fiir
den Einstieg in die Algebra beliebte Aufgabenbeispiel (vgl. Kapitel 5) als grund-
legende, unerléssliche Tétigkeit dar. Das Beispiel verdeutlicht aber ebenso, wie
eng die von FISCHER ET AL. (2010) aufgefiihrten algebraischen Denkhandlun-
gen (hier unter anderem das Strukturieren, das Verallgemeinern und das Konstru-
ieren) miteinander verbunden sind.

Zwei Aspekte des Verallgemeinerns sollen im Folgenden fiir die Erfassung des
Begriffs betont werden und die obige Beschreibung von FISCHER ET AL.
(2010) erginzen.

4.1.1.1 Verallgemeinern — kognitive und sprachliche Tdtigkeit

Im Unterricht geht es meist nicht nur um die Erfassung einer Allgemeinheit, son-
dern ebenso um die Kommunikation iiber und das Darstellen von erkannten all-
gemeinen Zusammenhédngen. Auch an dieser Stelle wird das Verallgemeinern als
Prozess gefordert, um das Gemeinsame verschiedener Fille ausdriicken zu kon-
nen. Aus dieser sprachlichen Perspektive beschreibt KAPUT (2000, 6) die Rolle
des Verallgemeinerns in der Algebra wie folgt:
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,,Generalizing involves deliberately extending the range of one’s reasoning or
communication beyond the case or cases considered, explicitly identifying
and exposing commonality across cases, or lifting the reasoning or communi-
cation to a level where patterns across and relations among cases or situations
become the focus, rather than the cases or situations themselves. Appropriate-
ly expressed, the patterns, procedures, relations, structures, etc., can become
the objects of reasoning or communication. “

In dieser Arbeit bezeichnet die Tatigkeit des Verallgemeinerns sowohl das Erfas-
sen als auch das Versprachlichen von allgemeinen Zusammenhéngen. Zu betonen
ist hierbei, dass diese beiden Prozesse jedoch nicht als zwei separate Tétigkeiten
verstanden werden, wie in den Studien von COOPER & WARREN (2011) oder
BERLIN (2010b, 198), sondern unter Riickgriff auf die lerntheoretischen Ausfiih-
rungen in Kapitel 2.2.4 untrennbare Bestandteile eines Denkens in Begriffen
bilden (vgl. WYGOTSKI 1986; vgl. SFARD 2008). Auf das obige Beispiel der
Folge aus quadratischen Plittchen (vgl. Abb. 4.1) bezogen, bedeutet dies bei-
spielsweise, dass die Aussage ,eine Figur hat genauso viele Spalten wie Zeilen’
auf einer Strukturierung der Figur in Spalten und Zeilen basiert, Spalten und
Zeilen also folglich nicht nur Werkzeuge der Verbalisierung, sondern auch Refe-
renzkontexte zur Deutung der Figuren darstellen.

4.1.1.2 Verallgemeinern — allgemeine und algebraische Tdtigkeit

Oben wurde das Verallgemeinern beschrieben als allgemeine menschliche Denk-
handlung, die in der Algebra eine wichtige Rolle spielt (FISCHER ET AL. 2010,
2). Dies verdeutlicht, dass es Verallgemeinerungen auch auflerhalb der Mathema-
tik gibt. Kinder verallgemeinern von Geburt an, wenn sie assimilieren und ihre
Umwelt um sich herum erfassen (MASON 2008; 2011). Dies macht HEWITT
(2001) beim Vergleich zwischen dem Verallgemeinern im Spracherwerb und in
der Algebra deutlich, bei welchem die Lernenden in beiden Fillen aufgefordert
sind, aus gegebenen Beispielen allgemeine Regeln und GesetzméBigkeiten zu
konstruieren. So wie das Kind aus den bekannten Vergangenheitsformen ,talked*
und ,walked‘ eine allgemeine Regel ableiten mag, die es zu dem Satz ,we goed to
the park yesterday* fiihrt (HEWITT 2001, 308), so wird der gleiche Prozess im
Kontext numerischer Muster und Operationen spater im Mathematikunterricht als
algebraisch charakterisiert werden.

Auch wenn diese Verallgemeinerungen bereits eine erste Grundlage fiir das al-
gebraische Denken bilden (MASON 2008), ldsst sich — eben weil es sich um eine
allgemeine Tétigkeit handelt — festhalten, dass nicht jeder Verallgemeinerungs-
prozess als mathematisch oder algebraisch bezeichnet werden kann. Fiir eine
Beschreibung des Verallgemeinerns aus algebraischer Perspektive erscheint es
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deshalb fiir die vorliegende Arbeit sinnvoll, die oben dargestellte Tatigkeit auf
den Rahmen mathematischer Kontexte einzugrenzen. MASON (2008) spricht von
algebraischem Denken genau dann, wenn die natiirliche Féhigkeit des Verallge-
meinerns im Kontext von mathematischen Mustern, Strukturen und Beziehungen
entwickelt wird. Es wird dabei davon ausgegangen, dass zwischen dem Verall-
gemeinern als mathematischer und als nicht-mathematischer Tétigkeit keine be-
schreibbare Trennlinie besteht. Vielmehr sollte die Besonderheit, dass das Verall-
gemeinern aus algebraischer Perspektive in enger Verbindung mit dem Verallge-
meinern als allgemeine menschliche Tatigkeit steht, als Stirke zur Foérderung
algebraischen Denkens gesehen und genutzt werden.

Diesen Ausfithrungen entsprechend, soll die oben angefiihrte Beschreibung von
FISCHER ET AL. (2010) erweitert und die Tatigkeit des Verallgemeinerns aus
algebraischer Perspektive fiir die vorliegende Arbeit aufgefasst werden als

das Gemeinsame erfassen und beschreiben, welches vielen einzelnen Fillen
oder Objekten zugrunde liegt und dadurch eine mathematische Regelmdf3ig-
keit, ein Muster, eine Struktur oder eine Beziehung bildet.

4.1.2 Der Kontext des Verallgemeinerns als Zugang zur Algebra

Im vorangehenden Abschnitt wurde die Tatigkeit des Verallgemeinerns aus al-
gebraischer Perspektive beschrieben. Der Kontext des Verallgemeinerns bezeich-
net demnach Lerngelegenheiten, die darauf abzielen, diese Tatigkeit zu initiieren
und zu fordern. Diese werden international als zentrale, sinnstiftende Zugénge in
die elementare Algebra verstanden. Sie nehmen in der Entwicklung von Lernum-
gebungen und Schulbiichern einen ebenso wachsenden Stellenwert ein, wie in der
mathematikdidaktischen Forschung zum Lehren und Lernen von Algebra (vgl.
MASON ET AL. 2005; 2011; ENGLISH & WARREN 1998). Studien berichten,
dass Lernende bei der Einfithrung in die Algebra iliber das Verallgemeinern be-
sonders durch das direkte Erfahren eigener Kompetenzen, die Moglichkeiten zu
selbstgesteuerten Aktivititen und die Kreativitit in der Lernendeninteraktion
motiviert werden (LEE 1996). Im Folgenden sollen Erfahrungen aus der Literatur
zum Kontext des Verallgemeinerns als Einstieg in die Algebra und zur Einfiih-
rung der Variablen zusammengetragen werden und Vorteile dieses Zugangs vor
dem Hintergrund der in Kapitel 3 ausgebreiteten didaktischen Grundlagen reflek-
tiert werden.

Anzumerken ist zuvor, dass das Verallgemeinern keinen alleinigen Zugang in die
Algebra darstellen kann. Neben dem Verallgemeinern gelten vor allem das Prob-
lemlésen, das Modellieren und die Thematisierung funktionaler Zusammenhinge
als Zugénge in die elementare Algebra (BEDNARZ ET AL. 1996). Es soll des-
halb an dieser Stelle explizit bemerkt werden, dass die Betonung des Verallge-



4.1 Das Verallgemeinern als Leitidee zur Einfithrung von Variablen 99

meinerns in dieser Arbeit anderen Zugingen keine Bedeutung absprechen moch-
te. Vielmehr beleuchten die Zuginge unterschiedliche Charakteristika der Algeb-
ra, sodass kein Zugang fiir sich allein den Anspruch erheben kann, die umfassen-
de Bedeutung der Algebra repréisentieren zu konnen (vgl. SIEBEL 2005). Fiir
eine umfassende Erarbeitung des Variablenbegriffs kommt es vielmehr auf eine
Thematisierung seiner verschiedenen Facetten an, wofiir auch wiederum ver-
schiedene Lernkontexte bendtigt werden (vgl. Kapitel 1.1.1). Eine Fokussierung
auf eine Einstiegsmoglichkeit darf folglich nicht auf Kosten der anderen Zuginge
geschehen (vgl. WHEELER 1996). Deshalb diirfen die Ausfiihrungen der Vortei-
le des Verallgemeinerns hier nur als Begriindung der Auswahl eines passenden
Lernkontextes fiir die Untersuchung der vorliegenden Arbeit verstanden werden.

In Kapitel 1.1.1 wurde die Unterschiedlichkeit der verschiedenen Variablenkon-
zepte beleuchtet. Dabei wurde herausgestellt, dass die aufgefiihrten Variablenas-
pekte (Gegenstandaspekt, Einsetzungsaspekt und Kalkiilaspekt (MALLE 1993))
sehr eng miteinander verbunden sind und Lernende auch oftmals innerhalb einer
Aufgabenbearbeitung flexibel zwischen den verschiedenen Betrachtungsweisen
der Variablen wechseln miissen. Hingegen werden die aufgefiihrten Variablen-
auffassungen (Unbekannte, Unbestimmte und Verdnderliche (FREUDENTHAL
1973, 1983)) durch unterschiedliche Kontexte angesprochen. Gerade die Unbe-
kannte und die Unbestimmte stellen sich als komplementire Auffassungen dar
(RADFORD 1996; FREUDENTHAL 1973), weshalb diese entsprechend andere
Lernkontexte benotigen. HARPER (1987) fiihrt an, dass fiir Lernende das Variab-
lenkonzept als Unbestimmte auch wesentlich schwieriger zu greifen ist als das
der Unbekannten. Dennoch beschreibt FREUDENTHAL (1973, 264) die Unbe-
stimmte als geeigneter fiir eine Einfiihrung der Variablen im Unterricht:

,Es ist eine alte Frage, ob man den Buchstabengebrauch bei den Unbekannten
oder Unbestimmten anfangen soll. Wenn man sich das Motivationsmaterial
ansieht (Unbestimmte in allgemeinen algebraischen, geometrischen, physika-
lischen und tagtiglichen Relationen, Unbekannte beim Ldsen von Proble-
men), so scheinen die Gleichungen und die Unbekannten im Vorteil zu sein.
Doch ist das nur bedingt richtig. Sieht man sich den Motivationsstoff an, so
sind es einfache Aufgaben und Rétsel, auf die die Schiiler schon im Rechen-
unterricht trainiert worden sind, und die sie auch ohne ,x‘ 16sen kénnen. Ich
meine, daf die Unbestimmten besser vieldeutige Namen exemplifizieren als
die Unbekannten. In einer Algebra, die nahe den Anwendungen betrieben
wird, dringen die Unbestimmten sich {ibrigens von selber auf; sie melden sich
in allerlei Formeln, mit denen die Wirklichkeit in Natur und Gesellschaft er-
faB3t wird.

Der hier vorgestellte Kontext des Verallgemeinerns eignet sich fiir den Aufbau
der Variablenkonzepte als Unbestimmte und als Verdnderliche. Mit der Wahl des
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Kontextes entscheidet sich die vorliegende Arbeit folglich bewusst fiir eine Fo-
kussierung auf den Unbestimmten- und den Verénderlichenaspekt und lisst die
Unbekannte unberiicksichtigt. Diese Konzentration ist zum einen sinnvoll, um
den Aufbau der Variablenkonzepte intensiv in den Blick nehmen zu kénnen, zum
anderen gibt es auch in der Literatur Hinweise auf die Notwendigkeit einer stér-
keren Betonung des Unbestimmtenkonzepts (Kapitel 1.1.1; FREUDENHTAL
1973 und vgl. Kapitel 1.2.2), welches aufgrund seiner schweren konzeptuellen
Greifbarkeit im Algebraunterricht oftmals auf impliziter Ebene hinter der Unbe-
kannten zuriickstehen muss (HARPER 1987).

4.1.2.1 Unbestimmte und Verdnderliche beim Verallgemeinern

Unbestimmte und Verdnderliche werden durch den Kontext des Verallgemeinerns
angesprochen, da ihnen bei der Verallgemeinerung mathematischer Muster eine
malgebliche Rolle zukommt. KAPUT ET AL. (2008b) beschreiben die Not-
wendigkeit von Wortern oder Zeichen mit Variablencharakter bei der Verallge-
meinerung wie folgt:

,,The only way a person can make a single statement that applies to multiple
instances (i.e., a generalization), without making a repetitive statement about
each instance, is to refer to multiple instances through some sort of unifying
expression that refers to all of them in some unitary way, in a single form,
some way to unify the multiplicity. Generalizing is the act of creating that
symbolic object.” KAPUT ET AL. (2008b, 20)

In Kapitel 1.1.2.2 wurden Variablen als Mittel des Verallgemeinerns dargestellt,
mit deren Hilfe verschiedene mathematische Tatigkeiten auf allgemeiner Ebene
durchgefiihrt werden konnen. Da also Variablen Mittel des Verallgemeinerns
sind, ist der Kontext des Verallgemeinerns bei einer Sinnstiftung zur Beschifti-
gung mit Variablen im Unterricht unumgéanglich.

4.1.2.2 Der Kontext des Verallgemeinerns vor dem Hintergrund
des Spiralprinzips

Von besonderem Interesse fiir das Forschungsvorhaben der vorliegenden Arbeit
ist die hohe Zugénglichkeit, die dem Verallgemeinern als Einstieg in die Algebra
in der Literatur zugesprochen wird. Fasst man das Verallgemeinern als eine zent-
rale algebraische Denkhandlung auf, welche aber eben nicht mathematikspezi-
fisch ist, sondern eine allgemeine menschliche Denkhandlung darstellt, die in
vielen Situationen (generell in der Sprache und in der Begriffsbildung) eine wich-
tige Rolle spielt (vgl. Kap. 4.1.1.2; FISCHER ET AL. 2010; MASON 2008;
HEWITT 2001), so ldsst sich schnell erkennen, dass das Verallgemeinern das in
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Kapitel 3.1 geforderte Ankniipfen am Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler
und die Entwicklung im Sinne des Spiralprinzips ermdglicht. Diese Verbindung
zwischen dem Vorwissen der Kinder, dem Mathematikunterricht der Grundschule
und der Entwicklung algebraischen Denkens formulieren MASON ET AL. (2005,
IX) wie folgt:

»Algebraic thinking (particularly the recognition and articulation of generali-
ty) is within reach of all learners, and vital if they are to participate fully in
society. Everyone who gets to school has already displayed the powers needed
to think algebraically and to make sense of the world mathematically. They
have all generalised and expressed generalities to themselves and others. What
they need is encouragement and permission to develop those powers in a sup-
portive setting. Furthermore, generalization, being fundamental to mathemat-
ics, is a part of every mathematical topic. Put another way: A lesson without
learners having the opportunity to express a generality is not a mathematics
lesson.”

Wird, MASON ET AL. (2005) folgend, davon ausgegangen, dass Grundschul-
kinder durch die natiirliche Fahigkeit des Verallgemeinerns bereits Vorkenntnisse
zum algebraischen Denken mitbringen, so verdringt dies auch automatisch die
Frage nach dem Zeitpunkt des Erreichens einer kognitiven Bereitschaft fiir al-
gebraische Denkprozesse (vgl. Kapitel 3.2). Deshalb méchten BLANTON & KA-
PUT (2005, 35; 2011) ,algebra readiness’ nicht als Zeitpunkt verstanden wissen,
ab welchem die Kinder nun fiir die Einfilhrung algebraischen Denkens bereit
sind, sondern als einen iibergangslosen kontinuierlich steigenden Prozess, der auf
den bisherigen Erfahrungen im Bilden und Verbalisieren von Verallgemeinerun-
gen beruht und bereits mit Eintritt in die Schulzeit beginnt.

Aus semiotischer Perspektive untersucht RADFORD (2000; 2003; 2005; 2010a;
2010b), der sich seit iiber zehn Jahren in Langzeitstudien dem Verallgemeinern
mathematischer Muster als Zugang zur clementaren Algebra widmet, diesen
kontinuierlichen Entwicklungsprozess der Variablen, der verschiedene semioti-
sche Ebenen durchliuft. Dabei beginnen Verallgemeinerungen zunichst auf einer
dinglichen Ebene (factual generalization), zu der deiktische Ausdriicke auf kon-
kreter Zahlenebene (deictic function), Wiederholung andeutende Worter (genera-
tive action function) (RADFORD 2000) sowie rhythmisches Zdahlen (RADFORD
2005) gehoren. Expliziter Bestandteil des Diskurses wird die Unbestimmte als
solche erstmals auf der Ebene der kontextualisierten Verallgemeinerungen
(contextual generalization) (RADFORD 2003; 2010b). Die Unbestimmte muss
hierbei noch keinen formalen algebraischen Zeichencharakter haben, wird aber
durch im Kontext bestimmte Worter fiir Objekte (in Musterfolgen zum Beispiel
die Worter Figur, Stelle, Reihe, oder dhnliches) zu Zeichen fiir Verallgemeine-
rungen kreiert. Die Unbestimmte als Buchstabenvariable stellt schlieBlich die
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dritte Ebene dar, welche RADFORD (2003) als symbolic generalization bezeich-
net. Die Bedeutung, die RADFORD (2010a) der Einbeziehung dieser verschiede-
nen semiotischen Ebenen bei der Betrachtung der Entwicklung von Variablen-
konzepten zuspricht, soll an dieser Stelle RADFORDS (2010a) folgende Ausfiih-
rung zur propéadeutischen Entwicklung des algebraischen Denkens verdeutlichen:

,Letters, indeed, have never been either a necessary or a sufficient condition
for thinking algebraically. [...] But before I go further, let me reassure you
that my idea is not to challenge the power of symbolic algebra. Rather, I am
trying to convince you that it is worthwhile to entertain the idea that there are
many semiotic ways (other than, and along with, the symbolic one) in which
to express the algebraic idea of unknown, variable, parameter, etc. I deem this
point important for mathematics education for the following reason. Ontoge-
netically speaking, there is room for a large conceptual zone where students
can start thinking algebraically, even if they are not yet resorting (or at least
not to a great extent) to alphanumeric signs. This zone, which we may term
the zone of emergence of algebraic thinking, has remained largely ignored, as
a result of our obsession with recognising the algebraic in the symbolic only.”
(RADFORD 2010a, 3, hervorgehoben im Original)

Mit dieser Sichtweise auf das algebraische Denken zeigt RADFORD einerseits
die Moglichkeiten der frithzeitigen Entwicklung des algebraischen Denkens auf,
er betont andererseits aber auch aus semiotischer Perspektive erneut die Bedeu-
tung der natiirlichen Sprache und der Wortvariablen, die in Kapitel 3.3 dargestellt
wurde.

Die obigen Ausfithrungen verdeutlichen nicht nur die Kohdrenz des Verallgemei-
nerns als Einstieg in die Algebra mit den in Kapitel 3 dargestellten didaktischen
Forderungen nach einem spiraligen Aufbau der fundamentalen Ideen und nach
einem Aufgreifen der vorhandenen Féhigkeiten der Lernenden auf intuitivem
Niveau (vgl. Kapitel 3.4), sie fithren auch Moglichkeiten fiir eine propadeutische
Entwicklung der elementaren Algebra im Arithmetikunterricht der Primarstufe
vor Augen. Der kontinuierlichen Entwicklung des algebraischen Denkens wird
beim Verallgemeinern ein hoher Stellenwert zugesprochen, da dieser Einstieg in
die Algebra nicht auf eine sporadische Thematisierung von Verallgemeinerung
reduziert werden kann, sondern einer langfristigen Einbettung und einer Sensibi-
lisierung fiir Verallgemeinerungen im Mathematikunterricht bedarf (MASON
1996).

Die enge Beziehung zwischen Arithmetik und Algebra wurde bereits in Kapitel
3.2.3 angesprochen und kann hier vor dem Hintergrund des Verallgemeinerns
erneut betrachtet werden. Der Ubergang zwischen diesen beiden mathematischen
Gebieten ist flieBend und eine klare Trennung ist nicht moglich. So kann einer-
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seits algebraisches Denken bereits im arithmetischen Umgang mit Zahlen erkannt
werden, andererseits muss ein Auftreten von Buchstabenvariablen nicht immer
automatisch algebraische Handlungen bedeuten (vgl. HERCOVICS & LIN-
CHEVSKI 1994, LINCHEVSKI 1995). Die oft in der Literatur verwendete Be-
schreibung der Algebra als verallgemeinerte Arithmetik darf dabei nicht so ver-
standen werden, dass im Algebraunterricht nun mit Buchstaben allgemein ge-
rechnet wird wie vorher mit Zahlen in der Arithmetik. Stattdessen bedeutet die
Algebra vielmehr eine Explizierung der bereits in der Arithmetik integrierten
allgemeinen algebraischen Denkhandlungen (MASON ET AL. 2005). Wird der
Ubergang zwischen Arithmetik und Algebra als eine , Bewegung® vom Rechnen
mit konkreten Zahlen zum Nachdenken iiber allgemeine Beziehungen zwischen
Zahlen gesehen (vgl. CARRAHER & SCHLIEMANN 2007), so ldsst sich algeb-
raisches Denken tiberall dort im Grundschulunterricht vorfinden, wo iiber Muster,
Strukturen und Beziehungen reflektiert und gesprochen wird. KAPUT & BLAN-
TON (1999) sehen deshalb im Grundschulunterricht verschiedene Moglichkeiten,
Verallgemeinerungen im Hinblick auf eine Forderung algebraischen Denkens in
den Unterricht zu integrieren. Diese werden hier zusammengefasst dargestellt:

= Im Arithmetikunterricht lassen sich viele Themen unter algebraischer Per-
spektive betrachten, so z.B. arithmetische Operationen und ihre Eigen-
schaften, Beziehungen zwischen Operationen, Gesetzte (wie Kommutati-
vitdt usw.), aber auch RegelmifBigkeiten und Strukturen unseres Dezimal-
systems und Zahleigenschaften.

= Die Beschiftigung mit mathematischen Mustern, so z.B. mit Zahlenmus-
tern oder figurierten Mustern und die Behandlung von funktionalen Bezie-
hungen bietet explizit die Moglichkeit Muster und Strukturen zu entde-
cken, zu beschreiben und zu begriinden.

= Beim Modellieren kdnnen Schiilerinnen und Schiiler mit der Verallgemei-
nerung bei der Mathematisierung von Situationen konfrontiert werden und
so Verallgemeinerungen als Mittel zur mathematischen Beschreibung von
realen Situationen kennenlernen.

= Erste abstrakte Objekte und Strukturen konnen fiir Verallgemeinerungen
und Denkhandlungen genutzt werden (wie z.B. fiir Erkundungen von ge-
raden und ungeraden Zahlen als erste Begegnung mit Restklassen).

Diese aufgefiihrten Punkte beschreiben (exemplarisch) die Mdglichkeiten der
Integration des Verallgemeinerns in den bestehenden Mathematikunterricht der
Primarstufe im Hinblick auf ihre fachliche Einbettung auf curricularer Ebene.
Dies ist vor allem beziiglich der in Kapitel 3.2.1 beschriebenen Argumentation
fiir die Early Algebra bedeutsam, die explizit von einer bereichernden Vertiefung
des bestehenden Stoffes anstelle einer Erweiterung der Lerninhalte spricht (KA-
PUT & BLANTON (2001). Substantielle Aufgabenformate, wie beispielsweise
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Rechendreiecke, Zahlenmauern oder Zahlenketten, sind in besonderer Weise dazu
geeignet, die Lernenden zu Entdeckungen von mathematische Mustern und Struk-
turen anzuregen und es lassen sich bereits in den Bearbeitungen von Grundschul-
kindern viele mathematische Tatigkeiten erkennen, welche in Kapitel 4.1.1 als
wichtige Denkhandlungen der Algebra ausgemacht wurden (SIEBEL 2010). Es
ist also zu betonen, dass Verallgemeinerungen im Mathematikunterricht nicht
neuer Aufgaben bediirfen, sondern dass davon auszugehen ist, dass der bestehen-
de Mathematikunterricht und existierende Lernmaterialien bereits iiberall dort
Potential fiir Verallgemeinerungen und fiir die propddeutische Entwicklung al-
gebraischer Denkweisen besitzen, wo es um die Beschéftigung mit mathemati-
schen Mustern geht und den Kindern Zeit und Gelegenheit gegeben wird, diese
zu entdecken und sich mit anderen dariiber auszutauschen®.

Auf didaktischer Ebene hingegen ist eine Verdnderung des Unterrichts sehr wohl
notwendig, um algebraisches Denken im Arithmetikunterricht anzubahnen und
Verallgemeinerungen zu fordern. KAPUT & BLANTON (2001) sehen diese
Notwendigkeit der Weiterentwicklung des bestehenden Unterrichts drei Richtun-
gen betreffend:

= Aufgaben und Lernumgebungen miissen so gestellt werden, dass sie Gele-
genheiten fiir Verallgemeinerungen und fortschreitende Formalisierung
mathematischer Muster und Strukturen bieten. Dies beinhaltet auch eine
Verdnderung und ,Algebraisierung‘ bestehender arithmetischer Aufgaben.

= Lehrkrifte miissen geschult und fiir Verallgemeinerungen sensibilisiert
werden, sodass sie Gelegenheiten zum Verallgemeinern erkennen und die-
se im Unterricht aufgreifen und fruchtbar machen kénnen.

= Im Klassenraum muss eine Unterrichtskultur geschaffen werden, die Ver-
allgemeinerungen und Formalisierungen unterstiitzt und Kindern regelma-
Big Gelegenheit gibt, iiber mathematische Muster zu sprechen.

Die hier als Forderungen an den Unterricht formulierten Aspekte stehen dabei
bereits seit einiger Zeit auf der Agenda der konstruktiven mathematikdidakti-
schen Forschung® (KIERAN 2011).

2 Siehe z.B. KOPP 2001 fiir eine Anbahnung an Variablen durch Erkundungen von
Strukturen von Zahlenmauern.

*  Zum 1. Punkt siche beispielsweise BLANTON & KAPUT 2002. Zum 2. siche bei-
spielsweise KAPUT & BLANTON 1999; 2000, BLANTON & KAPUT 2005; SIE-
BEL & FISCHER 2010. Zum 3. siehe beispielsweise CARPENTER ET AL. 2003.
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4.1.2.3 Folgen - ein Kontext zum Verallgemeinern

Zur Verdeutlichung der oben beschriebenen Ausfiihrungen soll an dieser Stelle
die Beschiftigung mit Folgen als exemplarischer Kontext des Verallgemeinerns
dargestellt und an diesem die oben angesprochenen Vorteile solcher Lerngelegen-
heiten erldutert werden®. Die Erkundung und Fortfiihrung von Folgen wird in der
Literatur als sinnstiftender Zugang fiir eine erste Berithrung mit der Algebra und
Variablen beschrieben (BERLIN 2010a; HUSSMANN & LEUDERS 2008a;
COOPER & WARREN 2011; MOSS & McNAB 2011), aber auch fiir den Ma-
thematikunterricht der Grundschule eignen sich Folgen in vielerlei Hinsicht. Sie
bieten reichhaltige Moglichkeiten flir arithmetische Erkundungen und Entde-
ckungen, fiir eine Einbindung der prozessbezogenen Kompetenzen, fiir produkti-
ve Ubungen und fiir Eigenproduktionen (SELTER 1996).

Insbesondere das Hochrechnen und Prognostizieren von hohen Folgegliedern
kann einen sinnstiftenden Anlass bieten, Variablen und die algebraische Sprache
zu nutzen; vor allem dann, wenn andere Verfahren (wie eine graphische Darstel-
lungen, ein iteratives Vorgehen oder eine tabellarische Ubersicht) eines groBeren
rechnerischen Aufwands bediirfen und die algebraische Sprache nicht nur eine
zeitliche Erleichterung, sondern auch eine Verminderung des Aufwands verschafft
(BARZEL & HUSSMANN 2007). Bei der Beschiftigung mit Wachstumsprozes-
sen entsteht sehr schnell die Frage ,Wie geht es weiter?’, welche in besonderer
Weise eine intrinsische Motivation zur Herausbildung von zentralen mathemati-
schen Begriffen, wie der Variablen und des Terms, erzeugt (HUSS-MANN &
LEUDERS 2008a).

Zur Visualisierung von Folgen

Folgen lassen sich rein numerisch (als Zahlenfolgen) darstellen, existieren aber
ebenso in geometrisch-visualisierter Form in verschiedensten Darstellungen. Fiir
eine erste Anbahnung an algebraische Betrachtungsweisen von Folgen werden
beispielsweise gerne Streichholzfolgen genutzt (REDDEN 1996;HUSSMANN &
LEUDERS 2008b) oder aber auch figurierte Zahlen (WITTMANN & MULLER
2004b,101), die schon den Pythagoreern zur Erkldrung von Zahlenmustern und
GesetzmaBigkeiten dienten (STEINWEG 2006; WITTMANN & ZIEGENBALG
2004).

Durch eine geometrische Veranschaulichung kdnnen vertiefte Einblicke in die der
Folge zugrunde liegenden mathematischen Beziehungen entwickelt werden,
schlieBlich stellt ein geometrisch-visualisiertes Muster kein Abbild einer algebrai-

3 Zugleich stellen die Ausfithrungen ein Vorgriff auf die Beschreibungen der Aufgaben-

formate dar.



106 4 Das Verallgemeinern mathematischer Muster

schen Struktur dar, sondern ist selbst ein eigenstindiges Muster, dessen charakte-
ristische Strukturen vom Lernenden bei der Deutung aktiv zu konstruieren sind
(BOTTINGER 2006, BOTTINGER & STEINBRING 2007). Dies bedeutet
gleichzeitig, dass die geometrische Darstellung eines Musters im Vergleich zu
einer rein numerischen Folge nicht immer eine Vereinfachung ist (vgl. STEIN-
WEG 2001; STEINWEG 1998; ORTON ET AL. 1999). In einem Vergleich zwi-
schen tabellarisch dargestellten und geometrisch-visualisierten Musterfolgen
stellen ENGLISCH & WARREN (1998) sehr unterschiedliche Herangehenswei-
sen der Schiilerinnen und Schiiler fest, wobei die Verallgemeinerungen der tabel-
larisch dargestellten Muster sich fiir die Kinder einfacher gestalten. Bei diesen
tendieren die Schiilerinnen und Schiiler jedoch oftmals zu einem Ausprobieren
der verschiedenen moglichen Operationen als einzig mogliche Strategie, wihrend
die geometrisch-visualisierten Muster dazu anregen, verschiedene Sichtweisen
auf das Muster einzunehmen, unterschiedliche Strukturierungen in Teilstiicke
vorzunehmen und auch entstehende Terme auf ihre Gleichheit zu untersuchen
(ebd.). Die geometrisch-visualisierte Musterfolge dient folglich nicht dazu, Ver-
allgemeinerungen zu vereinfachen. Ihr Nutzen liegt vielmehr in der Verbindung
zwischen den Représentationsformen selbst, in ihrem Potential fiir eine Vernet-
zung algebraischer und geometrischer Strukturen (BOTTINGER & SOBBEKE
2010; MOSS & McNAB 2011) und der Moglichkeit des ,Erfahrbarmachens® der
dynamischen Wechselbeziehung zwischen Geometrie und Algebra (HUSS-
MANN 2008, HUSSMANN & OLDENBURG 2008) bei der Verallgemeinerung.

BERTALAN (2007a; 2007b; MELZIG 2010) testet in einer Unterrichtsreihe
zum Einstieg in die Algebra in der 7. Jahrgangsstufe die Lernumgebung ,x-
beliebig® (vgl. Abb. 4.2; AFFOLTER ET AL. 2003, 22f), die eine rdumlich
wachsende Wirfelfolge fiir den Einstieg in die Algebra nutzt. Sie zeigt dabei,
dass die Lernumgebung Méglichkeiten fiir einen konstruktiven Aufbau von trag-
fahigen Variablenkonzepten bietet. Die Aufgaben stellen einen sinnstiftenden
Zugang dar, bei dem Kinder erste Erfahrungen mit dem Beschreiben und Forma-
lisieren von Mustern machen kdnnen.
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2 Wie viele Quadrate sind sichtbar, und wie viele sind verdeckt
A bei einem zehnstéckigen Turm?
B bei einem zwanzigstickigen Turm?
¢ Wie bestimmst du die Zahl, wenn das Abzahlen zu mihsam

wird?
5 Quadrate sind sichtbar, 9 Quadrate sind sichtbar, Zwischen der Zahl der Stockwerke und der Zahl der sichtbaren
1 Quadrat ist verdeckt. 3 Quadrate sind verdeckt. Quadrate besteht ein Zusammenhang:

241
13 4.-341

w
R T IE W 4
B

Abbildung 4.2: Ausschnitt aus der Lernumgebung ,x-beliebig’ aus dem mathbu.ch 7
(AFFOLTER ET AL. 2003, 22)

Eine ebenso vielversprechende Lernumgebung zu Wiirfelfolgen lédsst sich bei
HENGARTNER ET AL. (2006) finden. In diesem fiir die 3. bis 6. Jahrgangsstufe
konzipierten Aufgabenformat beschiftigen sich die Lernenden mit Wiirfelfolgen,
die im Gegensatz zur Lernumgebung des Mathbu.chs (AFFOLTER ET AL. 2003)
zweidimensional dargestellt sind (vgl. Abb. 4.3). Neben der Berechnung der
Wiirfelanzahlen der ersten zehn Folgeglieder und des 20. Folgeglieds ist von den
Schiilerinnen und Schiilern zusitzlich eine Beschreibung des Wachstums gefor-
dert (HENGARTNER ET AL. 2006, 117). Abschlieend sind die Lernenden
angehalten, eine eigene ,,Reihe von Figuren™ zu erfinden.

«Fastquadrate»

Hihe |[1|2]3|4|5|6]7

|
>®
-1
=
]

| Anzahl

) Baue weitere Figuren und fiille die Tabellen aus.
b) Wie wiichst die Anzahl Wiirfel? Beschreibe deine Beobach-
tungen.

Abbildung 4.3: Aufgabenstellung und Schiilerdokument zur Wiirfelfolge ,,Fastquadrate*
(HENGARTNER ET AL. 2006, 117)
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Rekursive und explizite Vorgehensweisen

Bei der Auseinandersetzung mit Folgen lassen sich in den Vorgehensweisen der
Schiilerinnen und Schiiler grundsétzlich unterschiedliche Strategien zur Mus-
terstrukturierung und zur Anzahlbestimmung ausmachen. Dabei kann zwischen
expliziten Strukturierungen, bei welchen der Wert eines Folgeglieds fiir eine
gesuchte Stelle durch einen Term mit Bezug zur Stelle direkt berechnet werden
kann, und rekursiven Strukturierungen, bei welchen die Bestimmung des gesuch-
ten Wertes auf dem Wert des Folgevorgingers beruht, unterschieden werden
(ORTON & ORTON 1999; BERTALAN 2007b; STEINWEG 2006; WIELAND
2006). BEZUSZKA & KENNEY (2008) beschreiben rekursive und explizite
Vorgehensweisen als zwei sich ergénzende Strategien. Rekursive Herangehens-
weisen kniipfen an das Vorwissen der Kinder aus dem Arithmetikunterricht an
(z.B. dem Zihlen in Schritten oder der Multiplikation durch wiederholte Additi-
on). In der Algebra werden jedoch schnell die Grenzen dieser Strategie sichtbar,
wenn Schiilerinnen und Schiiler beispielsweise aufgefordert sind, hohe Stellen-
werte zu berechnen (Welchen Wert hat die 100. Stelle?) oder die Stelle eines
gegebenen Wertes anzugeben (An welcher Stelle hat die Folge den Wert 5007?).
Bei diesen Fragestellungen zeigen sich die Stirken expliziter Vorgehensweisen,
welche schnell zum Term fithren kénnen. Dennoch ist die Ausbildung rekursiven
Denkens fundamental und im Algebraunterricht nicht zu vernachlédssigen (vgl.
BEZUSZKA & KENNEY 2008). Fiir den Algebraunterricht sollten rekursive
Vorgehensweisen folglich nicht vermieden, sondern aufgegriffen, thematisiert
und mit expliziten Strategien in Verbindung gebracht werden (LANNIN ET AL.
2006). Bei der Beschiftigung mit Zahlenfolgen stellen HARGREAVES ET AL.
(1999) die Differenzenbildung zwischen den Folgegliedern als iiberwiegende
Strategie der 487 befragten sieben- bis elfjdhrigen Kinder dar. Sowohl bei linea-
ren als auch bei quadratischen Zahlenfolgen®, wenden die Kinder Strategien
nicht flexibel an und ziehen die Differenzenbildung anderen Strategien, wie bei-
spielsweise der Suche nach Eigenschaften der Zahlen oder nach Malreihen, vor.
Den Grund dafiir vermuten HARGREAVES ET AL. (ebd.) in einer Uberbeto-
nung linearer Zusammenhinge und gleichzeitiger Vernachldssigung von anderen,
beispielsweise quadratischen Folgen im Unterricht.

Proportionalititsannahme

Zusitzlich zu diesen grundsitzlichen Sichtweisen auf Musterfolgen kann bei der
Bestimmung von Folgewerten oftmals eine weitere Strategie beobachtet werden,
bei welcher die Kinder ein proportionales Wachstum der Folge annehmen, was

% Als quadratisch bezeichnen HARGREAVES ET AL. (1999) alle Folgen, mit konstan-
ter Differenz zwischen den Differenzen der Folgeglieder.
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hier im Folgenden als Proportionalititsannahme bezeichnet werden soll. Die
Schiilerinnen und Schiiler versuchen dann, die gesuchten Anzahlen durch ein
Vervielfachen (z.B. durch Verdopplung) der bereits bekannten Anzahlen von
Folgegliedern zu erhalten (BERTALAN 2007b). STACEY (1989) unterscheidet
dabei zwischen zwei verschiedenen Strategien, welche Kinder unter der Annahme
von Proportionalitdt verwenden, um Folgeglieder von héheren Stellen zu bestim-
men. Bei der Strategie difference method multiplizieren die Schiilerinnen und
Schiiler die Differenz zwischen den Folgegliedern mit der gesuchten Stelle und
gelangen so beispielsweise bei der Folge 3n-2 (1,4,7,10,...) zum Folgewert
3-20=60. Um diese Strategie von der grundlegenden rekursiven Vorgehensweise
des Differenzenbildens besser abzugrenzen zu konnen, benennen ORTON & OR-
TON (1999, 106) diese Strategie mit dem Ausdruck difference product. Bei der
zweiten, auf der Annahme von proportionalem Wachstum beruhenden Strategie,
welche von STACEY (1989) als whole-object method bezeichnet wird, gehen die
Schiilerinnen und Schiiler davon aus, dass Folgewerte vervielfacht werden kon-
nen, um Vielfache der Stellen zu ermitteln, beim oberen Beispiel also den Wert
der vierten Stelle zu verdoppeln (2-10), um so fiir die achte Stelle den Folgewert
20 zu erhalten. ORTON & ORTON (1999,106) nennen diese Strategie auch short
cut. Sie beschreiben auflerdem, dass Proportionalititsannahmen besonders hiufig
auftreten, wenn Kinder rekursive Herangehensweisen, wie die Differenzenbil-
dung, nutzen. Im Unterricht bedarf es oftmals einer Unterstiitzung von der Lehr-
kraft, um Kindern die Probleme der intuitiven Strategien difference product und
short cut aufzuzeigen (ORTON & ORTON 1999).

4.2 Das Verallgemeinern als grundlegende Tatigkeit im
Mathematikunterricht

Das Verallgemeinern wurde oben sowohl fiir den Einstieg in die elementare Al-
gebra als auch fiir die propadeutische Entwicklung des algebraischen Denkens in
der Grundschule als vielversprechender Kontext dargestellt, welcher die in Kapi-
tel 3.4 aufgestellten didaktischen Forderungen an einen Aufbau von Variablen-
konzepten beriicksichtigt. Im Folgenden wird das Verallgemeinern vor dem Hin-
tergrund eines Verstidndnisses der Mathematik als die Wissenschaft von den Mus-
tern erneut betrachtet, da sich die in Kapitel 4.1.1 beschriebene Tétigkeit aus
dieser Perspektive als grundlegende Titigkeit darstellt, welche den gesamten
Mathematikunterricht durchzieht. Dazu wird in Kapitel 4.2.1 zunichst die Auf-
fassung der Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern erdrtert und an-
schlieBend in Kapitel 4.2.2 beschrieben, welche Rolle dem Verallgemeinern in
dieser zukommt.
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4.2.1 Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern

., Was ist Mathematik? Wenn Sie diese Frage dem erstbesten Passanten auf
der Strafie stellen, wird dieser Ihnen hochstwahrscheinlich antworten:
»Mathematik ist die Lehre von den Zahlen.<« [..] Mehr werden Sie nicht
herausfinden, und doch ist dies mitnichten eine angemessene Definition von
Mathematik. Diese Definition ist ndmlich seit 2500 Jahren iiberholt.

Und die Antwort auf die Frage » Was ist Mathematik? <« hat sich seitdem
mehrmals gewandelt.” (DEVLIN 2003, 20)

Inzwischen haben sich die verschiedenen Gebiete der Mathematik so unterschied-
lich entwickelt, dass es in Anbetracht dieser Vielfalt tatsdchlich nicht leicht fallt,
die Frage um das Wesen der Mathematik zu beantworten. Eine mittlerweile ver-
breitete Beschreibung dessen, was den verschiedenen Bereichen der Mathematik
gemein ist, ist die Bezeichnung der Mathematik als die Wissenschaft von den
Mustern. Auch wenn diese Definition ein heute weitgehend etabliertes Bild der
Mathematik darstellt, so ist der hier genutzte Begriff des Musters dennoch leicht
missverstidndlich. Deshalb schreibt DEVLIN (2003, 97):

,,Eine etwas erweiterte Definition konnte lauten: »Mathematik ist die Wissen-
schaft von Ordnungen, Mustern, Strukturen und logischen Beziehungen. «
Doch weil die Mathematiker unter dem Begriff »Muster« all die anderen
Elemente dieser erweiterten Definition ohnehin einschlieB3en, ist die Kurzdefi-
nition tatsdchlich umfassend — falls man weil3, was unter »Mustern« zu ver-
stehen ist.*

Dabei betont DEVLIN (1998, 4), dass es sich hierbei um ,,Zahlenmuster, For-
menmuster, Bewegungsmuster, Verhaltensmuster und so weiter* handeln kann.

»Solche Muster sind entweder wirkliche oder vorgestellte, sichtbare oder ge-
dachte, statische oder dynamische, qualitative oder quantitative, auf Nutzen
ausgerichtete oder blof3 spielerischem Interesse entspringende Muster
(DEVLIN 1998, ebd.).

Eine ebenso weite Definition des Begriffs Muster als ,,any kind of regularity that
can be recognized by the mind“ (SAWYER 1955, 12. H. i. O.) nutzt auch SAW-
YER (1955) fiir seine Bestimmung der Mathematik als die Wissenschaft von
Mustern. Es geht demnach in der Mathematik um das Entdecken, Beschreiben
oder auch Konstruieren von mathematischen Mustern, also von jeglicher Art von
Strukturen, Beziehungen und RegelméBigkeiten — realer oder auch gedanklicher
Natur.
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Auch in aktuelle Lehrpline und Bildungsstandards fiir die Grundschule hat das
Bild von der Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern Einzug gehalten
(KMK 2005). In dem Buch Bildungsstandards fiir die Grundschule: Mathematik
konkret zur Etablierung der Bildungsstandards beschreiben WITTMANN &
MULLER (2008), wie sich die Leitidee ,Muster und Strukturen® durch alle in-
haltsbezogenen Bereiche der Bildungsstandards hindurchzieht, weshalb es sich
bei ,Mustern und Strukturen‘ nicht einfach um einen der verschiedenen Bereiche
des Mathematikunterrichts, sondern um einen iibergreifenden Aspekt handelt.

Inwiefern und ab welchen Schulstufen dieses Bild der Mathematik an Kinder
herangetragen werden kann, beantwortet WITTMANN (2003, 26) in einer Dis-
kussion um das Verhiltnis von Anwendungs- und Strukturorientierung:

,Der Begriff des mathematischen Musters eignet sich also sehr wohl als Leit-
motiv von den ersten mathematischen Aktivititen des Kleinkindes bis hin zu
den aktuellen Forschungen der mathematischen Spezialisten. Fiir die mathe-
matische Frithférderung im Vorschulalter sind einfache Zahlen- und Formen-
muster gut geeignet (vgl. Miiller / Wittmann 2002). Fiir den Mathematikunter-
richt der Grundschule bietet sich eine liberquellende Fiille von Zahlenmustern,
Formenmustern, kombinatorischen und logischen Mustern an, mit denen die
Kinder ihre mathematischen Fahigkeiten entfalten und grundlegende Kennt-
nisse erwerben konnen. Der Mathematikunterricht der folgenden Stufen kann
nahtlos daran anschlieBen.*

Das folgende Beispiel zeigt zwei fortzusetzende Pliattchenmuster von roten und
blauen Wendeplittchen aus dem Friihférderprogramm ,mathe 2000° (MULLER
& WITTMANN 2007, 11). Fiir das obere Pliattchenmuster zeigt DEUTSCHER
(2012, 139) in einer Studie mit Schulanfangern, dass 97,2% der untersuchten
Kinder in der Lage sind, dieses Muster fortzusetzen.
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Abbildung 4.4: Plittchenmuster im Frithforderprogramm ,mathe 2000’ (MULLER &

WITTMANN 2007, 11)

Auch STEINWEG (2003, 61) beschreibt, dass sich in der Grundschule Lernende
aller Jahrgangstufen bei der Beschéftigung mit Zahlenmustern ,,motiviert, eigen-
stindig und kreativ zeigen. Kinder fiihlen sich ernst genommen, da es eben nicht
auf das richtige Ergebnis ankommt, sondern Muster kreative Spielrdume und
verschiedene Herangehensweisen zulassen. Besonders ertragreich erweisen sich
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Eigenproduktionen, bei welchen Kinder dazu aufgefordert sind, eigene Muster
und Strukturen zu produzieren. Das selbsttéitige Erfinden einer Struktur verschafft
den Schiilerinnen und Schiilern zusétzlichen Anreiz. Hier konnen Kinder ihre
eigene Leistungsfahigkeit erproben, was maligeblich zu einer ermutigenden Ein-
stellung zum Fach beitragen kann (STEINWEG 2004).

Eine Untersuchung von STEINWEG (2001) zeigt auf, dass Kinder aller Grund-
schuljahrgénge vielversprechende Kompetenzen bei der Fortsetzung von Zah-
lenmustern und geometrischen Mustern besitzen. Da die Aufgabenformate und
die Beschiftigung mit mathematischen Mustern im Mathematikunterricht den
Kindern zum Untersuchungszeitpunkt fremd waren, lieBen die hohen Losungs-
haufigkeiten Riickschliisse dahingehend zu, ,,dass die Kinder einen natiirlichen
Zugang zu den Aufgaben finden, selbst wenn die Formate unbekannt sind und die
Aufgaben nicht kindgeméaf ‘verpackt® dargeboten werden.” (STEINWEG 2001,
165).

Fiir die Faszination, die von den Kindern bei der Beschéftigung mit mathemati-
schen Mustern empfunden wird, gibt sie (ebd.) zwei Begriindungen an: Einerseits
erlauben Muster, die dem Fach inne liegende Asthetik zu spiiren, die durch die
RegelmiBigkeit und die Struktur entsteht und die der menschliche Geist als schén
empfindet. Andererseits kann das Verstindnis, das Seken einer Struktur ein faszi-
nierendes Empfinden hervorrufen (vgl. Abb.4.3).

/ Muster \

verzaubern entzaubern
die Mathematik
Mathematik wird erfahrbar Mathematik wird durchschauba
in der Schonheit in der Logik ihrer Strukturen
ihrer Strukturen und kann deshalb hinterfragt

Qnd kann so faszinieren. und analysiert werden. /

Abbildung 4.5: Die Wirkung von mathematischen Mustern (STEINWEG 2001, 262)

Als Argument fiir die Beschiftigung mit mathematischen Mustern macht STEIN-
WEG (2003) darauf aufmerksam, dass eine Uberbetonung von Anwendungsori-
entierung im Mathematikunterricht leicht zur kiinstlichen Verpackung des Stoffes
filhren kann, welche die eigentliche innere Schonheit der Mathematik und die
intrinsische Faszination verdeckt, die bei der Beschiftigung mit innermathemati-
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schen Mustern aus der Sache heraus entsteht. Stattdessen bieten Muster im Ma-
thematikunterricht die Mdglichkeit, eben diese Faszination sichtbar und erlebbar
zu machen und innermathematische Zusammenhinge besitzen so ihren Platz im
Mathematikunterricht unter dem Gesichtspunkt der Strukturorientierung (WITT-
MANN 2003).

4.2.2 Verallgemeinern: Das Allgemeine im Besonderen erkennen und
beschreiben

Im vorhergehenden Kapitel wurde herausgestellt, dass das Entdecken, Beschrei-
ben und Begriinden von Mustern, Strukturen und Beziehungen eine mathematik-
spezifische Tatigkeit ist und die Mathematik demnach als die Wissenschaft von
den Mustern charakterisiert werden kann. Dieses Verstidndnis der Mathematik
erklart ebenfalls die Besonderheit der mathematischen Begriffe, die bereits in
Kapitel 2 beleuchtet wurde. Mathematische Begriffe sind deshalb besonders, weil
sie sich nicht auf isoliert-existierende Gegenstidnde beziehen, sondern auf Muster,
Strukturen und Beziehungen, also einen relationalen Charakter besitzen (vgl.
Kapitel 2.2.2). Dieser relationalen Natur mathematischer Begriffe ndhern sich
Lernende im Mathematikunterricht auf andere Art als beispielsweise Mathemati-
ker in der professionellen Praxis, da letztere durch allgemeingiiltige Strukturen
(Axiome) die strukturellen idealen Objekte der Mathematik zu beschreiben ver-
mogen (STEINBRING 2005, 180). Im Mathematikunterricht hingegen werden
zundchst konkrete Objekte und Musterbeispiele genutzt, deren Deutung hinsicht-
lich ihrer Strukturen dazu beitragen soll, mathematische Begriffe zu entwickeln.
Dazu wurde in Kapitel 2.2.2 die besondere Rolle von Zeichen bei der Konstrukti-
on mathematischen Wissens beschrieben, da diese auf mathematische Begriffe in
ihrer Besonderheit (der Unsichtbarkeit, des relationalen Charakters und der Ver-
gegenstdndlichung von Operationen) verweisen. Da Zeichen aber das einzige
Mittel sind, um mathematisches Wissen zu kommunizieren, stehen Schiilerinnen
und Schiiler vor dem besonderen Deutungsproblem, den spezifischen Charakter
mathematischer Begriffe in die gegebenen Zeichen ,hineinzusehen®, also zu kon-
struieren. Dazu sind sie bei der Deutung gezwungen, sich von der konkreten
Situation zu 16sen — ,,to always detach themselves from the concreteness of the
situation. They are requested to see, interpret or discover ,,something else”, an-
other structure, in the situation* (STEINBRING 2005, 82). Dieses Erkennen von
Strukturen und Beziehungen in den gegebenen Zeichen und konkreten Objekten
verlangt nach einer Tatigkeit, die MASON & PIMM (1984) mit dem Ausdruck
,Seeing the general in the particular® bezeichnen.

Diese Tatigkeit spielt im Mathematikunterrricht aller Schulstufen eine nicht zu
unterschitzende Rolle. Insbesondere vor der Einfiihrung der algebraischen Spra-
che nutzt die Lehrkraft liblicherweise Beispiele, um einen allgemeinen Sachver-
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halt, eine allgemeine Struktur oder eine GesetzmiBigkeit zu erkldren. Die Aus-
fiihrungen versteht die Lehrkraft ebenso als Beispiel — als speziellen Fall einer
allgemeinen Aussage. Dabei sind die verwendeten Zahlen gegen andere aus-
tauschbar, der beschriebene Sachverhalt aber gilt allgemein. Wenn Lernende
anhand eines solchen gegebenen Beispiels mathematisches Wissen konstruieren
sollen, so miissen sie in der Lage sein, den speziellen Charakter des verwendeten
Beispiels von den allgemeinen (oder allgemein gemeinten) Inhalten der Aussage
der Lehrkraft zu differenzieren (vgl. MASON 1996). Gefordert wird von den
Schiilern eine Sensibilitdt dafiir, welche Eigenschaften auf welcher Ebene zu
deuten sind. Mathematische Begriffe besitzen hier eine besondere Mehrdeutigkeit
zwischen Situiertheit und Allgemeinheit, die fiir die Lernenden einerseits Schwie-
rigkeiten mit sich bringen kann, andererseits aber die besondere Kraft mathemati-
scher Begriffe ausmacht (MASON & PIMM 1984). STEINBRING (2005, 81)
spricht von einem Spannungsverhéltnis zwischen empirischer, situierter Kenn-
zeichnung und struktureller, relationaler Allgemeinheit des mathematischen Wis-
sens (vgl. Tab. 4.1). Erneut wird hier die besondere Bedeutung mathematischer
Zeichen ersichtlich, die einerseits konkrete Objekte bezeichnen, andererseits aber
gleichzeitig auf das mathematische Wissen in seiner Allgemeinheit verweisen.

Tabelle 4.1: Die epistemologische Kennzeichnung des mathematischen Wissens (STEIN-
BRING 2005, 81)

Balance between

Epistemological
Characterization of
the Mathematical
Knowledge

Empirical, situated
characterization of
mathematical
knowledge

Situatedness and
Universality

Structural, relational
universality of
mathematical
knowledge

Role of mathemati-
cal signs and sym-
bols

Names for empiri-
cal things and qua-
lities

embodiment of
mathematical rela-
tions as exemplary

“variables”

Die Anforderung an die Lernenden ist hier folglich doppelter Natur: Die Kinder
miissen bei der Deutung mathematischer Zeichen und Symbole sowohl das All-
gemeine im Besonderen sehen, welches iiber die konkrete Situation hinausreicht,
als auch das Besondere der vorliegenden Situation erkennen und weiterhin das
Allgemeine vom Besonderen differenzieren kdnnen.

Eine ebenso schwierige Anforderung an die Lernenden stellt das Beschreiben des
allgemeinen Wissens dar. Allgemeine Muster kdnnen nur mit verallgemeinernden
Sprachmitteln, wie der algebraischen Sprache kommuniziert werden und Schiile-
rinnen und Schiiler, ohne Kenntnis dieser, sind aufgefordert, eigene Wege zu
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finden, um das allgemeine mathematische Wissen iiber die konkrete Situation
hinaus zu beschreiben.

»The epistemology-oriented analyses have confirmed the familiar point of
view that elementary school students are not able to construct new mathemati-
cal knowledge and the necessary generalizing justifications with the “classi-
cal” concepts of elementary algebra in order to describe the yet unfamiliar
knowledge or to operate with it. In elementary school, the new mathematical
knowledge is bound in a characteristic way to the situated learning and expe-
rience contexts of the students. With their attempts of developing and general-
izing mathematical relations, the children are able to construct new knowledge
and true mathematical signs with the help of their own situated descriptions.
And in this way, they succeed in seeing the general in the particular and in
naming it with their own words.” (STEINBRING 2005, 178, hervorgehoben
K. A)

Da Kinder im Grundschulunterricht nicht {iber die algebraischen Mittel verfiigen,
mit denen sie die erkannten Muster und Strukturen verallgemeinern kénnen, wer-
den andere Hilfsmittel benotigt, um Mitschiilerinnen, Mitschiilern oder der Lehr-
kraft das Allgemeine im Besonderen mitzuteilen (vgl. Kapitel 2.2.3; vgl. STEIN-
BRING 2005, 184). An dieser Stelle konnen Ausdriicke der natiirlichen Sprache
und insbesondere Betonungen oder Gestik in der Kommunikation dazu dienen,
den Gesprichspartnern den allgemeinen Charakter des Musters zu verdeutlichen
(KAPUT 2000; RADFORD 2010a).

In den obigen Ausfiihrungen wird ersichtlich, dass die hier beschriebene Anforde-
rung, das Allgemeine im Besonderen zu sehen und zu beschreiben, auf die in
Kapitel 4.1.1 dargestellte Tétigkeit des Verallgemeinerns aus algebraischer Per-
spektive verweist. Deshalb bezeichnet die dort erfolgte Definition das Verallge-
meinern als

das Gemeinsame erfassen und beschreiben, welches vielen einzelnen Fiillen
oder Objekten zugrunde liegt und dadurch eine mathematische RegelmdfSig-
keit, ein Muster, eine Struktur oder eine Beziehung bildet,

vor dem Hintergrund der Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern eine
grundlegende Tatigkeit, die den Mathematikunterricht aller Jahrgangsstufen
pragt.

Geht man also davon aus, dass sich die Mathematik mit Mustern, Strukturen und
Beziehungen beschiftigt (Kapitel 4.2.1), so liegen diese den Begriffen im Ma-
thematikunterricht der Grundschule zugrunde. Durch die besondere Beschaffen-
heit mathematischer Begriffe sind an die Schiilerinnen und Schiiler im Mathema-
tikunterricht besondere Anforderungen gestellt, welche die in Kapitel 4.1.1 be-
schriebene Tétigkeit des Verallgemeinerns einschliefen. Dieser Tétigkeit kommt
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eine wichtige Rolle bei der Begriffsbildung in der Mathematik zu und sie durch-
zieht den gesamten Unterricht. Verallgemeinern ist somit eine unerldssliche Ta-
tigkeit, um mathematische Muster zu erfassen und auszudricken (MASON
2008). Vor diesem Hintergrund formuliert MASON (1996, 65) fiir den Mathema-
tikunterricht die These:

,Qeneralization is the heartbeat of mathematics, and appears in many forms.
If teachers are unaware of its presence, and are not in the habit of getting stu-
dents to work at expressing their own generalizations, then mathematical
thinking is not taking place.*

Es wird hier deutlich, dass das Verallgemeinern keine Tétigkeit ist, die nur hin
und wieder in den Mathematikunterricht einflieft, sondern eine grundlegende
zentrale Tétigkeit, die zum Erkennen und Beschreiben von Mustern und Struktu-
ren fortlaufend notwendig ist.

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Verallgemeinern mathematischer Muster als Kon-
text zur Entwicklung von Variablenkonzepten beschrieben. Den Ausfithrungen in
Kapitel 4.1.1 folgend, wird die Tétigkeit des Verallgemeinerns in dieser Arbeit
verstanden als

das Gemeinsame erfassen und beschreiben, welches vielen einzelnen Fillen
oder Objekten zugrunde liegt und dadurch eine mathematische Regelmdfig-
keit, ein Muster, eine Struktur oder eine Beziehung bildet.

Variablen als Unbestimmte und als Verénderliche besitzen bei dieser Tatigkeit
eine Schliisselrolle (Kapitel 4.1.2.1), da sie Mittel des Verallgemeinerns sind.
Deshalb lisst sich mit dem Kontext des Verallgemeinerns die Entwicklung dieser
beiden Variablenkonzepte fordern und eine Sinnstiftung fiir die Einfiihrung von
Variablen erzielen. Gleichzeitig werden dem Kontext des Verallgemeinerns Mdg-
lichkeiten zur propddeutischen Entwicklung algebraischen Denkens in der Grund-
schule zugesprochen.

Folgerung 4.1  In der Sekundarstufe I stellt sich das Verallgemeinern als
sinnstiftender Kontext zur Einfiihrung von Variablen dar.
Variablen sind Mittel des Verallgemeinerns und werden beno-
tigt, um mathematische Muster allgemein zu beschreiben.
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Durch die Einnahme einer zweiten Perspektive erfihrt die Bedeutung des Verall-
gemeinerns eine wesentliche Erweiterung (Kapitel 4.2). Auf der Grundlage eines
Verstiandnisses der Mathematik als der Wissenschaft von den Mustern, stellt sich
das Verallgemeinern als fundamentale Tatigkeit zum Erfassen und Beschreiben
von Mustern dar, die den gesamten Mathematikunterricht aller Jahrgangsstufen
pragt. Das Verallgemeinern ist also keineswegs der Sekundarstufe oder dem Al-
gebraunterricht vorbehalten, denn auch in der Grundschule stehen die Lernenden
vor der Anforderung des Verallgemeinerns.

Folgerung 4.2 Lernende der Primarstufe stehen, ohne Kenntnis der algebra-
ischen Sprache vor der Anforderung des Verallgemeinerns,
da das Verallgemeinern eine grundlegende Titigkeit des
Mathematikunterrichts ist.

Die Verzahnung der beiden ausgebreiteten Perspektiven auf die Tatigkeit des
Verallgemeinerns erweist sich fiir die vorliegende Arbeit als besonders gewinn-
bringend. Fiir die propadeutische Entwicklung von Variablenkonzepten entstehen
hierdurch die Fragen, wie Lernende mit Hilfe der natiirlichen Sprache mathemati-
sche Muster verallgemeinern, wenn ihnen noch keine Variablen zur Verfiigung
stehen und welche sprachlichen Mittel die wichtige Rolle der Variablen einneh-
men. Von zentralem Interesse fiir die vorliegende Arbeit ist zudem, ob in den
Verallgemeinerungsprozessen der Lernenden der Primarstufe eine propadeutische
Entwicklung von Variablenkonzepten stattfindet.



5 Forschungsfragen und Untersuchungsdesign

Den theoretischen Teil der vorliegenden Arbeit abschlieBend, wird in diesem
Kapitel das Untersuchungsdesign der empirischen Studie vorgestellt. Dazu wird
in Kapitel 5.1 die zentrale Forschungsfrage aus den Folgerungen hergeleitet, die
in den Kapiteln 2 bis 4 herausgearbeitet wurden. AnschlieBend beschreibt das
Kapitel 5.2 das auf diese Frage abgestimmte Forschungssetting und geht dabei
auf die verwendete Methode zur Datenerhebung (Kapitel 5.2.1), die Aufgaben-
konzeption (Kapitel 5.2.2), die Auswahl der an der Interviewstudie teilnehmen-
den Schiilerschaft (Kapitel 5.2.3) und auch die Auswertung der Daten (Kapitel
5.2.4) ein. In Kapitel 5.3 wird die zentrale Forschungsfrage erneut aufgegriffen
und an dieser Stelle aufgefichert, da erst nach der Beschreibung der einzelnen
Aufgabenformate die geforderte Beriicksichtigung der Lernkontexte ihre volle
Bedeutung entfalten kann und spezifische Forschungsfragen zu den Aufgaben-
formaten formuliert werden konnen.

5.1 Zentrale Forschungsfrage

In diesem Kapitel wird die zentrale Forschungsfrage der empirischen Studie dar-
gestellt. Um die Verkniipfung zwischen den theoretischen Uberlegungen zur
Entwicklung von Variablenkonzepten (Kapitel 2 bis 4) und der hier fiir die Unter-
suchung verfassten Forschungsfrage zu verdeutlichen, sollen im Folgenden zu-
nichst die erarbeiteten Folgerungen im Uberblick dargestellt werden und daran
anschlieBend die Herleitung der Forschungsfrage aus diesen Folgerungen erfol-
gen.

In den Kapiteln 2 bis 4 wurden jeweils in den Zusammenfassungen der Kapitelin-
halte (Kapitel 2.3, 3.4 und 4.3) Folgerungen zur Entwicklung von Variablenkon-
zepten formuliert (vgl. Tab. 5.1), welche die zentralen Ideen der Kapitel zusam-
menfassen.

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 6,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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5 Forschungsfragen und Untersuchungsdesign

Tabelle 5.1: Folgerungen des theoretischen Teils der Arbeit

Folgerung 2.1

Der Aufbau von Variablenkonzepten erfordert eine aktive Be-
griffserarbeitung von den Lernenden, die im Rahmen sinnstif-
tender Lernkontexte geschehen muss.

Folgerung 2.2 Mathematische Begriffe entwickeln sich in der Herstellung einer
Beziehung zwischen Zeichen und Referenzkontext. Diese entsteht
in der Interaktion in der Verwendung und Deutung von mathe-
matischen Zeichen.

Folgerung 2.3 Propddeutische Begriffe besitzen, obwohl sie unbewusst sind,

eine wichtige Rolle in der Begriffsentwicklung.

Folgerung 3.1

Die Bedeutung des Lernkontextes ist fiir das vorliegende For-
schungsinteresse zu beriicksichtigen, ebenso wie die Integration
der Perspektiven vom Kind und vom Fach auf die Entwicklung
von Variablenkonzepten.

Folgerung 3.2

Variablenkonzepte sollten als fundamentale Idee der elementa-
ren Algebra im Sinne des Spiralprinzips bereits in der Grund-
schule angebahnt werden. Grundschulkinder weisen bereits
vielfiltige algebraische Kompetenzen auf, an die eine propddeu-
tische Entwicklung von Variablenkonzepten ankniipfen kann.

Folgerung 3.3

Natiirliche Sprache und Wortvariablen stellen wichtige Aus-
gangspunkte fiir die Entwicklung der algebraischen Sprache
dar. Im Sinne der fortschreitenden Schematisierung sollte eine
Formalisierung an die Ausdrucksweisen der Kinder ankniipfen.

Folgerung 4.1

In der Sekundarstufe I stellt sich das Verallgemeinern als sinn-
stiftender Kontext zur Einfiihrung von Variablen dar. Variablen
sind Mittel des Verallgemeinerns und werden bendtigt, um ma-
thematische Muster allgemein zu beschreiben.

Folgerung 4.2

Lernende der Primarstufe stehen, ohne Kenntnis der algebrai-
schen Sprache, vor der Anforderung des Verallgemeinerns, da
das Verallgemeinern eine grundlegende Tdtigkeit des Mathema-
tikunterrichts ist.
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Von den Folgerungen zur Forschungsfrage

Die Entwicklung von Variablenkonzepten wird, den Ausfithrungen des Kapitels 2
folgend, als konstruktiver Prozess der Lernenden verstanden (Folgerung 2.1). Die
Konstruktion mathematischer Begriffe entsteht durch die Herstellung einer Be-
ziehung zwischen mathematischen Zeichen und Referenzkontexten in der Interak-
tion (Folgerung 2.2.a). Die empirische Studie befasst sich folglich mit der qualita-
tiven Erforschung dieser Konstruktionsprozesse, welche mit einer epistemologi-
schen Analyse (nach STEINBRING 2005) untersucht werden (vgl. Kapitel 5.2.4).

Der formulierten genetischen Sichtweise auf Lernprozesse entsprechend (Folge-
rung 3.1), umfasst die Erforschung des Aufbaus von Variablenkonzepten auf
ganzheitliche Weise die Beobachtung der Lernprozesse der Schiilerinnen und
Schiiler und auch die Betrachtung des Verallgemeinerns als mathematische T&-
tigkeit. Werden also aus epistemologischer Perspektive Konstruktionsprozesse
beim Verallgemeinern mathematischer Muster analysiert, so zielt dies einerseits
auf das Verstdndnis der Lernprozesse der Kinder ab (Wie entwickeln Kinder trag-
fahige Variablenkonzepte?), expliziert andererseits aber gleichzeitig auch die Ent-
wicklung von Variablenkonzepten und Verallgemeinerungsprozesse als For-
schungsgegenstidnde aus fachlicher Perspektive (Wie lassen sich Verallgemeine-
rungsprozesse aus epistemologischer Perspektive beschreiben? Wie vollzieht sich
die Konstruktion von Variablenkonzepten im Verallgemeinerungsprozess?)

Aufgrund der Bedeutung propaddeutischer Begriffsentwicklung (Folgerung 2.2.b
aus lerntheoretischer und Folgerung 3.2 aus didaktischer Perspektive), untersucht
die vorliegende Arbeit die Entwicklung von Variablenkonzepten bei Schiilerinnen
und Schiilern der Grundschule und befasst sich damit explizit mit einer Anbah-
nung von Variablenkonzepten vor der Einfiilhrung von Variablen in der Sekundar-
stufe. Sie geht davon aus, dass natiirliche Sprache und Wortvariablen wichtige
Elemente der Entwicklung von Variablenkonzepten darstellen (Folgerung 3.3)
und beobachtet die Rolle der Sprache bei der Begriffsentwicklung in der empiri-
schen Untersuchung.

In den Forschungsfokus riickt ebenso der Lernkontext, an den die Entwicklung
von Variablenkonzepten gebunden ist (Folgerung 3.1). Fiir die vorliegende Arbeit
wird dazu der Kontext des Verallgemeinerns mathematischer Muster gewéhlt.
Dieser bietet gerade in der Zusammenfiithrung verschiedener Perspektiven auf die
Tatigkeit des Verallgemeinerns (Folgerungen 4.1 und 4.2) Chancen fiir die pro-
padeutische Entwicklung von Variablenkonzepten in der Grundschule. Einerseits
stellen sich Variablen als notwendige Mittel des Verallgemeinerns dar, mit deren
Hilfe mathematische Sachverhalte allgemeine beschrieben werden konnen,
wodurch sich durch den Kontext des Verallgemeinerns folglich eine Sinnstiftung
fiir den Variablengebrauch ergibt (Folgerung 4.1). Andererseits stellt sich das
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Verallgemeinern auch im Mathematikunterricht der Grundschule als fester Be-
standteil bei der Beschiftigung mit mathematischen Mustern und Strukturen dar
(Folgerung 4.2). Die empirische Untersuchung nimmt sich dabei der aus dieser
Perspektivendifferenz entstehenden Frage an, welche Mittel im Verallgemeine-
rungsprozess der Grundschulkinder die so wichtige Rolle der Variablen einneh-
men, die als notwendig im Kontext des Verallgemeinerns als Zugang zur Algebra
in der Sekundarstufe beschrieben werden.

Die Bedeutung des Lernkontextes beriicksichtigt die empirische Studie zusitz-
lich, indem sie den Kontext des Verallgemeinerns als Forschungsgegenstand in
den Blick nimmt und Besonderheiten des Lernkontextes (innerhalb der in der
Untersuchung gewéhlten Lernumgebungen) beziiglich der Entwicklung von Vari-
ablenkonzepten herausstellt.

Mit dem Ziel, Verallgemeinerungsprozesse und die Konstruktion von Variablen-
konzepten aus epistemologischer Perspektive nachzuzeichnen und dabei die Be-
deutung des genetischen Prinzips, des Lernkontextes und der natiirlichen Sprache
zu beriicksichtigen, wird fiir die empirische Studie folgende zentrale Forschungs-
frage aufgestellt:

Wie und mit welchen Mitteln verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler der
Grundschule mathematische Muster und wie entwickeln sich dabei Variablen-
konzepte?

Die Zusammenfiithrung der obigen Aspekte auf eine zentrale Forschungsfrage ist
sinnvoll fiir die Handhabbarkeit in der Analyse. Die hier aufgestellte zentrale
Forschungsfrage wird in Kapitel 5.3 erneut aufgegriffen und entsprechend der
Fokussierung auf einzelne Folgerungen und entsprechend einer Beriicksichtigung
der einzelnen Lernkontexte, die in Kapitel 5.2 dargestellt werden, in mehrere
Fragen aufgefichert.

5.2 Aufbau der Interviewstudie

Die Beantwortung der dargestellten Forschungsfrage erfordert ein qualitatives
Forschungssetting, mit welchem die Verallgemeinerungsprozesse der Schiilerin-
nen und Schiiler detailliert in den Blick genommen werden konnen.

Als grundlegende Designarten in der qualitativen Forschung unterscheidet FLICK
(2008, 253) die folgenden fiinf Typen: Fallstudien, Vergleichsstudien, retrospek-
tive Studien, Momentaufnahmen (Zustands- und Prozessanalysen zum Zeitpunkt
der Forschung) und Léingsschnittstudien. Die vorliegende Untersuchung verortet
sich in der hier an vierter Position benannten Designart, wobei der Prozesscharak-
ter des Forschungsgegenstandes von zentraler Bedeutung ist. So soll die Analyse
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der erhobenen Daten dazu dienen, die Begriffsbildungsprozesse von Kindern bei
der Verallgemeinerung mathematischer Muster nachzuzeichnen und die propa-
deutische Entwicklung von Variablenkonzepten zu verstehen. Dabei ist der Be-
griff Entwicklung hier nicht als langfristiger Vorgang zu verstehen, was mit ei-
nem Forschungsdesign einer Langsschnittstudie (also Typ 5) zu untersuchen
wire, sondern dient hier im Sinne von FLICKS (2008) Momentaufnahme zur
detaillierten Analyse eines Prozesses.

Diese Prozesse erforscht die vorliegende Studie anhand qualitativer (epistemolo-
gisch-orienterter) Analysen von 30 klinischen Einzelinterviews, die im Zeitraum
April bis Juni 2009 mit Schiilerinnen und Schiilern der vierten Jahrgangstufe
durchgefiihrt werden und die eine intensive Betrachtung von Verallgemeine-
rungsprozessen bei der Auseinandersetzung mit den vorgelegten Lernumgebun-
gen und in der Interaktion mit der Interviewerin erlauben. Fiir die Entwicklung
der Interviewaufgaben und die Vorbereitung der klinischen Interviews wird zwi-
schen Juni 2008 und Februar 2009 eine Pilotstudie durchgefiihrt, in welcher die
konzipierten Lernumgebungen getestet und entsprechend weiterentwickelt wer-
den (Tab. 5.2).

Tabelle 5.2: Zeitplan der Pilot- und Hauptstudie

Zeitraum Verwendetes Aufgabenformat | Anzahl und Art der
Interviews
Pilotstudie 06/2008 Partnerzahlen 8 Partnerinterviews
11-12/2008 | Vorversion Zaubertricks und 6 Partnerinterviews
Wiirfelmuster?’
01/2009 Zaubertricks 5 Partnerinterviews
02/2009 Plattchenmuster 5 - 2% Partnerinter-
views
Hauptstudie | 04-06/2009 | Endgiiltige 30 Einzelinterviews
Aufgabenformate

Im Folgenden werden die verschiedenen Aspekte des Designs der Interviewstudie
dargestellt. Zunichst wird in Kapitel 5.2.1 das klinische Interview als die in der
Studie verwendete Methode zur Datenerhebung vorgestellt und anschliefend in
Kapitel 5.2.2 die Konzeption der Interviewaufgaben beschrieben. Es folgen in

27
28

, Wiirfelmuster’ bezeichnet die Vorversion des Aufgabenformats Pléttchenmuster.
Aufgrund des Umfangs werden mit den 5 Kinderpaaren jeweils 2 Interviews von
jeweils etwa einer Unterrichtsstunde gefiihrt.
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Kapitel 5.2.3 die Darstellung der an der Untersuchung teilnehmenden Schiiler-
schaft und abschlieBend in Kapitel 5.2.4 die Beschreibung der Datenauswertung.

5.2.1 Das klinische Interview als Methode zur Datenerhebung

Zur Datenerhebung wird in dieser Untersuchung die Methode des klinischen
Interviews verwendet, die sich in der mathematikdidaktischen Forschung zu einer
verbreiteten Methode fiir die Erhebung von Daten zu Denk- und Vorgehenswei-
sen von Kindern entwickelt hat (BECK & MAIER 1993). Auch in der Lehrerbil-
dung wird das klinische Interview oftmals im Studium an die Lehramtsstudieren-
den herangetragen, da es sich nicht nur fiir Forschungszwecke eignet, sondern in
besonderer Weise den aktiv-entdeckenden Lernprozess der Interviewten nach-
vollziehen ldsst. Durch das Einnehmen der Rolle des Interviewers werden die
Studierenden aufgefordert, sich in bewusst zuriickhaltender Begleitung der Lern-
prozesse von einer belehrenden Position in die Rolle der Lehrkraft als Organisa-
torin bzw. Organisator von aktiven Lernprozessen der Schiilerinnen und Schiiler
zu versetzen (SELTER 1990; SPIEGEL 1999).

Das von Jean Piaget aus der Psychoanalytik entlehnte und entwickelte halbstan-
dardisierte Verfahren (wobei hier direkt Piagets revidierte Methode gemeint ist,
die neben sprachlichen AuBerungen auch Handlungen am Material in den Nach-
vollzug der Denkwege mit einbezieht) (SELTER & SPIEGEL 1997) erweist sich
in der qualitativen Forschung als eine geeignete Methode, Denkprozesse der
Kinder im Bezug auf verschiedene Themenbereiche zu erheben (BECK &
MAIER 1993). In der vorliegenden Studie soll das Interview in der Analyse Auf-
schliisse iiber die Verallgemeinerungsprozesse der Schiilerinnen und Schiiler
geben. Dazu werden den Kindern im Interview Aufgaben aus dem Kontext des
Verallgemeinerns vorgelegt, und die Interviewerin regt durch Fragen zur Expli-
zierung der Denkprozesse und zur Begriindung von Vorgehensweisen an. Zu den
besonderen Charakteristika der Methode gehdren unter anderem die bewusste
Zuriickhaltung der Interviewerin oder des Interviewers, das Erzeugen von kogni-
tiven Konflikten und ein sensibles, flexibles Eingehen auf die Losungswege der
Kinder (SELTER & SPIEGEL 1997). Fiir die vorliegende Untersuchung eignet
sich die Methode vor allem, da das halbstandardisierte Verfahren durch die vor-
bereiteten Leitfragen einen Vergleich der Vorgehensweisen der Kindern bei ei-
nem Aufgabenformat ermoglicht und gleichzeitig aber offen genug ist, um die
individuellen Denkwege der Kinder in alle Richtungen zu verfolgen (ebd.).

Die Durchfiithrung klinischer Interviews zur Datenerhebung verlangt sowohl auf
inhaltlicher Ebene Vertrautheit mit dem Forschungsgegenstand als auch auf me-
thodischer Ebene geniigend Erfahrung mit den Grundsétzen der Methode (HOPF
2008).
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,Dies bedeutet unter anderem, dass sie [die Interviewfilihrenden] in der Lage
sein miissen einzuschétzen, wann es inhaltlich angemessen ist, vom Frageleit-
faden abzuweichen, an welchen Stellen es erforderlich ist, intensiver nachzu-
fragen, und an welchen Stellen es fiir die Fragestellungen des Projekts von be-
sonderer Bedeutung ist, nur sehr unspezifisch zu fragen und den Befragten
breite Artikulationschancen einzurdumen* (HOPF 2008, 358).

Aus diesen Griinden werden alle Interviews von der Autorin durchgefiihrt, wel-
che sich durch die Pilotierung auf die Interviews der Hauptuntersuchung vorbe-
reiten kann.

SELTER & SPIEGEL (1997, 106) diskutieren Vor- und Nachteile von klinischen
Partner- bzw. Einzelinterviews. Vorteile von Partnerinterviews konnen dement-
sprechend eine angenehmere Gesprichssituation, eine Verringerung der Antwort-
zentrierung, groflere Ndhe zur Unterrichtssituation und mogliche Arbeitsteilung
sein. Es stellt sich bei der Pilotierung der Aufgaben jedoch heraus, dass es fiir das
Forschungsinteresse sinnvoller ist, Einzelinterviews durchzufiihren, um die Ver-
allgemeinerungsprozesse aller Kinder im Detail betrachten zu kénnen. Vor allem
die von SELTER & SPIEGEL (ebd.) angesprochene Gefahr des Informationsver-
lustes, welcher sich ergeben kann, wenn die Schiilerinnen und Schiiler sich ab-
wechselnd zu ihren Strategien dulern und so nicht durchgehend die Vorgehens-
weisen jedes Lernenden nachvollzogen werden konnen, fiihrt zu der Entschei-
dung, in der Hauptuntersuchung zu Einzelinterviews iiberzugehen (vgl. Tab.5.2).

Fiir die qualitative Auswertung mit dem epistemologischen Dreieck (vgl. Kapitel
5.2.4) werden die klinischen Interviews mit einer Videokamera festgehalten, um
spater transkribiert werden zu kdnnen.

5.2.2 Die Konzeption der Interviewaufgaben

Der Lernkontext wurde in Kapitel 3.1 als richtungsweisend fiir die Lernprozesse
der Schiilerinnen und Schiiler beschrieben (DEWEY 1974) und ist, der Folgerung
3.1 entsprechend (vgl. Kapitel 5.1), Gegenstand der Untersuchung. Aus diesem
Grund kommt den in den Interviews verwendeten Aufgaben ein hoher Stellenwert
zu. Fir die empirische Studie werden drei Aufgabenformate zur Entdeckung und
Beschreibung mathematischer Muster konzipiert, die in diesem Kapitel vorge-
stellt werden.

Die Moglichkeiten zur Entwicklung von Variablenkonzepten, welche die fiir die
vorliegende Studie ausgewihlten und weiterentwickelten Aufgaben bieten, wer-
den bereits in der Literatur thematisiert. Bei der Aufbereitung der Aufgaben fiir
die Untersuchung wurde vor allem darauf geachtet, dass diese ihren Charakter als
substantielle Aufgabenformate nicht verlieren, bzw. dass dieser weiter ausgebaut
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wird, damit die Ergebnisse beziiglich der Lernkontexte direkt auf die Arbeit mit
diesen Aufgabenformaten im Unterricht zuriickbezogen werden kdnnen.

Da der Lernkontext expliziter Bestandteil des Forschungsinteresses ist, werden in
diesem Kapitel neben den Aufgaben selbst die Merkmale der einzelnen Aufga-
benformate und deren Unterschiede erldutert, sodass in der Untersuchung darauf
Bezug genommen werden kann, wenn es um die Rolle des Lernkontextes geht.
Die Aufgabenformate wurden vor der Hauptuntersuchung durch Voruntersu-
chungen mit klinischen Partnerinterviews pilotiert und entsprechend weiterentwi-
ckelt. Die Erfahrungen aus der Pilotierung, welche auf die Gestaltung der Aufga-
ben eingewirkt haben, flieBen in die Beschreibung der Aufgaben ein.

5.2.2.1 Das Aufgabenformat Pldttchenmuster

Bei dem Aufgabenformat Pldittchenmuster beschéftigen sich die Schiilerinnen
und Schiiler mit einer geometrisch-visualisierten Folge aus quadratischen Platt-
chen. Die Beschiftigung mit Folgen wurde in Kapitel 4.1.2.3 als sinnstiftender
Zugang in die Algebra und fiir die Einfiihrung von Variablen beschrieben.

Dabei wurde eine Visualisierung der Folge als bereicherndes Element dargestellt,
welches die Schiilerinnen und Schiiler zu Explorationen der Folge auf verschie-
denen Darstellungsebenen anregt und das Wechseln zwischen den Darstellungs-
ebenen unterstiitzt. In der vorliegenden Untersuchung wird eine geometrisch-
visualisierte Repréasentationsform mit einer (in einer Tabelle gegebenen) arithme-
tischen Darstellungsform verbunden und damit bereits in der Aufgabe das frucht-
bare Zusammenspiel verschiedener Darstellungsebenen angelegt. Wie die in der
Literatur angesprochenen Aspekte der Visualisierung (vgl. Kapitel 4.1.2.3) auf
die Verallgemeinerungen der Schiilerinnen und Schiilern einwirken, kann bei der
Analyse der Verallgemeinerungsprozesse in der Untersuchung in den Blick ge-
nommen werden.

Fiir einen handlungsorientierten Umgang mit den Folgen stehen den Schiilerinnen
und Schiilern in den Lernumgebungen (vgl. beispielsweise HENGARTNER ET
AL. 2006; AFFOLTER ET AL. 2003; siche Kapitel 4.1.2.3) bei der Bearbeitung
der Aufgaben oftmals Holzwiirfel zur Verfiigung. Die Mdoglichkeit des Hantierens
mit Material soll die Anschauung unterstiitzen und wahrend der gesamten Bear-
beitung den Zugang zur inhaltlichen Interpretation offen lassen, so wie es WIE-
LAND (2006) fiir einen anschaulichen Einstieg in die elementare Algebra fordert
und in der Lernumgebung ,X-beliebig® umsetzt. Bei der Pilotierung der Inter-
viewaufgaben erweist sich die Verwendung der Holzwiirfel jedoch als Schwie-
rigkeit, da die ,Baupldne‘ der Folge zweidimensional dargestellt sind (wie bei
HENGARTNER ET AL. 2006), das Material dreidimensional und dennoch nur
ein zweidimensionales Weiterfithren des Muster intendiert ist. So versuchen viele
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Kinder bei einer quadratischen Musterfolge, die Figuren als in allen drei Dimen-
sionen wachsende, also kubische Wiirfelfolge nachzubauen, was wiederum sehr
schnell die rechnerischen Fahigkeiten der Viertkldsslerinnen und Viertkldssler
iiberschreitet. Aus diesem Grund werden den Kindern in der Hauptuntersuchung
quadratische Pléttchen zu Verfiigung gestellt, die eine zweidimensionale Interpre-
tation des Musters nahelegen und eine gute Handhabbarkeit gegeniiber runden
Plittchen aufweisen®.

Ebenso wurde in Kapitel 4.1.2.3 auf die verschiedenen Strategien hingewiesen,
welche Schiilerinnen und Schiiler nutzen, um Folgen zu verallgemeinern. Auch
fiir die vorliegende Untersuchung ist anzunehmen, dass die teilnehmenden Schii-
lerinnen und Schiiler sich rekursiver und expliziter Vorgehensweisen bedienen,
zumal diese Strategien auch bei jiingeren Kindern bei der Beschéftigung mit
geometrisch-visualisierten Musterfolgen zu finden sind (BOTTINGER & STEIN-
BRING (2007; BERLIN 2010a). Diese Vorgehensweisen und auch die Proportio-
nalitdtsannahme konnen bei der Beobachtung der Verallgemeinerungsprozesse in
der Analyse der Interviews genauer beleuchtet werden.

Aufgaben des Aufgabenformats Plittchenmuster

Im Folgenden werden die Aufgabenblitter des Aufgabenformats Pléittchenmuster
vorgestellt (vgl. Abb. 5.1 — 5.4), die den Schiilerinnen und Schiilern in den Inter-
views in der dargestellten Reihenfolge vorgelegt werden.

¥ Von der pilotierten Version mit den Holzwiirfeln ist auf den Arbeitsbléttern in der

Hauptuntersuchung das Wort ,bauen’ in dem Satz ,Du kannst die Anzahl herausfinden,
indem du baust, zeichnest oder rechnest’ (vgl. Arbeitsblitter 1 und 3) iibernommen
worden. Zu den Pléttchen passend hétte es in ,legen’ umgeédndert werden miissen.
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2. | &
%Chenm“é

Quadratzahlen

Quadrat 1 Quadrat 2 Quadrat 3 Quadrat 4

1) Fiille die Tabelle aus. Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust,
zeichnest cder rechnest.

Quadrat 1 2 3 4 5 6 7 8 g9 10
Anzahl 1

2*) Suche dir selbst aus, fir welche Quadrate du die Anzahlen bestimmen
mochtest. Fiille die Tabelle aus.

Quadrat 20 100
Anzahl

Abbildung 5.1: 1. Aufgabenblatt: Quadratzahlen I
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— Name:

2 | £
%Chenm\-“éo

Quadratzahlen

1) Meine Regel:

So kann ich die Anzahl der Plattchen schnell herausfinden:

2*) Trage die Rechnung fiir die Anzahl der Plattchen fir die Quadrat-Zahlen in
die Tabelle ein.

129

Quadrat 10 500

Rechenregel

Abbildung 5.2: 2. Aufgabenblatt: Quadratzahlen II
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Namen:

L-Zahlen

| | | | |

L1 L2 L3 L4

1) Fiille die Tabelle aus. Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust,
zeichnest oder rechnest.

L 1 3 2 4 5 10 6 8 9 7
Anzahl 3

2*) Suche dir selbst aus, fiir welche L du die Anzahlen bestimmen machtest,
Fiille die Tabelle aus.

L 20 100
Anzahl

Abbildung 5.3: 3. Aufgabenblatt: L-Zahlen I
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Z |

P

1) Meine Regel:

L

QU
enm“é

L-Zahlen

Name:

So kann ich die Anzahl der Pldttchen schnell herausfinden:

2*) Trage die Rechnung fiir die Anzahl der Pldttchen fiir die L-Zahlen in die
Tabelle ein.

L

10

500

Rechenregel

Abbildung 5.4: 4. Aufgabenblatt: L-Zahlen II

131
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Beschreibung der Aufgaben

Wihrend bei der Pilotierung des Aufgabenformats verschiedene Folgen auspro-
biert werden, erhalten die teilnehmenden Kinder der Hauptuntersuchung nur die
beiden Folgen ,Quadratzahlen’ und ,L-Zahlen’, die sich in den Voruntersuchung
als besonders informativ erweisen. Um beim L-Zahlen-Muster einer zu einseiti-
gen Fokussierung auf rekursive Vorgehensweisen entgegenzuwirken, wird bei
dieser Folge in der Tabelle die Reihenfolge der zu berechnenden Stellen verin-
dert. Neben der Berechnung der 20. und 100. Stelle, werden die Schiilerinnen und
Schiiler in Aufgabe 2* auf dem ersten und dritten Arbeitsblatt aufgefordert, eige-
ne Stellen zu wihlen, fiir welche sie die bendtigten Plittchenanzahlen berechnen
mochten.

Die Kinder werden direkt nach dem Zeichnen des 4. Folgeglieds und dem Ausfiil-
len der Tabellen nach ihren Entdeckungen und Vorgehensweisen gefragt, sodass
sie Gelegenheit erhalten, diese miindlich zu &ulern. AnschlieBend werden die
Kinder um eine schriftlichen Erklarung gebeten (siche Arbeitsblitter 2 und 4).
MASON ET AL. (1985) berichten, dass die Verschriftlichung von Mustern einer-
seits Schwierigkeiten bereiten kann, die Kinder jedoch andererseits gerade durch
das Schreiben zu einer Reflektion anregt werden. Wenn Kinder keinen Ansatz fiir
eine schriftliche Beschreibung des Musters finden, schlagen MASON ET AL.
(ebd.) deshalb vor, die Schiilerinnen und Schiiler zu ermutigen, die Beschreibung
fir ein anderes (hypothetisches) Kind anzufertigen, welches das Muster nicht
kennt (oder nicht erkannt hat). Auf diesem Wege integrieren die Kinder oftmals
auch Herangehensweisen oder den Strukturierungsprozess des Musters und fo-
kussieren nicht nur auf das Muster als Produkt. Dieser Vorschlag wird bei der
Vorbereitung des Interviews aufgenommen, sodass an die Kinder immer dann,
wenn sie mit der Aufgabenstellung der schriftlichen Beschreibung des Musters
Schwierigkeiten haben, folgende Frage herangetragen wird: ,,Stell dir vor, ein
Kind (aus deiner Klasse) hitte das Muster noch nicht erkannt. Kannst du mal
versuchen, das Muster, das du erkannt hast, so zu beschreiben, dass das Kind
versteht, wie das Muster funktioniert? Dieses Vorgehen erwies sich in der Pilo-
tierung als hilfreich.

Die Aufgabe 2* auf den Aufgabenblittern 2 und 4 fordert die Schiilerinnen und
Schiiler auf, ihren Rechentrick als Term einzutragen. Die Aufgabenstellung wird
bei Nachfrage wie folgt erginzt: ,,Hier sollst du nicht das Ergebnis eintragen,
sondern schreiben, wie man rechnen muss.“ Bei rekursiven Vorgehensweisen
wird eine rein miindliche Beschreibung der Rechnung akzeptiert und die Tabelle
nicht ausgefiillt.



5.2 Aufbau der Interviewstudie 133

5.2.2.2 Das Aufgabenformat Partnerzahlen

Das zweite, hier verwendete Aufgabenformat Partnerzahlen ist der Untersuchung
zum Zahlenmusterverstindnis von STEINWEG (2001) entnommen und dem
vorliegenden Forschungsinteresse entsprechend weiterentwickelt worden. Je zwei
nebeneinander stehende Zahlen weisen hier eine bestimmte Beziehung auf, die
von den Lernenden erkannt und anschlieend auch auf Zahlen ohne Partner (also
Steine, in die erst eine Zahl eingetragen wurde) iibertragen werden soll (vgl. Abb.
5.5). In der Untersuchung von STEINWEG (ebd.) werden fiir das 4. Schuljahr die
beiden Beziehungen f(x)=7x+1 und f(x)=10x-5 (STEINWEG 2001, 197) verwen-
det, welche den Kindern der 4. Jahrgangsstufe wenig Probleme bereiten. In der
Pilotierung der Aufgaben der vorliegenden Untersuchung zeigt sich jedoch, dass
diese Beziehungen ein zu hohes Einstiegsniveau fiir manche Schiilerinnen und
Schiiler darstellen, weshalb fiir die vorliegende Untersuchung die Bezichungen
f(x)=2x, f(x)=x+5 und f(x)=x" gewihlt werden.

Aus der unterrichtspraktischen Erfahrung spricht STEINWEG (2000, 20) dem
Aufgabenformat Partnerzahlen ein hohes intrinsisches Motivationspotential zu.
Dieses ergibt sich unter anderem durch ,,die Faszination der vielen Kombinati-
onsmoglichkeiten und die Idee, andere Kinder durch geschickt gewihlte Zahlen-
paare zunéchst aufs Glatteis zu fithren und dann durch weitere Zahlenpaare die
Losung herbeizufiihren®.

Vor allem eignet sich das Aufgaben- -
format zum Erfinden eigener Muster .
und bietet somit Anlass fiir Eigen- @

e R

produktionen. Die nebenstehende
Abbildung ist aus STEINWEG @l
(1998, 67) entnommen und zeigt ein

Muster, welches die Viertkldsslerin  Abbildung 5.5: Lenas Partnerzahlen mit der
Lena erfindet (vgl. Abb. 5.5). Beziehung f(x)=7x-3 (STEINWEG 1998, 67)

Das Aufgabenformat Partnerzahlen ist noch nicht sehr verbreitet und findet auch
im Themenfeld der frithen Algebra noch keine Verwendung. Ein verwandtes
Aufgabenformat, welches in der internationalen Literatur zur Early Algebra zu
finden ist, trigt den Namen ‘Guess my rule’*’. Genutzt wird dieses Aufgabenfor-
mat auch in Forschungen zur propiadeutischen Anbahnung des funktionalen Den-
kens bei jiingeren Schiilerinnen und Schiilern (vgl. CARRAHER & EARNEST
2003; MOSS & McNAB 2011). Wie bei dem Aufgabenformat Partnerzahlen
werden an die Kinder Zahlenpaare herangetragen, die jeweils in einer zu entde-

30 Vgl. auch das von SAWYER (1964, 78f) beschriebene Spiel ,,Guessing Game* zur
Einfithrung in die Algebra.
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ckenden Beziehung zueinander stehen. Die unbekannte Rechnung, welche die
gegebene Zahl einer anderen zuordnet, fithrt dabei je nach Aufgabenversion ein
Roboter, eine Maschine oder eine Art ,Black Box‘ aus — im Unterricht kann dies
durch eine Lehrkraft oder ein Kind erfolgen, welche um die geheime Beziehung
zwischen den Zahlen wissen.

Ein Vorteil des Aufgabenformats Partnerzahlen (auch Guess my rule) wird oft-
mals darin gesehen, dass die Steine auf dem Arbeitsblatt nicht in einer festen
Reihenfolge angeordnet sind (wie bei Folgen) und diese Darstellung der Funkti-
onswerte zu expliziten Vorgehensweisen anregt (vgl. STEINWEG 2000; MOSS
ET AL. 2008; MOSS & McNAB 2011), deren Vorteile im vorangehenden Ab-
schnitt zum Aufgabenformat Pléittchenmuster beschrieben wurden. Stattdessen
hebt das Aufgabenformat die Beziehung zwischen gegebenem x- und zugeordne-
tem f(x)-Wert, also eine explizite Sichtweisen, hervor.

Aufgaben des Aufgabenformats Partnerzahlen

Im Folgenden werden die Aufgabenblitter des Aufgabenformats Partnerzahlen
vorgestellt (vgl. Abb. 5.6 — 5.9), die den Schiilerinnen und Schiilern in den Inter-
views in der dargestellten Reihenfolge vorgelegt werden.
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Partnerzahlen

5
f
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Kurzregel:

Abbildung 5.6: 1. Aufgabenblatt: Partnerzahlen 2x
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Partnerzahlen
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Regel:
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Abbildung 5.7: 2. Aufgabenblatt: Partnerzahlen x+5
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Partnerzahlen

Kurzregel:

Abbildung 5.8: 3. Aufgabenblatt: Partnerzahlen X
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Partnerzahlen

Kurzregel: ZahI
+20

Abbildung 5.9: 4. Aufgabenblatt: Partnerzahlen Zahl+20
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Beschreibung der Aufgaben

Das Aufgabenformat Partnerzahlen erweist sich in der Pilotierung als erstaunlich
selbsterkldrend, sodass die Kinder kaum die Aufgabeneinfithrung der Interviewe-
rin abwarteten. Deshalb wird in der Hauptuntersuchung von einem schriftlichen
Arbeitsauftrag abgesehen und die Schiilerinnen und Schiiler werden miindlich
gebeten, die Zahlen in den Steinen zu betrachten und nach Auffélligkeiten zu
suchen. Anschlieend werden sie aufgefordert, ihre Entdeckungen zu beschreiben
und die fehlenden Zahlen in den Steinen zu ergidnzen. Als differenzierende Ele-
mente fordern freie Steine die Kinder auf, weitere Zahlenwerte zu wihlen und die
entsprechende Partnerzahl zu finden.

Wie bei dem Aufgabenformat Pldttchenmuster werden die Lernenden auch hier
zundchst miindlich nach der entdeckten Beziehung gefragt, bevor sie anschlie-
Bend die gefundene Regel verschriftlichen sollen (vgl. Kapitel 5.2.2.1). Jedes
Arbeitsblatt enthilt zudem unter der Uberschrift ,Kurzregel’ einen vergroBerten,
leeren Stein, welche die Schiilerinnen und Schiiler zu einer kurzen Notationswei-
se der Regel anregen soll. Die Interviewerin stellt dazu den Arbeitsauftrag, die
gefundene Regel mit Hilfe des Steins darzustellen.

Auf dem vierten Arbeitsblatt ,Zahl + 20’ ist die intendierte Beziehung in dem
Stein der Kurzregel notiert (vgl. Abb. 5.9) und die Kinder sind aufgefordert, die
Notation der Regel zu interpretieren, um die Steine gemal der Regel auszufiillen.
Dabei werden die Lernenden nach ihrer Deutung der Ausdriicke ,Zahl’ und
,Zahl+20’ gefragt.

5.2.2.3 Das Aufgabenformat Zaubertrick

Wie die beiden Aufgabenformate Pldttchenmuster und Partnerzahlen stellt auch
das dritte Aufgabenformat Zaubertrick keineswegs eine neue Lernumgebung dar
und ist in der Literatur als THOAN ,Think of a number® (vgl. MASON ET AL.
1985, 2005) verbreitet. Zaubertricks, in denen eine Reihe von arithmetischen
Operationen auf eine Zahl angewendet wird, um schlie8lich zu einem verbliiffen-
den Ergebnis zu gelangen, sind sowohl in Materialien und Schulbiichern der
Grundschule (vgl. beispielsweise WITTMANN & MULLER 1992, 83f) als auch
der unteren Sekundarstufen zu finden (AFFOLTER ET AL. 1999, 64f). Es lassen
sich dabei jedoch zwei grundsitzlich verschiedene Grundtypen unterscheiden, die
hier kontrastierend dargestellt werden sollen, da sie verschiedene Variablenkon-
zepte (vgl. Kapitel 1.1) ansprechen.

Als Beispiel fiir den ersten Grundtyp soll hier eine Schulbuchseite aus dem ,Zah-
lenbuch 4° (WITTMANN & MULLER 2005, 92) dienen (vgl. Abb. 5.10), in
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Gelingen des Zaubertricks bestimmt werden muss
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als gesuchte Zahl, die fiir das

leh denke mir eine Zahl,
multipliziere sie mit &,

addiere 10,

dividiere durch 5

und erhalte die Zahl 6.

B Wie heiBen die
gedachten Zahlen?

o= TS
Ich denke mir eine Zahl,
multipliziere sie mit 5,
addiere 30,

dividiere durch 6
_und erhalte die Zahl 107~

- > | Wenn ich von meiner
. "§‘¢ Zahl 50 subtrahiere,
N mit 9 multipliziere und F
550 addiere, so erhalte
ich 1000. j

leh denke mir eine Zahl,
rultipliziere sie mit &4,
subtrahiere 10,

dividiere durch 5

und erhalte die Zahl 10.

Abbildung 5.10: Aufgabe aus dem Zahlenbuch 4 (WITTMANN & MULLER 2005, 92)

Zurecht wird sie im Zahlenbuch 5 in einer analogen Aufgabe auch als ,Versteckte
Zahl° (AFFOLTER ET AL. 1999, 66) betitelt. Durch Riickwirtsarbeiten bzw.
durch das Ausfithren von inversen Operationen konnen die Schiilerinnen und

Schiiler die unbekannte Startzahl finden.

Der zweite Grundtyp wird hier durch eine Schulbuchseite des ,Zahlenbuch 5°
(AFFOLTER ET AL. 1999, 64) verdeutlicht. Im Gegensatz zum ersten Zauber-

trick verbirgt sich hinter der Startzahl in diesem F

all keine gesuchte Zahl, son-

dern es kann jede beliebige Zahl eingesetzt werden, um immer zu dem gleichen
Ergebnis (hier 1 vgl. Abb. 5.11) zu gelangen. Die Variable tritt hier also als Un-

bestimmte auf.
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Addiere 3 % e 88

Verdopple die Summe % % 8§88 88688
Subtrahiere 4 % & e 8

Halbiere das Ergebnis % e

O
O
o]

o

Subtrahiere deine gedachteZahl &

Was nun?

Abbildung 5.11: Aufgabe aus dem Zahlenbuch 5 (AFFOLTER ET AL. 1999, 64)

Aus den obigen Ausfiihrungen lésst sich festhalten, dass die Variable als Unbe-
stimmte und der Kontext des Verallgemeinerns nur im zweiten Grundtyp ange-
sprochen werden, weshalb dieser fiir die Entwicklung der Interviewaufgaben
herangezogen wird. Lernumgebungen, welche sich mit diesem Zaubertrick be-
schiftigen, werden gute Differenzierungsmoglichkeiten zugesprochen, da sie
nach Belieben einfach oder kompliziert gestaltet werden konnen. Diirfen Kinder
eigene Zaubertricks erfinden, so konnen diese von einfachsten Uberlegungen, wie
,Xx-x=0°, bis hin zu undurchsichtigen Abfolgen von Rechenoperationen reichen,
was den Zaubertricks zunehmenden Charme verleiht (MASON et al. 2005). Fiir
Malle (MALLE 1993, 65) stellt der Kontext einen gelungenen Einstieg filir eine
allererste Beriihrung mit Variablen dar, da Variablen hier als Mittel zum allge-
meinen Begriinden des Zaubertricks eingesetzt werden, was in Kapitel 1.1.2.2 als
eine der zentralen Funktionen von Variablen nach MALLE (1993, 57) dargestellt
wurde. Die Rolle der Unbestimmten als Mittel der allgemeinen Argumentation
und das Zusammenspiel von Verallgemeinerung und Artikulation der Beweisidee
konnen im Lernkontext Zaubertrick in der Analyse der Interviews betrachtet
werden.
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Zur Visualisierung des Tricks

Die oben im Zahlenbuch 5 (AFFOLTER ET AL. 1999, 64) verwendete Darstel-
lung der unbestimmten Zahl als Séckchen geht auf SAWYER (1964) zuriick,
welcher die Thematisierung von Zaubertricks fiir einen gelungen Einstieg in die
Algebra vorschligt. Fiir eine Visualisierung nutzt er Sédckchen und Steine, die
spéter in Buchstaben und Zahlen — erginzt durch Operationszeichen — gedndert
werden und so zur formalen Darstellung fiithren.

SIMPLIFIED
WORDS PICTURES PICTURES SHORTHAND

Think of a number E) E) X

Add3 I D+ x+3
Double o Ro ¥ 444 2H+6 2% 46

Take away 4 6 6 oo 264—2 2x+2
Divide by 2 Do D+ x4-1
Take away originalnumber o 1 I

Abbildung 5.12: Visualisierung von Zaubertricks in SAWYER (1964, 73)

In der Pilotierung treten bei der Nutzung dieser Visualisierung’' allerdings einige
Schwierigkeiten auf, die schlieBlich zu der Entscheidung fiihren, bei der Hauptun-
tersuchung von dieser Darstellungsweise abzusehen.

Das folgende Beispiel aus dem Partnerinterview mit Verena und Timo’ soll
einen Einblick in die Schwierigkeiten geben. Die beiden Kinder begriinden nach
einigen Versuchen, warum der gegebene Zaubertrick (x + 4 + 8 — x - 2) immer
wieder zur Zielzahl zehn fiihrt, sodass bereits ohne Sackchendarstellung eine
Beweisidee erkennbar ist. AnschlieBend wird die Sidckchendarstellung eingefiihrt
und sie visualisieren mit Unterstiitzung der Interviewerin ihre Begriindung fiir das
Funktionieren des Zaubertricks. Als die beiden Kinder schlielich ihren eigenen
Zaubertrick erfinden und ihn gleichzeitig mit Hilfe der Sackchendarstellung visu-
alisieren entsteht folgende Aufgabenbearbeitung (vgl. Abb. 5.13):

31 Im ersten Pilotierungsdurchgang werden den Schiilerinnen und Schiilern die Darstel-

lungen nur ikonisch vorgestellt, im zweiten Durchgang erhalten sie Sickchen und
Wendeplittchen als Materialien, mit welchen sie den Zaubertrick enaktiv durchfiihren.
Dieses Interview stammt aus dem ersten Pilotierungsdurchgang, in welchem die Kin-
der weder Wendepléttchen noch Séckchen zur Durchfithrung des Zaubertricks erhal-
ten.

32
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a2
<5 0} Denke dir eine Zahl.
&.. Hdure 3
85 Noht2
... Py e Storfal
tg 5 flpum 14
ol Gebedt tugh
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Abbildung 5.13: Erfundener Zaubertrick von Verena und Timo (aus der Pilotierung)

Die beiden Kinder einigen sich zu Beginn darauf, sich zur Unterstiitzung ihres
Denkprozesses die Zahl 10 als Anzahl der Punkte im Sidckchen zu denken. Durch
Addition von drei Punkten und Multiplikation mit dem Faktor 2 erhalten sie zwei
Sackchen und sechs Punkte und durch die anschlieBende Subtraktion der Start-
zahl ergeben sich ein Sdckchen und sechs Punkte in der 4. Zeile des Zaubertricks.
Als die beiden Kinder nun vier Plittchen addieren, erhalten sie neben dem ur-
spriinglichen Séckchen zehn Punkte, welche sie nun zu einem Sidckchen zusam-
menfassen, da die gedachte Zahl im Séckchen zehn betrdgt. Das Konkretisieren
der unbestimmten Startzahl fiir die mentale Unterstiitzung bei der Konstruktion
des Zaubertricks wirkt sich hier folglich negativ aus, da es dazu verleitet, variable
und konkrete Zahlen zu vermischen und im Term miteinander verschmelzen zu
lassen. Ein dhnliches Problem zeigt sich in der letzten Zeile, in welcher Verena
und Timo als Operation fiir den Zaubertrick ,minus 10° vorgeben, dann aber in
ihrer Darstellung ein Sickchen wegnehmen, da das Sidckchen in ihrem gedachten
Fall zehn Punkte beinhaltet.

In der Pilotierung der Interviews zeigt sich, dass die Schiilerinnen und Schiiler
Schwierigkeiten haben, die Unbestimmtheit des fremden Zeichens im Sinne einer
Variablen zu interpretieren. Oftmals bedeutet die Beliebigkeit der einzusetzenden
Zahl fiir sie die Freiheit, eine konkrete Zahl zu wihlen (vgl. dazu das Unterrichts-
transkript von RADFORD (1999, 92) in Kapitel 1.2.1). So verstehen auch Verena
und Timo zwar die Darstellung des Sackchens als Reprisentant fiir die beliebige
Startzahl, nehmen sich aber konkrete Zahlen als Sdckcheninhalt zu Hilfe und
16sen sich dabei nicht von den Zahlenbeispielen. Die Punkte werden weiterhin zu
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der gedachten Zahl im Sickchen addiert (bzw. bei der enaktiven Darstellung
werden die hinzugefiigten Pléattchen direkt zu den verborgenen Plittchen im
Sackchen), sodass die Darstellung keine Unterstiitzung der Struktur bietet und
Zwischenergebnisse weiterhin als Zahlenwerte und nicht als Terme betrachtet
werden.

Weitere Probleme, die sich bei der Pilotierung des Zaubertricks mit SAWYERS
(1964) Siackchendarstellung ergaben, sollen hier im Folgenden zusammenfassend
aufgelistet werden.

= Leistungsschwiéchere Kinder, fiir welche die Visualisierung dienlich wiére,
konnen keinen Zusammenhang zwischen den Darstellungen und den Zwi-
schenergebnissen beim Ausfithren des Zaubertricks herstellen. Die Visua-
lisierung macht die Beweisidee des Zaubertricks nicht greifbarer.

= Es bleibt den Kindern unversténdlich, warum die hinzugefiigten Plattchen
nicht auch mit in das Sickchen gesteckt werden konnen.

= Fiir die Schiilerinnen und Schiilern ist nicht leicht nachvollziehbar, warum
die zu subtrahierende Startzahl durch das Wegnehmen des Sickchens ge-
schehen muss und nicht direkt von den offenliegenden Pléttchen wegge-
nommen werden kann.

Aufgrund der Schwierigkeiten, die sich bei der Nutzung der von SAWYER
(1964) vorgeschlagenen Siackchendarstellung in der Pilotierung der Interviewauf-
gaben ergeben, wird in der Hauptuntersuchung nicht auf diese Visualisierungs-
moglichkeit zuriickgegriffen.

Aufgaben des Aufgabenformats Zaubertrick

Im Folgenden werden die Aufgabenblitter des Aufgabenformats Zaubertrick
vorgestellt (vgl. Abb. 5.14 und 5.15), die den Schiilerinnen und Schiilern in den
Interviews in der dargestellten Reihenfolge vorgelegt werden.
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Abbildung 5.14: 1. Aufgabenblatt: Zaubertrick 1
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Zaubertrick

Hier kannst du deinen eigenen Zaubertrick erfinden.
Schreibe deinen Trick auf und probiere ihn dann aus.

Trick

Probiere an 3 Zahlen aus, ob der Trick
funktioniert.

Denke dir eine Zahl.

....................................................................................................

Abbildung 5.15: 2. Aufgabenblatt: Zaubertrick erfinden
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Beschreibung der Aufgaben

Bei dem Aufgabenformat Zaubertrick werden den Schiilerinnen und Schiilern
zwei Aufgabenblitter vorgelegt, wobei das erste Blatt zur Beschreibung und
Begriindung des Musters dient und die Kinder mit dem zweiten Blatt auffordert
werden, einen eigenen Zaubertrick zu erfinden. Vor Aushidndigung des ersten
Arbeitsblattes wird der Trick zu Beginn des Interviews miindlich mit den Kindern
durchgefiihrt. AnschlieBend fiillen die Lernenden die Tabelle mit weiteren Bei-
spielen aus, bis sie eine Beweisidee dulern. Beginnen sie diese nicht von sich aus,
fragt die Interviewerin nach Vermutungen und schlieflich nach Begriindungen
beziiglich des Funktionierens des Zaubertricks.

Beim Erfinden des Zaubertricks konnen die Kinder ihren Fihigkeiten entspre-
chend kreativ sein. Dabei erwies sich das Erstellen eines funktionierenden Zau-
bertricks in der Pilotierung als herausfordernde Aufgabe, wenn die Schiilerinnen
und Schiiler neben der Addition und Subtraktion auch die Multiplikation und
Division einbringen wollten. Mehrere Kinder zerlegten dann den Divisor nicht in
zwei Faktoren, sondern in zwei Summanden, um eine inverse Operation zur Mul-
tiplikation auszufiihren (als inverse Operation zur Multiplikation mit 20 wird
beispielsweise zweimal durch 10 geteilt). Da diese Schwierigkeit beziiglich der
Kenntnisse von Rechengesetzen nicht das Forschungsinteresse der Arbeit berihrt,
werden die Kinder der Hauptuntersuchung gegebenenfalls beim Finden der pas-
senden inversen Operationen zur Multiplikation und Division unterstiitzt. Von
Interesse bei der Produktion des eigenen Zaubertricks sind hingegen die Ubertra-
gung der Beweisidee und deren erneute Verallgemeinerung.

5.2.3 Auswahl der teilnehmenden Schiilerschaft

Die an der Untersuchung teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler entstammen
drei Schulen im Ruhrgebiet mit unterschiedlich situierten Einzugsgebieten und
unterschiedlich hohem Anteil der Schiilerschaft mit Migrationshintergrund. Die
Auswahl der teilnehmenden Lernenden obliegt der jeweiligen Schulleitung, die in
Absprache mit den Mathematiklehrerinnen der vierten Jahrgangstufe aus jeweils
zwei Klassen eine Schiilergruppe mit moglichst heterogener Bandbreite zusam-
menstellt.

Da die Untersuchung drei verschiedene Aufgabenformate (Pldttchenmuster,
Partnerzahlen und Zaubertrick) enthélt (vgl. Kapitel 5.2.2), werden die Kinder in
drei Gruppen eingeteilt und jedem Kind innerhalb eines Interviews ein Aufgaben-
format vorgelegt. Da es nicht Ziel der Interviews ist, Entwicklungen von Verall-
gemeinerungsprozessen iiber die Aufgabenformate hinweg zu beobachten, wer-
den die Aufgaben jeweils mit unterschiedlichen Lernenden durchgefiihrt.
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Die oben beschriebene heterogene Bandbreite wird bei der Aufteilung der Schiile-
rinnen und Schiiler beibehalten, sodass jedes Aufgabenformat von je zehn Kin-
dern unterschiedlicher Schulen und aus diesen wiederum mit verschiedenen Leis-
tungsniveaus im Fach Mathematik bearbeitet wird. Dabei basiert die Einteilung
der Kinder in verschiedene Leistungsniveaus nur auf einer Einschédtzung durch
die Klassenlehrkréifte und nicht auf einer tatsdchlich erhobenen Leistungsstérke.
Die folgende Tabelle soll einen Uberblick iiber die teilnehmenden Kinder geben.

Tabelle 5.3: Verteilung der Schiilerinnen und Schiiler auf die unterschiedlichen Aufgaben-
formate

Aufgabenformat Aufgabenformat Aufgabenformat

Plittchenmuster Partnerzahlen Zaubertrick
Name Leistungs- Name Leistungs- Name Leistungs-

niveau niveau niveau

Lars stark Robert stark Max stark
Thorsten stark Marvin stark Pitt stark
Ilias stark Tobias stark Jessica stark
Timo stark Felix stark Nils mittel
Daniela mittel Sabrina mittel Johannes mittel
Anja mittel Till mittel Frederick mittel
Marcus mittel Ayleen mittel Janine schwach
Lucjan schwach Kai schwach Tanja schwach
Johanna schwach Cindy schwach Ali schwach
Henri schwach Louis schwach Niklas schwach

5.2.4 Auswertung der Daten

Fiir die empirische Studie wird ein Analyseinstrument benétigt, mit welchem
Verallgemeinerungsprozesse und die Entwicklung von Variablenkonzepten unter-
sucht werden kdnnen (vgl. Forschungsfrage in Kapitel 5.1). Hierzu wird auf die
in Kapitel 2.2 beschriebene Theorie zur Konstruktion mathematischen Wissens
nach STEINBRING (2005) zuriickgegriffen und das darin enthaltene epistemolo-
gische Dreieck (vgl. Kapitel 2.2.3) als Instrument zur Analyse der Begriffsbil-
dungsprozesse genutzt. Da sowohl das epistemologische Dreieck wie auch die
zugrundeliegende Theorie bereits in Kapitel 2.2 ausfiihrlich erldautert wurden,
kann hier auf eine erneute Darstellung des Analyseinstruments verzichtet werden
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und stattdessen nur auf Besonderheiten beziiglich der vorliegenden Studie einge-
gangen werden.

Obwohl das epistemologische Dreieck von STEINBRING (2000; 2005) zur Ana-
lyse von Interaktion im Mathematikunterricht (also einer Interaktion mit einer
Vielzahl an Akteuren inklusive der besonderen Rolle der Lehrkraft) genutzt wird,
hat sich das Analyseinstrument in der mathematikdidaktischen Forschung auch in
der Anwendung bei klinischen Interviews bewahrt (vgl. SOBBEKE 2005). Es ist
zu betonen, dass es sich hierbei weiterhin um die Analyse einer Interaktion han-
delt, in der als Teilnehmer neben den interviewten Kindern und der Interviewerin
ebenso die Arbeitsblétter auftreten, die als reine Mitteilende mathematische Zei-
chen beinhalten, welche die Schiilerinnen und Schiiler aber nicht unbedingt der
Interviewerin als der Verfasserin der Aufgaben zuschreiben miissen. Da die klini-
schen Interviews bereits auf das Forschungsinteresse fokussieren, wird das ge-
samte Datenmaterial analysiert und es muss keine Einschrinkung bzw. Auswahl
des Materials erfolgen.

Wihrend in der quantitativen Forschung vor allem das Darlegen des zur Hypo-
these fiihrenden Vorwissens des Forschers gefordert ist, vor dessen Hintergrund
die These dann zielgerichtet liberpriift wird, gilt es bei der qualitativen For-
schung, wihrend der Analyse ,,Offenheit gegeniiber den spezifischen Deutungen
und Relevanzsetzungen der Handelnden® zu bewahren (MEINEFELD 2008,
266). So folgt die vorliegende Untersuchung dem hypothesengenerierenden For-
schungsparadigma, indem sie nicht nur der zentralen Forschungsfrage mit Unvor-
eingenommenheit begegnet, sondern auch zugehorige Fragen und Phidnomene in
den Blick nimmt, die helfen konnen, den Forschungsgegenstand zu verstehen.
Die zentrale Forschungsfrage ldsst sich dabei auffichern (vgl. Kapitel 5.3) und
untergeordnete Forschungsfragen konnen wéhrend der Analyse der Untersu-
chungsdaten entwickelt und beantwortet werden.

Die dem Forschungsgegenstand entgegengebrachte Offenheit erfahrt ihre Grenze
jedoch darin, ,,dass jede Wahrnehmung nur unter Riickbezug auf die eigenen
Deutungsschemata Bedeutung gewinnt, also das Vorwissen unsere Wahrnehmung
unvermeidlich strukturiert und somit als Grundlage jeder Forschung anzusehen
ist“ (MEINEFELD 2008, 271f). Der bewusste Einbezug des Forschers ist weite-
res Merkmal der qualitativen Forschung. So wird in der vorliegenden Untersu-
chung ,,die Reflexivitit des Forschers iiber sein Handeln und seine Wahrnehmung
im untersuchten Feld als ein wesentlicher Teil der Erkenntnis und nicht als eine
zu kontrollierende bzw. auszuschaltende Storquelle verstanden™ (FLICK ET AL.
2008, 23). Datenmaterial, Forscher und Forschungsprozess bilden eine intensive
Wechselbeziehung, da das Material den Forscher in seinem Verstehen des For-
schungsgegenstandes verdndert und dies sich wiederum auf die Erfassung des
Materials auswirkt (HILDENBRAND 2008). An die Stelle des in der quantitati-
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ven Forschung geforderten Giitekriteriums der Objektivitét tritt deshalb in der
qualitativen Forschung die intersubjektive Nachvollziehbarkeit (vgl. STEINKE
2008), fiir deren Gewahrleistung alle Interviews in der vorliegenden Studie einer
diskursiven Interpretation in einer Forschergruppe unterzogen werden und die
Darstellung der Analyseergebnisse durchgehend mit der Darlegung der Interpre-
tation und dem Einblick in das zugehdrige Datenmaterial verkniipft ist. Den In-
terpretationen werden zusétzlich epistemologische Dreiecke als Abbildungen
beigefiigt, wenn diese fiir den Nachvollzug der jeweiligen Interpretation als hilf-
reich erscheinen. Als Grundlage der Interpretation dient neben den Transkripten
zusitzlich das Videomaterial.

5.3 Auffiacherung der zentralen Forschungsfrage

In Kapitel 5.1 wurde die zentrale Forschungsfrage aus den theoretischen Ausfiih-
rungen der Arbeit abgeleitet und dort wie folgt formuliert:

Wie und mit welchen Mitteln verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler der
Grundschule mathematische Muster und wie entwickeln sich dabei Variablen-
konzepte?

Die Ergebnisse, die in der Analyse der Daten aus der durchgefiihrten empirischen
Untersuchung beziiglich dieser Frage gewonnen werden konnten, werden im
folgenden Kapitel 6 dargestellt. Dazu wird die zentrale Forschungsfrage aufgefa-
chert und in ihren verschiedenen Aspekten beleuchtet, die sich durch die Beriick-
sichtigung der aufgestellten Folgerungen (vgl. Kapitel 5.1) ergeben.

Eine besondere Rolle spielen dabei die Forschungsfragen zum Lernkontext. Die
Bedeutung des Lernkontextes wurde in Kapitel und Folgerung 3.1 hervorgeho-
ben, in welchem dargelegt wurde, dass der Lernkontext bei der Erforschung der
Entwicklung von Variablenkonzepten unweigerlich in den Forschungsfokus rii-
cken muss, da Lernprozesse im Sinne des genetischen Prinzips immer an den
Lernkontext gebunden sind und auch nur vor dessen Hintergrund beforscht wer-
den konnen. Wihrend die Bedeutung des Lernkontextes bislang nur aus theoreti-
scher Perspektive beschrieben wurde, kann diese nun an dieser Stelle (nach der
Beschreibung der einzelnen Aufgabenformate) konkretisiert und es konnen spezi-
fische Fragen rund um die in der Untersuchung verwendeten Aufgabenformate
zum Verallgemeinern mathematischer Muster (und ihre Interdependenzen zur
zentralen Forschungsfrage) formuliert werden.
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Zunichst wird der zentralen Forschungsfrage bei der Darstellung der Ergebnisse
in Kapitel 6 in den ersten drei Teilkapiteln auf allgemeiner Ebene begegnet und
die Verallgemeinerungsprozesse der Lernenden iiber alle Aufgabenformate hin-
weg in den Blick genommen. Dabei wird in Kapitel 6.1 auf Prozessebene der
Frage nachgegangen, wie die Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster
verallgemeinern und ob sich in der Tatigkeit des Verallgemeinerns eine Entwick-
lung von Variablenkonzepten ausmachen lasst. In Kapitel 6.2 werden die Verall-
gemeinerungen der Lernenden in der Breite betrachtet und sprachliche Mittel zur
Verallgemeinerung herausgearbeitet. Das Kapitel 6.3 nimmt sich anschlieBend
der Frage um das Verhiltnis von Strukturierung und Versprachlichung im Verall-
gemeinerungsprozess an.

In Kapitel 6.4 wird die Rolle des Lernkontextes bei der Verallgemeinerung ma-
thematischer Muster betrachtet, indem die Verallgemeinerungen und insbesonde-
re die zur Verfligung stehenden sprachlichen Mittel in den verschiedenen Aufga-
benformaten verglichen werden. In den nachfolgenden Kapiteln 6.5 — 6.9 werden
jeweils spezifische Fragen vor dem Hintergrund der drei Aufgabenformate for-
muliert und beantwortet. Beziiglich des Aufgabenformats Pldttchenmuster wird
einerseits die Rolle des hier gegebenen Zusammenspiels von verschiedenen Dar-
stellungsebenen (Kapitel 6.5) sowie die Bedeutung von expliziten und rekursiven
Sichtweisen (Kapitel 6.6) bei der Verallgemeinerung untersucht.

Im Aufgabenformat Partnerzahlen kann der Frage nachgegangen werden, wie die
Schiilerinnen und Schiiler die hier gegebenen regelmifigen Beziehungen zwi-
schen den unbestimmten Zahlen verallgemeinern (Kapitel 6.7). Zudem werden
die Lernenden bei diesem Aufgabenformat im Interview mit der Wortvariablen
,Zahl’ konfrontiert, sodass hier die Deutungen der Wortvariablen im Kontext des
Verallgemeinerns untersucht werden konnen (Kapitel 6.8).

Die charakteristische Besonderheit des Aufgabenformats Zaubertrick liegt in der
spezifischen Anforderung an die Lernenden im Interview, die erkannten Muster
nicht nur zu beschreiben, sondern argumentativ zu nutzen, um den vorgelegten
Zaubertrick zu begriinden. Es wird deshalb in Kapitel 6.9 die Rolle der Verallge-
meinerung bei der Argumentation herausgearbeitet.

Eine Ubersicht iiber die Forschungsfragen, die in Kapitel 6 kapitelweise behan-
delt werden, gibt die Tabelle 5.4.
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Tabelle 5.4: Auffacherung der zentralen Forschungsfrage

Kapitel | Forschungsfrage

6.1 Wie ldsst sich die Tatigkeit des Verallgemeinerns aus epistemologischer
Perspektive fassen und wie kann im Verallgemeinerungsprozess eine
Entwicklung von Variablenkonzepten ausgemacht werden?

6.2 Welche sprachlichen Mittel nutzen die Schiilerinnen und Schiiler bei der
Verallgemeinerung mathematischer Muster?

6.3 Wie hingen Musterstrukturierung und Versprachlichung bei der Verallge-
meinerung mathematischer Muster zusammen?

6.4 Welche Rolle spielt der Kontext bei der Verallgemeinerung mathemati-
scher Muster?

6.5 Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die
durch verschiedene Darstellungsebenen geprigt sind?

6.6 Welche Rolle spielen rekursive und explizite Sichtweisen bei der Verall-
gemeinerung mathematischer Muster?

6.7 Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die
durch eine regelméBige Beziehung zwischen unbestimmten Zahlen gebil-
det werden?

6.8 Wie deuten Schiilerinnen und Schiiler die Wortvariable ,Zahl’ im Kontext
des Verallgemeinerns?

6.9 Welche Rolle spielt die Verallgemeinerung der unbestimmten Zahlen beim
Argumentieren?




6 Ergebnisse

In Kapitel 5.3 wurde die zentrale Forschungsfrage hinsichtlich der Fokussierung
auf die verschiedenen Folgerungen aus dem theoretischen Teil der Arbeit und
entsprechend der Bedeutung der unterschiedlichen Lernkontexte der Untersu-
chung aufgefachert. Die Ergebnisse der empirischen Studie werden im Folgenden
entsprechend der in Kapitel 5.3 aufgefiihrten Anordnung der Forschungsfragen
dargestellt, sodass in jedem Teilkapitel 6.1 - 6.9 eine Forschungsfrage behandelt
wird.

6.1 Die Entwicklung von Variablenkonzepten im
Verallgemeinerungsprozess

Auf der Grundlage der in Kapitel 2 beschriebenen Lerntheorie wird die Entwick-
lung von Begriffen in der vorliegenden Arbeit verstanden als konstruktive Her-
stellung einer Beziehung zwischen mathematischen Zeichen und Referenzkontex-
ten in der Interaktion und lésst sich als solche in der Analyse mit dem epistemo-
logischen Dreieck beobachten. Aus dieser begriffsbildungstheoretischen Perspek-
tive konnen in der Auseinandersetzung der Schiilerinnen und Schiiler mit den
vorgelegten Aufgabenformaten zum Kontext des Verallgemeinerns mathemati-
scher Muster die Verallgemeinerungsprozesse der Schiilerinnen und Schiiler im
Hinblick auf die zentrale Forschungsfrage untersucht werden. Dem in Kapitel 4.1
dargestellten genetischen Prinzip zufolge dient die Analyse dieser Verallgemeine-
rungsprozesse den folgenden Zielen. Erstens sollen Erkenntnisse iiber die Lern-
prozesse der Kinder beziiglich der Entwicklung von Variablenkonzepten gewon-
nen werden (Wie entwickeln Kinder tragfihige Variablenkonzepte?). Zweitens
sollen sie Aufschluss geben iiber die Verallgemeinerung mathematischer Muster
als Tatigkeit, indem der Prozess der Verallgemeinerung aus epistemologischer
Sichtweise untersucht wird (Wie lassen sich Verallgemeinerungsprozesse aus
epistemologischer Perspektive beschreiben? Wie vollzieht sich die Konstruktion
von Variablenkonzepten im Verallgemeinerungsprozess?) (vgl. Kapitel 5.1).

Ziel des ersten Kapitels ist es folglich, mit Hilfe des epistemologischen Dreiecks
die Verallgemeinerung mathematischer Muster als Tétigkeit zu fassen, den Ver-
allgemeinerungsprozess also aus epistemologischer Perspektive zu beschreiben
und in diesem eine Entwicklung von Variablenkonzepten sichtbar zu machen.

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 7,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Dementsprechend werden in diesem Kapitel die Ergebnisse zur folgender For-
schungsfrage dargestellt:

Wie ldsst sich die Tdtigkeit des Verallgemeinerns aus epistemologischer Perspek-
tive fassen und wie kann im Verallgemeinerungsprozess eine Entwicklung von
Variablenkonzepten ausgemacht werden?

Dazu werden zunichst zwei exemplarische Interviewszenen des Aufgabenformats
Plittchenmuster analysiert (Kapitel 6.1.1 und 6.1.2). Anschlieend erfolgt eine
Diskussion der Szenen unter Bezugnahme auf die dieser Arbeit zugrunde liegen-
den Lerntheorie (6.1.3). Die beiden Interviewszenen werden hier zur Darstellung
der Ergebnisse herangezogen, da sie einen guten Einblick in den Prozess der
Verallgemeinerung gewéhren, der hier durch eine sukzessive Explizierung der
Gedanken gepragt ist.

6.1.1 Erstes Fallbeispiel: Thorsten

Thorsten ist ein von der Lehrkraft als leistungsstark eingeschétzter Schiiler. Er
bearbeitet die vorgelegten Aufgaben mit groBer Sorgfalt und ebenso mit Behin-
digkeit. Vor den hier aufgefiihrten Szenen erledigt Thorsten die beiden Arbeits-
blétter zum Quadratzahlen-Muster miihelos und berechnet ebenso alle Plittchen-
anzahlen fehlerfrei. Die hier betrachtete Interviewszene der Bearbeitung der bei-
den Arbeitsblatter zum L-Zahlenmuster ldsst sich in folgende Phasen unterteilen:

= Phase 1: Musterstrukturierung (Arbeitsblatt 1)

= Phase 2: Umstrukturierung zur Anzahlbestimmung (Arbeitsblatt 1)

= Phase 3: Beschreibung der Musterstrukturierung (Arbeitsblatt 2)

= Phase 4: Erneute Beschreibung der Musterstrukturierung (Arbeitsblatt 2)

Transkript zu Phase 1: Musterstrukturierung

I.: Dann geb ich dir mal noch ein Blatt mit einem anderen Muster. Ich leg
das mal zur Seite. (Legt das letzte L-Zahlen
Arbeitsblatt zur Seite und das Ar-

beitsblatt 1 zum L-Zahlenmuster s ﬂ
vor.) = 1 }:‘I,
T.: (Zeichnet L4 (26 sek.).) Bj ] ] B
] | 6 m

I.: Wie hast du das jetzt wieder so .. L2
schnell gemacht? Woher wusstest  Abbildung 6.1:

2
du das? Thorstens Zeichnung der Figur L4
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T.: Weil hier waren’s zwei immer (fdhrt mit dem Stift die Quadrate von
L1 entlang) hier immer drei (fdhrt mit dem Stift die Quadrate von L2 ent-
lang), vier (fdhrt mit dem Stift die Quadrate von L3 entlang), dann sind’s
hier natiirlich finf (fdhrt mit dem Stift die Quadrate des gezeichneten L4
entlang).

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 1

Thorsten muss aufgrund der Analogie der Aufgabenstellungen zu den bereits
bearbeiteten Arbeitsblattern nicht erst aufgefordert werden, die Figur L4 zu
zeichnen, sondern deutet das erhaltene Muster direkt bei Erhalt des Blattes. Durch
seine Erklarung wird ersichtlich, welche Struktur er in die vorliegende Musterfol-
ge (vgl. Epistemologisches Dreieck (Ep. D.) 6.1) hineindeutet. Zunéchst benennt
er die wiederkehrende Pléttchenanzahl in den beiden von ihm betrachteten Seiten
der Figuren (,,immer zwei*, ,,immer drei”), was auf die Unterteilung der Figuren
in eben diese Teilfiguren hinweist. AnschlieBend setzt er die Figuren miteinander
in Beziehung und schlieBt aus der wachsenden Folge der Pléttchenanzahl pro
Seite, dass diese bei L4 fiinf sein muss.

Epistemologisches Dreieck 6.1: Thorstens Deutung des L-Zahlen-Musters

Referenzkontext Zeichen

4 N (O N

— L-Zahlen

_ | 4]
2 3 3 =
{ | L] [ ] B:IIFI o HT

1,2, 34,5, ..als Folge der

\_ natiirlichen Zahlen o J
S e

Begriff
[ Struktur der L- Zahlen ]
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Transkript zu Phase 2: Anzahlbestimmung
I.: Mmbh, ok. Ja, kannst du dann auch wieder die Tabelle ausfiillen?

T.: (Nickt und fiillt die Tabelle aus. (46 sek.))

1) Fiille die Tabelle aus. Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust,
zeichnest oder rechnest.

2 1 HEEEEE S I EERE I

T
Lanzahl | 3 [F [5 [ Q [44[24[42[47[49 [4S ]
Abbildung 6.2: Thorstens ausgefiillte Tabelle 1 des Arbeitsblatts L-Zahlen I

I.: Wie hast du das jetzt wieder so schnell gemacht?

T.: Also ich hab hier sagen wir mal bei dem ersten (zeigt auf L1), das sind
ja zwei (zeigt auf die senkrecht iibereinanderliegenden Quadrate) und ei-
ner (zeigt auf das rechte Quadrat von LI). Dann hab ich immer erst den
einen genommen und dann die anderen zwei. Hier zwei (zeigt auf die bei-
den rechten Quadrate von L2), dann drei (zeigt auf die drei linken Quad-
rate von L2).

I.: Ok, und bei drei (zeigt auf L3)? Wie hast du das dann da gemacht?

T.: Bei drei? Dann hab ich drei (zeigt auf die rechten Quadrate von L3)
und vier (zeigt auf die vier linken Quadrate von L3).

I.. Ah, ok. Jetzt hab ich’s verstanden. Ja, super. Und wenn die jetzt so
grof} sind wieder, bei zwanzig zum Beispiel? (Zeigt auf die Tabelle des
Arbeitsblattes).

T.: (Fiillt die Tabelle aus (29 sek.).)

2*) Suche dir selbst aus, fiir welche L du die Anzahlen bestimmen mochtest.
Fiille die Tabelle aus.

LL g0 1 w0 | ADBE 50 195 |
Anzahl | G4 | 204 | 2001 101 !

Abbildung 6.3: Thorstens ausgefiillte Tabelle 2 des Arbeitsblatts L-Zahlen I

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 2

Thorsten nimmt aufgrund der wechselnden Anforderung hier eine Umstrukturie-
rung des vorliegenden Musters vor. Bei der reinen Rekonstruktion der Struktur
des L-Zahlenmusters zur Konstruktion der vierten Musterfigur bezieht er ein
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Quadrat (das Verbindungsstiick der beiden betrachteten Teilstiicke) doppelt ein,
was bei der Anzahlbestimmung nicht mehr moglich ist. Diese Doppelung muss
Thorsten zur richtigen Berechnung der Pléttchenanzahl nun vermeiden und in das
L-Zahlen-Muster eine verdnderte Struktur hineindeuten. Seine verénderte Struk-
turierung erklért er anhand der ersten beiden Musterfiguren L1 und L2, also mit
Hilfe einer Aufzédhlung von mehreren Beispielen (vgl. Kapitel 6.2.3). Hierdurch
gibt er zu verstehen, zur Anzahlbestimmung zunéchst die rechten Quadrate der
Figur ohne das benannte Verbindungsstiick zu betrachten und anschlieend die
linken {ibereinanderliegenden Quadrate inklusive dem linken unteren Quadrat
(vgl. Ep. D. 6.2). Dass er die beiden ermittelten Anzahlen additiv verbindet, bleibt
unausgesprochen. Auf Nachfrage bestétigt er sein Vorgehen auch fiir das Muster
L3.

Epistemologisches Dreieck 6.2: Thorstens Umstrukturierung zur Anzahlbestimmung

Referenzkontext Zeichen

4 N O N

] Tabelle AB 3, Aufgabe 1

2{_ 3L 0
| [ ] [ ]|« L 1 3 2
1 2 3 Anzahl 3

k 142 243 3+4 / k /
\ /

Begriff
[ Struktur der L- Zahlen ]

Transkript zu Phase 3: Beschreibung der Musterstrukturierung

[.: Mmh. Super. Kannst du das auch mal versuchen zu beschreiben? Wie
du das immer so schnell machst? Das ist ja wirklich ein guter Trick. (Gibt
Thorsten das Arbeitsblatt 2.)

T.: (schreibt)
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Vet 5 Y Lepisld de- by o - ‘
dewmmcﬂ
i auduen () und 24453

Abbildung 6.4: Thorstens Beschreibung der Musterstrukturierung

I.: Mmh. Ok, kannst du mir das erkldren, wie du das beschrieben hast?

T.: Also wenn es zum Beispiel das hier ist (zeigt auf seine Zeichnung),
nehme ich erst oder einfach so, dann nehme ich erst immer die rechten,
also in dem Fall jetzt die eins (zeigt mit dem Stift auf die eins in der
Zeichnung) und dann die anderen zwei (fihrt mit dem Stift iiber die mit
2" beschrifteten Quadrate seiner Zeichnung). Und zwei plus eins ist
dann drei.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 3

In dieser Interviewszene wird Thorsten aufgefordert, die erkannte Struktur des L-
Zahlenmusters im Hinblick auf eine schnelle Anzahlbestimmung der Plittchen zu
beschreiben. Vom Schiiler wird hier verlangt, die vorher nur angewendete Be-
rechnungsweise nun allgemein darzustellen, es sollen also angemessene Zeichen
gefunden werden, welche die Strukturierung der L-Zahlen in ihrer Abstraktheit
reprisentieren und den allgemeinen Charakter des Musters widerspiegeln. An
dieser Stelle kann das epistemologische Dreieck die Zeichenfindung von Thors-
ten verdeutlichen. Es zeigt auf, in welcher Weise der Schiiler Zeichen heranzieht,
um seine Strukturierung kommunizierbar zu machen. Seine Beschreibung setzt er
gleichzeitig wieder in Beziehung zu der erkannten Struktur der L-Zahlen. Der
Begriff der Struktur der L-Zahlen stellt sich hier also als Wechselbeziehung dar
zwischen Thorstens Beschreibung und der Strukturierung, die hier als Referenz-
kontext dient.
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Epistemologisches Dreieck 6.3: Thorstens Beschreibung der Musterstrukturierung

Referenzkontext

Zeichen
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4 N

_ L | 4]
2{ 3

k 142 243 3+4 / k

immer das rechte und
dann die anderen und

2+1=3
2]

~

J

Begriff

e

[ Struktur der L- Zahlen ]

Transkript zu Phase 4: Erneute Beschreibung der Musterstrukturierung

I.: Mmh, ok. Warum hast du das so aufgeschrieben, wenn es zum Beispiel

das hier ist?
T.: (Zuckt mit den Schultern.)

I.: Was meinst du damit genau?

T.: Weil das hier das Kleinste ist und am schnellsten aufzumalen geht.

I.: Mmbh, ok. Héttest du auch ein anderes nehmen kénnen?

T.: Ja.

I.: Mmh. Ja, gut. Kannst du das vielleicht auch ohne ein Beispiel be-

schreiben?

T.: Ja, das konnte man dann sagen im Prin, dann kdonnte man sagen, wenn
es zum Beispiel drei s, also wenn es drei sind, oder das Rechte (zeigt mit
dem Stift auf das rechte Quadrat seiner Zeichnung) also das ganz recht
ist. Oder besser gesagt, wenn man, man nimmt als erste die, ah, Senkrech-
ten und dann nimmt man die anderen Waagerechten, die noch iibrig sind
(deutet mit dem Stift eine waagerechte Linie in der Luft an).

I.: Mmh. Ah, ok. Super.
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 4

Als Thorsten anschliefend gebeten wird, eine Beschreibung ,,ohne ein Beispiel*
zu finden, versteht er dies direkt als Aufforderung, ein neues Zeichen als Repri-
sentant fiir seine Strukturierung des L-Zahlenmusters zu finden. Der Prozess der
Zeichenfindung ist hier aufgrund der allméhlichen sprachlichen Prizisierung
besonders gut nachzuvollziehen. Zundchst beginnt Thorsten die Formulierung
,.wenn es zum Beispiel drei s, bricht diese aber sofort ab. Es lésst sich vermuten,
dass er erkennt, dass die gesprochenen Worter ,,zum Beispiel* in einem Wider-
spruch zur Anforderung stehen, ,ohne ein Beispiel* zu beschreiben. So korrigiert
er sich mit der Beschreibung ,,also wenn es drei sind“. Auch mit diesem Aus-
druck gibt sich Thorsten nicht zufrieden und ersetzt ihn durch die Worter ,,oder
das Rechte®. Es ist zu vermuten, dass er auch der verwendeten Zahl drei einen
Beispielcharakter zuschreibt. Die Formulierung ,,das Rechte ist Thorsten eben-
falls noch nicht prizise genug, um seine vorgenommene Strukturierung zu be-
schreiben und er ersetzt sie durch ,,also das ganz rechts ist“. Hier ist anzunehmen,
dass es ihm hierbei um das Quadrat in der linken unteren Ecke geht, welches fiir
die Berechnung der Plédttchen nicht mit einbezogen darf, da es sonst fiir beide
Teilstiicke genutzt und somit doppelt gezihlt wird. Dieses Quadrat sieht Thorsten
aber in dem Ausdruck ,,das Rechte® enthalten. So entscheidet er sich abschlie-
Bend fiir die Begriffe ,Senkrechte’ und ,Waagerechte, die noch iibrig sind‘, um
die beiden Teilstiicke der L-Zahlen zu beschreiben, wobei zu bemerken bleibt,
dass Thorsten hier die beiden Teilstiicke unter Ausnutzung der Kommutativitit in
umgekehrter Reihenfolge addiert. Diese beiden Worter scheinen ihm nun geeig-
net, um die allgemeine Struktur der L-Zahlen zu reprisentieren.
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Epistemologisches Dreieck 6.4: Thorstens zweite Beschreibung der Musterstrukturierung

Referenzkontext Zeichen

4 N O N

Oder besser gesagt, wenn man,

_ || 4] man nimmt als erste die,
2 3 ah, Senkrechten
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die noch iibrig sind.
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Begriff

[ Struktur der L- Zahlen
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Explizierung des Variablenbegriffs

In der 4. Interviewszene ldsst sich deutlich erkennen, wie Thorsten wdhrend der
sprachlichen Prézisierung stidndig neue Beziehungen zwischen den von ihm ge-
nutzten Zeichen und seiner zu beschreibenden Strukturierung der L-Zahlen her-
stellt. Sobald er einen Ausdruck gefunden und ausgesprochen hat, {iberpriift er
diesen dann auf Tragfahigkeit und verindert ihn, bis er eine angemessene Formu-
lierung fiir seine allgemeine Strukturierung gefunden hat. Dieser Prozess erinnert
stark an GLASERSFELDS (1997, 211) Beschreibung des Sprechens als kon-
struktiven Aktes der Beziehungsherstellung im Sinne SAUSSURES (1997).

,»Wenn wir eine Szene oder ein Ereignis beschreiben, dann kommt es manch-
mal vor, dal wir ein Wort zuriicknehmen und durch ein anderes ersetzen. Das
erste Wort schien irgendwie nicht zu passen. Es erzeugte Unbehagen, wirkte
storend, und so mufte eine befriedigerende Formulierung gesucht werden.
Das passiert beim Sprechen, aber viel 6fter wahrscheinlich beim Schreiben.
(Wie viele Gliickwunsch — oder Beileidskarten mufiten nochmals geschrieben
werden, nur weil ein einziges Wort unpassend erschien!)*

Nach mehreren Formulierungsversuchen verwendet Thorsten abschlieBend die
Worter ,Senkrechte und ,Waagerechte, die noch {ibrig sind‘, um die erkannte
Musterstruktur allgemein und ,ohne Beispiel® zu beschreiben. Diese beiden Wor-
ter sind hier als Wortvariablen zu verstehen. Sie dienen als Zeichen, um auf eine
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sich verdndernde Anzahl an Plattchen der beiden Musterteilstiicke zu verweisen.
Der Begriff der Verdnderlichen stellt sich in dieser Situation also als Wechselbe-
ziehung zwischen der allgemeinen L-Zahlen-Struktur als zu bezeichnendem Refe-
renzkontext und den Wortvariablen als Zeichen dar.

Epistemologisches Dreieck 6.5: Thorstens zweite Beschreibung der Musterstrukturierung
mit Fokus auf den verwendeten Wortvariablen

Referenzkontext Zeichen

4 N N

5 ] 341 Hr Die Senkrechten,
| ] [T1]|< die Waagerechten,
\_.l_r PAN ‘_i_’ DA ‘_é_' die noch iibrig sind.

K 142 243 344 / K /
™ e

Begriff
[ Verdinderliche Anzahl an Plitt- ]

chen der Musterteilstiicke

Der Begriff der ,,Zeichenfindung* darf dabei nicht als eine vollige Neuerschaf-
fung eines vorher nicht existierenden Zeichens missverstanden werden. An
Thorstens Beispiel zeigt sich, wie Worter zur Beschreibung von Mustern und
Strukturen aus anderen Kontexten entnommen werden (hier dem geometrischen
Kontext ,senkrecht® und ,waagerecht® als Lagebeziehungen) und in Verbindung
mit einem neuen Referenzkontext verwendet werden. Bei dieser Neuinterpretati-
on der Begriffe ,Senkrechte® und ,Waagerechte* handelt es sich um eine Herstel-
lung einer neuen Beziehung zwischen Zeichen und Referenzkontexten, sodass
sich diese mit Hilfe des epistemologischen Dreiecks als Begriffsbildungsprozesse
ausmachen lasst.

Die Kraft der hier zunéchst spontan in der Situation gewéhlten Wortvariablen

,Senkrechte® und ,Waagerechte, die noch librig bleiben‘ zeigt sich insbesondere
dadurch, dass sie es Thorsten ermdglichen, sich vom konkreten Beispiel zu 16sen
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und iiber die Beschreibung einer einzelnen Figur hinaus mit Hilfe eines Zeichens
auf eine den Figuren iibergeordnete, nicht sichtbare Struktur zu verweisen.

6.1.2 Zweites Fallbeispiel: Lars

Als zweites Beispiel soll eine Szene von Lars zum gleichen Aufgabenabschnitt
des L-Zahlenmusters herangezogen werden. Es verdeutlicht ein weiteres Mal, wie
Kinder bei der Beschreibung mathematischer Muster Zeichen zur Verallgemeine-
rung konstruieren miissen, stellt aber eine andere Art von Zeichen zur Beschrei-
bung der mathematischen Struktur vor. Da Lars das L-Zahlenmuster sowohl fiir
die Fortsetzung des Musters als auch fiir die Anzahlbestimmung der Plittchen
dhnlich wie Thorsten strukturiert, kann hier auf eine Einbettung der Szene im
Interview verzichtet und direkt eine Analyse der Beschreibungsszene vorgenom-
men werden. Die hier dargestellte Sequenz kann in drei Phasen unterteilt werden:

= Phase 1: Erste Beschreibung der Strukturierung mit Hilfe eines Beispiels

= Phase 2: Zusitzliche Beschreibung der Strukturierung mit Hilfe einer
Zeichnung

= Phase 3: Lars Deutung der Wortvariablen

Transkript zu Phase 1: Erste Beschreibung der Strukturierung mit Hilfe
eines Beispiels

I.: Jetzt geb ich dir nochmal so was zum Beschreiben. Vielleicht kannst
du dir das hier beides nebeneinander legen. (Gibt Lars das Arbeitsblatt.
Zieht das untere Blatt beiseite, sodass die Arbeitsblitter nebeneinander
liegen.) Kannst du auch mal versuchen, das zu beschreiben, dieses tolle
Muster, was du da entdeckt hast?

L.: Kann ich das auch so wie bei dem Letzten machen? Also.
I.: Wie du mochtest.

L.: Ja? Dann mach ich das hier oben schreib ich das wieder mit dem zum
Beispiel hin und da unten zeichne ich dann wieder und dazu schreibe ich
dann. (Schreibt)

%ﬂcﬂ&w 2.b, 3+¥ MWMM

Abbildung 6.5: Lars erste Beschreibung des L-Zahlen-Musters
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I.: Mmh. Was steht da? Fiinf plus?

L.: Mhh. &hm. finf plus vier. Mist. (Verbessert seinen Fehler auf dem Ar-
beitsblatt.) So.

I.: Mmh. Ok.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 1

Lars entscheidet sich bei Beschreibung der allgemeinen Struktur der L-Zahlen
zunichst fiir die Angabe eines Beispiels in Analogie zu seinem Vorgehen bei der
vorherigen Aufgabe des Quadratzahlen-Musters. Durch die Kennzeichnung seiner
Rechnung als Beispiel wird deutlich, dass Lars sich nicht allein auf die 4. Muster-
figur bezieht und verleiht seinem Ausdruck einen verallgemeinernden Charakter.

Epistemologisches Dreieck 6.6: Lars erste Beschreibung der Strukturierung

Referenzkontext Zeichen

4 N N

5 ] 3] 1 Ich rechne
{ | | | | | | <> z.B. 5+4

\ 2+1 342 443 / K /
\ /

Begriff
[ Struktur der L-Zahlen ]

Transkript zu Phase 2: Zusiitzliche Beschreibung mit Hilfe einer Zeichnung

L.: Und jetzt mach ich das

nochmal so. (Zeichnet.) J,

Das sind ja jetzt fiinf. Und oy : ‘
das sind jetzt fiinf. So und ! ar bemum %M‘@W@
dhm und (zeichnet Pfeile

an die Quadrate). Abbildung 6.6: Lars zusitzliche Beschreibung

mit Hilfe einer Zeichnung
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I.: Mmbh. Super. Jetzt musst du mir nochmal genauer erkliren, wie du das
genau meinst. (Zeigt auf die Pfeile auf dem Blatt.)

L.: Also das runter (Fdhrt mit dem Stift die senkrechten Quadrate ent-
lang.) plus das (Fdhrt mit dem Stift die waagerechten Quadrate entlang.)
rechne ich.

I.: Ah, ok. Gut.

L.: Und &hm, das hier (Zeigt auf das Quadrat an der Ecke des L-Musters)
soll noch zu dem runter gehoren. Deswegen mach ich da ne etwas dickere
Linie hin. (Zeichnet die Linie nach.)

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 2

Zusitzlich zu der Verwendung eines Beispiels konstruiert Lars anschlieend eine
Zeichnung als Zeichen fiir die Beschreibung seiner Musterstrukturierung. Die
Zeichnung der Figur L4 versieht er nun aber mit einem senkrechten und einem
waagerechten Pfeil sowie einem Pluszeichen. Durch seine Erkldrung der Funktion
der Pfeile ,,das runter plus das rechne ich* wird deutlich, dass diese die Addition
der beiden dargestellten Seiten verdeutlichen soll. Hierbei beschreibt er die bei-
den Summanden der Addition, die er in der Zeichnung mit Pfeilen dargestellt hat,
mit den Wortern ,das runter® und ,das‘ (vgl. Abb. 6.6). Dass Lars ,das runter® hier
als Substantiv versteht, mit dem er die variable Anzahl der senkrecht {ibereinan-
derliegenden Pléttchen darstellen will, wird besonders deutlich, als er dies an-
schlieBend sogar im Dativ ,,das hier soll noch zu dem runter gehdren verwendet.
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Epistemologisches Dreieck 6.7: Lars zweite Beschreibung der Strukturierung

Referenzkontext Zeichen
_ : das runter
_ || 41 plus das
2{ 3 ,1,
| [] (]| o

\_ 2! 342 w3 )\ ' -
\ /

Begriff
[ Struktur der L-Zahlen ]

Transkript zu Phase 3: Lars Deutung der Wortvariablen
I.: Ok, super. Gut, und woher weil ich, wie viele das immer runter sind?

L.: Mhh. Wie viele, das weil ich so, weil mhh. es mhh. Es gibt ja hier bei
diesen Aufgaben gibt's ja irgend’ne Zahl ne? (Zeigt auf die Tabelle des
ersten Aufgabenblattes.) Und dhm die Zahl rechne ich dann eben plus ei-
nen.

I.: Mmh. Ok.
L.: Und so weil} ich das dann.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 3

Mit der Frage ,,Und woher weil} ich, wie viele das immer runter sind?* wird Lars
nach der Bestimmung seiner Summanden fiir die Berechnung der Pléttchenanzahl
gefragt. Dies nimmt er zum Anlass, die Wortvariable nun auf die Tabelle zu be-
ziehen und vor dem arithmetischen Kontext des Aufgabenformats zu deuten. Mit
dem Ausdruck ,,Es gibt ja hier bei diesen Aufgaben gibt's ja irgend’ne Zahl ne?*
verweist er auf die sich verdndernden Indizes der L-Zahlen-Figuren in der Tabel-
le. Somit deutet er das von ihm aufgestellte Zeichen auch wieder im Sinne einer
Veréinderlichen.
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Epistemologisches Dreieck 6.8: Lars Deutung der Wortvariablen

Referenzkontext Zeichen

4 N

Gegebene Zahl in der Tabelle plus eins

IF 1R Eee [Daclissuenl Ee] tee i ) .
azhl [ 3 [T 1519 M1 [R2A113 17212 [18 | ,das runter
14 19 <~

S [ V] T MM .7 i i 1)

[amohl | v [939 |07 (227 |44 |

\ &7 207 / k /
\ /

Begriff
[ Verdinderliche Zahl in der Tabelle ]

Explizierung des Variablenbegriffs

Ahnlich wie Thorsten verwendet auch Lars in dieser Interviewszene bei seiner
Beschreibung der L-Zahlen-Struktur verschiedene verallgemeinernde Mittel, die
es ihm ermdglichen, liber das aufgezeichnete Beispiel 5+4 hinaus zu kommuni-
zieren und die Struktur des Musters losgeldst vom Beispiel darzustellen. Lars
Worter ,das runter’ und ,das‘ konnen hier als Wortvariablen mit Verdnderli-
chencharakter aufgefasst werden. Ebenso deutlich wird dieser in den verwendeten
Pfeilen, mit denen Lars die sich verdndernde Anzahl an Plittchen als Summanden
seiner Rechnung beschreiben mochte. Sowohl die miindlich verwendeten Wort-
variablen als auch die in der Zeichnung benutzten Symbole verweisen auf die
variable Anzahl an Plittchen in den Teilstiicken von Lars Musterstrukturierung.
Wihrend Thorstens Bezeichnungen aus dem geometrischen Kontext (,,Senkrech-
te, ,,Waagerechte®) entlehnt sind, benutzt Lars hier Lokaladverbien der Richtung
(,,das runter”) und deiktische Ausdriicke (,,das“), in seiner Zeichnung hingegen
stellen Pfeile die verdnderliche Anzahl an Plittchen dar. Der Variablencharakter
des Wortes ,das runter* wird noch einmal deutlicher, als Lars dieses von ihm
selbst vor dem ikonischen Kontext der Musterfolge konstruierte Zeichen vor
einem neuen Referenzkontext deutet, indem er es in Beziehung zu sich verén-
dernden Zahlen in der Tabelle setzt. So gewinnt das Zeichen ,runter durch die
Erweiterung des Referenzkontextes eine neue Bedeutung, was hier einen beson-
deren Einblick gibt, wie der Begriff der Verdnderlichen hier durch die Herstel-
lung neuer Beziehungen konstituiert wird.
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Epistemologisches Dreieck 6.9: Lars Beschreibung der Musterstrukturierung mit Fokus
auf den verwendeten Wortvariablen

Referenzkontext Zeichen

4 N

Irgendeine Zahl in der Tabelle plus eins

4 das runter
) { ] 340 ] <> das

| [ ] [ 1]
AN Y,
™ 7

Begriff

Verdinderliche Anzahl an Pléttchen und
Verdnderliche Zahl in der Tabelle

6.1.3 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde folgender Forschungsfrage nachgegangen:

Wie ldsst sich die Titigkeit des Verallgemeinerns aus epistemologischer Perspek-
tive fassen und wie kann im Verallgemeinerungsprozess eine Entwicklung von
Variablenkonzepten ausgemacht werden?

Der Prozess des Verallgemeinerns wurde hier aus epistemologischer Perspektive
betrachtet, wobei die Rekonstruktion der Versprachlichung der L-Zahlen-Struktur
in den Fallbeispielen von Thorsten und Lars diesen Prozess hier exemplarisch fiir
viele andere Szenen in allen drei Aufgabenformaten der Untersuchung verdeut-
licht.

In der Analyse der Untersuchungsdaten stellt sich die Aufgabe der Beschreibung
mathematischer Muster und Strukturen als Moment heraus, in dem Kinder die
Notwendigkeit zur Verallgemeinerung verspiiren. Dabei ist zu erkennen, dass die
Konstruktion der in der Analyse als Variablen aufgefassten Zeichen der Kinder
aus der Motivation entsteht (und sei es bei Thorsten aufgrund der Aufforderung
durch die Interviewerin), eine mathematische Struktur allgemein und {iber ein
Beispiel hinaus zu beschreiben. Da die Lernenden noch nicht iiber die algebrai-
sche Sprache verfiigen, sind sie gezwungen andere Moglichkeiten zu finden, mit
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denen sie die entdeckte Strukturen kommunizieren kdnnen. Sie sind gezwungen,
in der Kommunikation selbst passende Zeichen zu finden, welche die math.
Strukturen und Beziehungen in ihrer Allgemeinheit représentieren.

Es lasst sich jedoch festhalten, dass die Kinder dazu keine konventionellen Sym-
bole bendtigen, sondern in der Situation der Versprachlichung spontan gewéhlte
Zeichen aus anderen Kontexten hinzuziehen, die nun als Variable dienen und den
Lernenden geeignet erscheinen, das mathematische Muster in seiner Allgemein-
heit zu reprisentieren. Dabei setzen die Kinder in der Kommunikation das Zei-
chen und das zu kommunizierende Muster in eine neue Beziehung. Unabhingig
von der Qualitit und Tragfahigkeit der spontan gewihlten Worter kann eine Ent-
wicklung des Variablenbegriffs ausgemacht werden, die hier konstituiert wird
durch die Herstellung der Beziehung zwischen dem verwendeten Zeichen und der
allgemein zu beschreibenden Struktur, welche in den obigen Beispielen durch
eine sich verdndernde Anzahl an Plittchen gepragt ist.

Der hier beschriebene Variablenbegriff ist dabei als propadeutisch aufzufassen,
da den hier geschaffenen Begriffen der Schiilerinnen und Schiilern jegliche Be-
wusstheit im Sinne WYGOTSKIS (1986; vgl. Kapitel 2.2.4) fehlt. Zudem fiihrt
die Entstehungsart der Begriffe ,vom Gedanken zum Wort’ und ,vom Besonderen
zum Allgemeinen’ (vgl. Kapitel 2.2.4) zu einer Einordnung der Begriffe in WY-
GOTSKIS Kategorie der ,,Alltagsbegriffe”. Aufgabe des Mathematikunterrichts
ist infolgedessen ein Aufgreifen der hier entstehenden spontanen Begriffe der
Kinder und ein Aushandeln und Explizieren des Variablenbegriffs in den folgen-
den Schulstufen. Dazu sei an die bereits in Kapitel 2.2.4 aufgefiihrte Bedeutung
der ,Alltagsbegriffe erinnert, ebenso wie an die Rolle der Interaktion fiir die
Entwicklung mathematischer Zeichen als angemessene Repriasentanten mathema-
tischer Begriffe (Kapitel 2.2.3; STEINBRING 2006).

6.2 Sprachliche Mittel zur Verallgemeinerung
mathematischer Muster

Von besonderem Interesse fiir die vorliegende Arbeit, die sich mit Verallgemei-
nerungen mathematischer Muster von Schiilerinnen und Schiilern der Primarstufe
beschiftigt, sind die sprachlichen Mittel, welche die Lernenden bei der Verallge-
meinerung nutzen. In Kapitel 4.2 (vgl. auch Folgerung 4.2 in Kapitel 5.1) wurde
beschrieben, dass die Lernenden durch den besonderen Charakter des mathemati-
schen Wissens im Mathematikunterricht der Grundschule vor der Anforderung
stehen, auf die erkannten Muster und Strukturen zu verweisen, ohne dass sie dazu
iiber die ndtigen algebraischen Mittel verfiigen. Die Schiilerinnen und Schiiler
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sind demzufolge in der Primarstufe darauf angewiesen, andere sprachliche Hilfs-
mittel zu finden, mit deren Hilfe sie in der Lage sind, das Allgemeine im Beson-
deren zu kommunizieren (vgl. STEINBRING 2005, 184; vgl. Kapitel 4.2.2.2).
Dazu wurde in Kapitel 5.3 die Frage formuliert, wie Lernende mathematische
Muster verallgemeinern, wenn ihnen noch keine Variablen zur Verfiigung stehen,
und welche Mittel die wichtige Rolle der Variablen einnehmen. Dabei wird die
besondere Rolle der natiirlichen Sprache und der Wortvariablen beobachtet, die in
Kapitel 3.2 (bzw. in Folgerung 3.2 vgl. Kapitel 5.1) als wichtiger Ausgangspunkt
der Formalisierung beschrieben wurde.

Am Beispiel des Aufgabenformats Pldttchenmuster wurde im vorhergehenden
Kapitel detailliert aufgezeigt, wie Schiilerinnen und Schiiler der vierten Jahr-
gangsstufe die vorgelegten Muster mit ihren Mitteln verallgemeinern. In der
Kommunikation nutzen die Lernenden Begriffe aus anderen Kontexten, um die
von ihnen erkannten Strukturen allgemein zu beschreiben, und setzen dabei ma-
thematisches Zeichen und die allgemein zu beschreibende Struktur in eine neue
Wechselbeziehung. Im folgenden Kapitel sollen die von den Kindern verwende-
ten Mittel zur Verallgemeinerung nun in der Breite betrachtet werden und somit
die folgende Forschungsfrage beantwortet werden:

Welche sprachlichen Mittel nutzen die Schiilerinnen und Schiiler bei der Verall-
gemeinerung mathematischer Muster?

Dazu wird in Kapitel 6.2.1 zunéchst ein Uberblick {iber die verschiedenen Mittel
der Verallgemeinerung gegeben und diese werden dann anschlieend in den Ka-
piteln 6.2.2 — 6.2.6 detailliert beschrieben und anhand von Beispielen illustriert.
In Kapitel 6.2.7 wird auf die Verkniipfung der vorgefundenen sprachlichen Mittel
eingegangen, bevor in Kapitel 6.2.8 abschlieBend eine Diskussion der verschie-
denen Verallgemeinerungsweisen erfolgt.

6.2.1 Verallgemeinerungsweisen

Bei der Analyse der Untersuchungsdaten mit Hilfe des epistemologischen Drei-
ecks konnen alle Verallgemeinerungsprozesse der Schiilerinnen und Schiiler
aufgespiirt und verglichen werden. Es zeigt sich, dass Kinder bei der Verallge-
meinerung wiederkehrende Beschreibungsmuster verwenden, sodass sich Katego-
rien fiir die Art der gewihlten Zeichen bilden lassen. So werden nun im Folgen-
den fiinf Kategorien fir Verallgemeinerungsweisen vorgestellt, welche sich in
den klinischen Interviews iiber alle Aufgabenformate hinweg als von den Kindern
selbststindig verwendete Beschreibungsmuster finden lassen. Sie zeigen auf,
welche sprachlichen Mittel die Kinder nutzen, um mathematische Muster und
Strukturen iiber die sichtbaren Objekte hinweg zu beschreiben.
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Die in der Datenanalyse vorgefundenen Verallgemeinerungsweisen konnen den
folgenden fiinf Kategorien zugeordnet werden.

Tabelle 6.1: Verallgemeinerungsweisen

Verallgemeinerungs- | Beschreibung der Plakative
weise Kategorie Beschreibung des
Terms x*

Angabe eines repra- SuS geben ein Beispiel an und | ,,Das ist zum Bei-

sentativen Beispiels kennzeichnen dieses dabei spiel drei mal
explizit als solches. drei.”

Aufzéhlung mehrerer | SuS zdhlen mehrere Beispiele | ,,Das ist ein mal

Beispiele auf und verweisen ggf. auf eins, zwei mal
einen Fortlauf. zwel, drei mal drei

und so weiter.*

Quasi-Variablen SuS verwenden konkrete ,,Jch rechne immer
Zahlen und verbinden diese drei mal drei.”

mit sprachlich verallgemei-
nernden Elementen.

Bedingungssitze SuS verwenden Bedingungs- | ,,Wenn da drei
sétze. steht, dann rechne
ich drei mal drei.”

Variablen SuS verwenden Worter oder »Man muss die
Zeichen mit Variablencharak- | Zahl mal die glei-
ter. che Zahl rechnen.*

Im Folgenden sollen die verschiedenen Verallgemeinerungsweisen ndher vorge-
stellt werden. Nach einer allgemeinen Erldauterung folgen jeweils einige exempla-
rische Schiilerbeispiele. Da alle Verallgemeinerungsweisen in allen Aufgaben-
formaten vorhanden sind und hier keinerlei quantitative Aussagen iiber das Auf-
treten von den verschiedenen Verallgemeinerungsweisen getroffen werden sollen,
ist der Wahl der Beispiele pro Aufgabenformat keine Gewichtung zuzumessen.
Alle Verallgemeinerungsweisen werden von den Schiilerinnen und Schiilern
sowohl schriftlich als auch miindlich genutzt.

Es bleibt vorab zu bemerken, dass die verschiedenen Kategorien, die hier vorge-
stellt werden, nur als in der Untersuchung vorgefundene Mdéglichkeiten der Kin-
der fiir Verallgemeinerungen verstanden werden diirfen. Es ist weder Ziel der rein
qualitativen Datenanalyse, Haufigkeiten des Vorkommens von verschiedenen
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Verallgemeinerungsweisen zu erheben, noch wire eine quantitative Ausdifferen-
zierung der verwendeten Verallgemeinerungsweisen aufgrund ihrer Kontextab-
hingigkeit sinnvoll (vgl. Kapitel 6.4). Ebenso diirfen verschiedene Verallgemei-
nerungen nur auf einzelne Phasen eines Beschreibungsprozesses bezogen ver-
standen werden, nicht als Kompetenzen von einzelnen Kindern. Die verschiede-
nen Verallgemeinerungen werden je nach Komplexitit des zu beschreibenden
Gegenstandes, des in der Situation herangezogenen Referenzkontextes und der
den Kindern spontan zur Verfiigung stehenden sprachlichen Mittel ausgewihlt.
So koénnen von ein und demselben Kind nacheinander oder auch wéhrend eines
Beschreibungsprozesses verschiedene Verallgemeinerungsweisen verwendet
werden. Um dies zu verdeutlichen, soll nach der Beschreibung der fiinf Verall-
gemeinerungsweisen (Kapitel 6.2.2 — 6.2.6) genauer auf deren Verkniipfung
eingegangen werden (Kapitel 6.2.7).

6.2.2 Angabe eines reprisentativen Beispiels (mit Kennzeichnung des
Beispiels als solches)

Wihrend die Angabe eines Beispiels selbst noch keine Verallgemeinerung dar-
stellt, vermittelt die Kennzeichnung des Beispiels als solches direkt, dass es noch
andere Fille bzw. Objekte gibt, die durch das gegebene Beispiel nicht dargestellt
werden, aber existieren. So gibt die Kennzeichnung des Beispiels an, dass die
Formulierung iiber das konkrete Beispiel hinausreichen soll. Es wird vom Gegen-
iber, dem Empfanger der Aussage, gefordert, dass er das konkrete Beispiel der
Aussage erkennen kann und auf andere Fille als die des gegebenen Beispiels
bezieht. Die beiden Schiilerdokumente verdeutlichen, wie die Nutzung eines
Beispiels in einem Satz (vgl. Ilias Beschreibung, Abb. 6.7) oder in einer Rech-
nung (vgl. Marcus Beschreibung, Abb. 6.8) aussehen kann.

Ik hann die dny abl der Raddohen
MWWL QKB efevlf_/fg(p
00+ 404 recd ng

Abbildung 6.7: Ilias Beschreibung des L-Zahlen-Musters (Pléttchenmuster)

“N.B. 2007 09540600

Abbildung 6.8: Marcus Beschreibung der Quadratzahlen-Musters (Pldttchenmuster)
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Beide Schiiler verwenden hier fiir die Beschreibung der erkannten Struktur Bei-
spiele, die sie zuvor bei der Bestimmung der Anzahlen bereits berechnet haben.
Dabei greifen Ilias und Marcus (wie viele andere Kinder in der Untersuchung) bei
der Wahl der Beispielzahlen auf groBe Zahlen zuriick, sodass vermutet werden
kann, dass die Kinder diesen einen groferen Beispielcharakter zumessen. Durch
das Kiirzel ,z.B.® wird der Leserin oder dem Leser der Beschreibung mitgeteilt,
dass die Aussage allgemeine Elemente enthilt, welche fiir den Transfer der Rech-
nung auf andere Musterfiguren zu verédndern sind. Welche Elemente dies sind und
wie diese sich verdndern miissen, muss die oder der Lesende sich bei der Interpre-
tation aber nun selbststéindig erschlieBen. In Ilias Beschreibung steht die Zahl 100
als Représentant fiir verdnderliche Zahlen, jedoch muss beim Einsetzen anderer
Zahlen in diesen ,Platzhalter’ beachtet werden, dass der erste Summand der
Rechnung gleich dem Index des L-Zahlenmusters ist und der zweite Summand
der Addition genau eins groBer ist als der erste. Diese Eigenschaften werden
durch die Verwendung des Beispiels nicht explizit beschrieben und bediirfen
somit der richtigen Interpretation der oder des Lesenden. Ahnlich verhilt es sich
auch mit Marcus Beschreibung des Quadratzahlenmusters. Hier handelt es sich
bei der Zahl 200 um die zu verdndernde Zahl, wobei die Rechenoperation beibe-
halten wird und zu beachten ist, dass beide Faktoren der Multiplikation gleich
sein miissen, um der Beziehung im Quadratzahlenmuster zu entsprechen.

Die Funktion eines Beispiels

Als weiteres Beispiel soll die Beschreibung des Quadratzahlenmusters des Schii-
lers Lars aufgefiihrt werden, an dem exemplarisch verdeutlicht werden kann,
welche Funktion die Kindern der Verwendung eines Beispiels zumessen.

Lars beschreibt das Quadratzahlen-Muster anhand der siebten Musterfigur, wobei
der die Abkiirzung ,z.b. nachtréglich einfiigt.

z.b.
' 4 bowme | :
% e % aud e
L
Abbildung 6.9: Lars Beschreibung des Quadratzahlen-Musters

Dies veranlasst die Interviewerin, nach dem Grund fiir die Kennzeichnung des
Beispiels zu fragen.

I.. Warum hast du jetzt noch das zum Beispiel da rein geschrieben?
(Zeigt auf das geschriebene ,z.b. )
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L.: Weil, weil ich das ja nicht nur mit sieben mal sieben mache. Ich mach
das ja auch, wenn’s jetzt zum Beispiel acht und acht breit ist. (Fdhrt mit
dem Finger die Seiten eines gelegten 5*5-Quadrats auf dem Tisch ent-
lang.) Oder hundert und hundert breit ist. Dann rechne ich ja auch hundert
mal die hundert.

Der Interviewausschnitt 14sst erkennen, dass Lars sich der Funktion seines Bei-
spiels eindeutig bewusst ist. Als die Interviewerin ihn nach dem Grund seiner
Kennzeichnung des Beispiels fragt, beschreibt er die Platzhalter-Funktion der von
ihm verwendeten Zahl 7, indem er andere mdgliche Faktoren fiir seine Rechnung
angibt. Mit den Worten ,,Ich mach das ja auch* beschreibt er die zu verallgemei-
nernden Elemente seiner Aussage — beibehalten werden miissen in diesem Fall
die Rechenoperation und die Gleichheit der Faktoren. AbschlieBend gibt er
miindlich nun die Abhingigkeit der Faktoren von der Musterfigur an (,,Wenn’s
jetzt [...] hundert und hundert breit ist. Dann rechne ich ja auch hundert mal die
hundert™), die in seiner schriftlichen Beschreibung nicht expliziert wird. Dabei
nutzt er zunéchst die dem Beispiel 7 folgende Musterfigur des Quadrat 8, dann
verwendet er eine hohe Zahl, durch die er die Willkiirlichkeit des gewihlten
Beispiels noch einmal verstiarken kann.

Beispielgebundenheit

Selbst wenn den Kindern die Beziehung zwischen dem konkreten Beispiel und
der allgemeinen Struktur des mathematischen Muster grundsétzlich bewusst ist,
ist die Loslésung vom Beispiel nicht immer moglich, wie Cindys Beschreibung
zum Arbeitsblatt 2x des Aufgabenformats Partnerzahlen verdeutlicht.

Als Beschreibung der erkannten Beziehung der Partnerzahlen ihres ersten Aufga-
benblattes verfasst Cindy die folgende Regel:

Deispier -

W Tednnen 2uersy -
J\OO{“-}\Q)CJ:‘ZOO
&Q““\ \nedoen 2olte dog ET%&J\)“:P.

Abbildung 6.10: Cindys Beschreibung der Partnerzahlen-Beziehung 2x



6.2 Sprachliche Mittel zur Verallgemeinerung mathematischer Muster 175

Als Cindy um eine Erkldrung ihrer Beschreibung gebeten wird, ergibt sich fol-
gendes Gespréch:

I.: Kannst du mir das erkldren, warum du das jetzt so aufgeschrieben
hast?

C.: Ich hab erst mal Beispiel aufgeschrieben und dann hab ich das ja
schon oben halt hundert und dann noch ein Késtchen zweihundert und wir
rechnen zuerst hundert plus hundert sind gleich zweihundert. Wir miissen
hundert das Doppelte nehmen. Dann haben wir zweihundert, dann haben
wir schon mal das Ergebnis.

L.: Mmh. Ok, super. Wieso hast du aufgeschrieben ein Beispiel? Also das
hier ist ein Beispiel, ne? Hundert und zweihundert? (Zeigt auf den Stein in
Cindys Beschreibung.)

C.: Mmh.
I.: Kannst du das vielleicht auch mal ohne ein Beispiel beschreiben?

C.: Also wir nehmen erst mal bestimmt das Doppelte von den hundert,
dann haben wir schon mal die zweihundert. (3 Sek.) Wenn da jetzt zum
Beispiel steht fiinfzig. Schon wieder ein Beispiel. (ldchelt und iiberlegt
dann acht Sekunden) Ich kann das eigentlich nur mit Beispielen erkliren.

Cindy zeichnet fiir die Beschreibung der von ihr erkannten Beziehung den Stein
mit den Zahlen 100 und 200 auf, welche sie bei der Bearbeitung des oberen Ab-
schnitts des Arbeitsblatt bereits verwendet hat, als sie aufgefordert wurden, den
leeren Stein mit eigenen Zahlen zu fiillen. Dann gibt sie eine Rechenregel fiir
diesen Stein an. Thre Beschreibung kennzeichnet sie bereits vor der Formulierung
als Beispiel. Als Cindy gebeten wird, das Muster ,ohne ein Beispiel® zu beschrei-
ben, beginnt sie intuitiv, neue Beispiele heranzuziehen. Obwohl sie ihren ersten
Formulierungsversuch abbricht, da er keine beispielgeloste Beschreibung dar-
stellt, wihlt sie anschliefend direkt wieder eine konkrete Zahl und kennzeichnet
sie wihrend des Sprechens scheinbar automatisch als Beispiel. Sofort bricht Cin-
dy auch diesen Formulierungsversuch ab und merkt an, dass es sich auch bei
dieser Beschreibung um ein Beispiel handelt. Deutlich erkennbar wird hier, wie
Cindy die wdhrend des Sprechvorgangs hergestellte Beziehung zwischen dem
gewdhlten Zeichen und der zu beschreibenden Beziehung der Partnerzahlen di-
rekt liberpriift und sich korrigiert, sobald sie den Zeichen einen Beispielcharakter
zuschreibt. Im Gegensatz zu Thorsten (Kapitel 6.1.1) schafft sie es aber in dieser
Situation nicht, ein weiteres Zeichen zu finden, welches als Reprédsentant fiir das
Partnerzahlenmuster in seiner Allgemeinheit stehen kann und gelangt zu dem
Schluss, dass sie das Muster ,nur mit Beispielen erklaren kann®.
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Wie bereits einleitend beschrieben, darf diese Sequenz nicht als Cindys Unver-
mdgen zu verallgemeinernden Beschreibungen aufgefasst werden. Vielmehr ist
Cindy an anderen Stellen des Interviews sehr wohl in der Lage, sich vom Beispiel
zu 16sen und allgemeinere Aussagen mit Hilfe von Wortvariablen zu treffen. Thre
Fokussierung auf die Verwendung eines Beispiels darf hier nur eine konkrete
Phase bzw. Anforderung betreffend verstanden werden.

6.2.3 Aufzihlung mehrerer Beispiele (ggf. mit Verweis auf Fortlauf)

Eine Struktur, die von den Kindern durch die Betrachtung von mehreren Beispie-
len erkannt wird, wird oftmals auch durch die Angabe von eben diesen Beispielen
beschrieben. Es scheint dabei davon ausgegangen zu werden, dass die inne lie-
gende Struktur der mathematischen Objekte, die vom Kind selbst erkannt wird,
bei der sprachlichen Explizierung ebenfalls vom Gegeniiber gesehen werden
kann. Dabei werden die herangezogenen Beispiele im Gegensatz zu der ersten
Verallgemeinerungsweise nicht unbedingt als Beispiele gekennzeichnet. Durch
die Angabe von generischen Beispielen ist es moglich, nicht nur die Existenz von
anderen Fillen, sondern ebenfalls eine Beziehung der angegebenen Beispiele
untereinander anzudeuten. So kann beispielweise vom Gegeniiber erwartet wer-
den, dass dieser den Abstand der auftretenden Félle rekonstruiert und in der Lage
ist, die Folge der generischen Beispiele fortzusetzen. Die Fortsetzbarkeit der
Beispielfolge wird von den Kindern teilweise beschrieben (sieche unten), teilweise
auch nicht erwédhnt. Besonders haufig ist diese Verallgemeinerungsweise bei dem
Aufgabenformat Pldttchenmuster zu finden, in welchem die Variable aufgrund
des wachsenden Musters den stiarksten Verdnderlichenaspekt aufweist und damit
nahelegt, die nacheinander folgenden Musterfiguren oder deren Plittchenanzahl-
bestimmung auch in einer Abfolge zu benennen.

Lucjan beschreibt die Anzahlbestimmung des Quadratzahlen-Musters wie folgt:
Ik m)?/m T

Abbildung 6.11: Lucjans Beschreibung des Quadratzahlen-Musters

1, =g, .

Er kommentiert seine Beschreibung wie folgt:

L.: Ich rechne halt ein mal eins gleich eins, zwei mal zwei gleich vier, ja,
Komma, Punkt, Punkt, Punkt, Punkt, immer so weiter (spricht wihrend er
schreibt).
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I.. Mmh, ok. Was heifit das genau, dieses Punkt, Punkt, Punkt — immer so
weiter?

L.: Dass es immer so weiter geht. Drei mal drei, vier mal vier, fiinf mal
fiinf, sechs mal sechs und immer so weiter (macht dabei mit seinem Stift
eine kreisende Bewegung).

Wie bei der Kennzeichnung eines Beispiels werden auch hier an den Leser gewis-
se Anforderungen an die Interpretation gestellt, die in Lucjans Beschreibung nicht
explizit angesprochen, durch das generische Beispiel aber ableitbar sind. So muss
von der Leserin oder dem Leser der Beschreibung immer noch erkannt werden,
dass fiir die Multiplikation zwei gleiche Faktoren herangezogen werden miissen.
Durch die Punkte méchte Lucjan eine Fortfithrung der aufgefiihrten Terme an-
deuten. Dazu wihlt er keine willkiirlichen, sondern aufeinanderfolgende Beispie-
le, sodass eine Beziehung nicht nur innerhalb des Terms, sondern auch zwischen
den Termen erkannt und fortgefiihrt werden kann.

6.2.4 Quasi-Variablen

Eine in der Literatur zur Algebra bereits thematisierte Verallgemeinerungsweise
von Kindern ist die Nutzung von konkreten Zahlen als Variablen (vgl. Kapitel
3.3.3). Es kann beobachtet werden, dass Kinder konkrete Zahlen verwenden, um
allgemeine Sachverhalte zu beschreiben. Die konkreten Zahlen stehen ohne An-
gabe eines Beispiels dabei aber nicht nur fiir die gewihlten Zahlen, sondern sind
als Platzhalter zu verstehen. In Anlehnung an FUJII & STEPHENS (2001) wer-
den solche allgemein gemeinten Zahlen hier als ,,Quasi-Variablen“ bezeichnet.

In der vorliegenden Untersuchung wird beobachtet, dass konkrete Zahlen aller-
dings meist mit sprachlich verallgemeinernden Mitteln verwendet werden, wenn
sie nicht als Beispiele gekennzeichnet sind. Selten werden Zahlen als solche ohne
Ausdriicke benutzt, die zumindest andeuten, dass die verwendeten Zahlen nicht
alleinig als konkrete Zahlen verstanden werden diirfen. Haufig werden konkrete
Zahlen mit dem Wort ,immer verbunden oder nach der konkreten Beschreibung
ein verallgemeinernder Ausdruck angefiigt (z.B. ,und bei den anderen auch so*).
Als Verdeutlichung soll Jonathans Beschreibung bei dem Aufgabenformat ,Zau-
bertrick® dienen.
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Du erhiltst die Zielzahl 10.

Abbildung 6.12: Jonathans Tabelle des Aufgabenformats Zaubertrick

J.: Also man rechnet ja plus zwolf. Dann rechnet man die 52 ab. Dann
sind das wieder zwolf und dann muss man nur noch zwei abziehen und
das bei jeder Zahl.

Jonathan begriindet das Funktionieren des Zaubertricks bei allen Zahlen anhand
seiner zuletzt gewéhlten Zahl 52 und zdhlt zunichst die einzelnen Rechenschritte
auf. AnschlieBend verallgemeinert er seine Uberlegungen mit einer AuBerung
,und das bei jeder Zahl“. Bei der Beschreibung des Schiilers ist von der Leserin
oder dem Leser gefordert, dass erkannt wird, dass es sich bei der 52 um das zu
verallgemeinernde Element handelt, man natiirlich nicht jeweils 52 abziehen
muss, sondern diese als Platzhalter flir die gewéhlte Startzahl steht, wihrend die
12 hier als konstante unveridnderliche Zahl genutzt werden kann. Der Ausdruck
,und das bei jeder Zahl‘ 1asst RADFORDS (2000, 248) generative action function
(vgl. Kapitel 4.2.1.2) erkennen, da es sich hier um eine Formulierung handelt, die
ebenso wie das Adverb ,immer* auf eine potentiell wiederholbare Handlung hin-
deutet und so selbst im Zusammenhang mit konkreten Zahlen allgemeinen Cha-
rakter besitzt.

6.2.5 Bedingungssiitze

Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung stellt fiir die Schiilerinnen und
Schiiler die Verwendung von Bedingungssitzen dar, meist in der Form von
Wenn-dann-Sitzen. Auch Bedingungssidtze ermdglichen es, sich zunichst auf
einen konkreten Fall zu beziehen und dabei direkt andere mdgliche Félle im Blick
zu behalten. Es wird zwar nur ein Fall unter der angegebenen Bedingung be-
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schrieben, jedoch wird vom Gegeniiber gefordert, dass er zwischen den konkreten
Elementen, welche die Bedingung betreffen, und allgemeinen Elementen unter-
scheidet, welche iiber die gegebene Bedingung hinweg allgemein gelten sollen.
Bedingungssitze besitzen den Vorteil, dass eine Abhéngigkeit der verdnderlichen
Zahlen, beispielsweise der Rechnung von den gegebenen Zahlen, leicht beschrie-
ben werden kann. Sie werden vorwiegend in miindlichen Beschreibungen ver-
wendet. Die zwei folgenden Beispiele von Pitt und Lars sollen die Verwendung
von Bedingungssitzen veranschaulichen.

Beispiel 1
Pitt (Aufgabe Zaubertrick) gibt bei der Erkldrung des Zaubertricks an, dass man

bei der Berechnung die gedachte Zahl auch von vornherein weglassen kann. Auf
Nachfrage begriindet er dies anhand der Zahl 500.

I.: Warum kann ich das Gedachte eigentlich weglassen? Warum genau?

P.: Also, weil, wenn ich jetzt die 500 hab, dann hab ich hier 500 (zeigt auf
die erste Zeile des Zaubertricks.) und das kann ich eigentlich kann ich die
500 auch weglassen und kann und brauch dann nur diese Sachen hier
rechnen (zeigt auf die Zeilen ,Addiere 4°, ,Addiere 8" und ,Subtrahiere
29).
Nachdem Pitt zuvor auf sehr allgemeiner Ebene erklart hat, dass man ,das Ge-
dachte® nicht in die Rechnung einbeziehen muss, da sie spéter eh wieder abgezo-
gen wird, verdeutlich er anschlieBend die erkannte Term-Struktur mit Hilfe eines
Wenn-dann-Satzes. Durch die angegebene Bedingung ,Wenn ich jetzt die 500
hab®, gibt er zu verstehen, dass die Zahl, die ,weggelassen‘ werden kann, von der
gewdhlten Startzahl abhingt.

Beispiel 2
Lars (Aufgabe Pldttchenmuster) wird aufgefordert, seine Berechnungsweise der
Plattchenanzahl beim Quadratzahlenmuster zu beschreiben.

L.: Wenn jetzt, mhh, das nichste ist jetzt sieben. (Zeigt auf das vorher ge-
legte Plittchenmuster auf dem Tisch.) Also sieben breit, sieben hoch.
Dann rechne ich sieben mal sieben.

Dieses Beispiel aus dem Aufgabenformat Pldttchenmuster zeigt, wie es Lars
durch die Verwendung eines Bedingungssatzes mdglich ist, die Abhingigkeit der
Rechnung von dem Index der Musterfigur zu beschreiben.
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6.2.6 Verwendung von Wortern oder Zeichen mit
Variablencharakter

Eine weitere Verallgemeinerungsweise stellt die spontane Verwendung von Wor-
tern oder Zeichen mit Variablencharakter dar, die bei den Schiilerinnen und Schii-
lern wahrend der klinischen Interviews in vielfdltiger Weise vorzufinden ist.
Besonders hdufig werden von den Kindern sowohl in miindlicher als auch in
schriftlicher Form Wortvariablen (vgl. Kapitel 3.2) genutzt, aber auch andere
Symbole (siche Tobias unten) finden Verwendung. Nur eins der 30 interviewten
Kinder (Robert, Aufgabe Partnerzahlen) bringt bereits auBerschulisch erworbe-
nes Vorwissen iiber Buchstabenvariablen mit den Aufgaben in Verbindung und
nutzt diese an einigen Stellen fiir seine Beschreibungen.

Wortvariablen

Anja beschreibt beim Aufgabenformat Pldittchenmuster ihre Musterstrukturie-
rung zur Anzahlbestimmung zu den L-Zahlen.

Abbildung 6.13: Anjas Beschreibung des L-Zahlen-Musters

Die Schiilerin nutzt hier den Ausdruck ,,die Zahl, die da steht um den variablen
Charakter der Rechnung und die Abhingigkeit von der gegebenen Zahl auszudrii-
cken. Den Term (n+1) + n, den sie fiir die Anzahlbestimmung der Pléttchen beim
L-Zahlenmuster entdeckt hat, beschreibt sie, indem sie durch die Formulierung
,noch mal + die eigene Zahl“ auf die erste Variable verweist.

Als zweites veranschaulichendes Beispiel fiir die Nutzung von Wortvariablen
sollen Tills Beschreibungen der Beziehungen zwischen den Steinen der Arbeits-
blatter x+5 und x* des Aufgabenformats Partnerzahlen aufgefiihrt werden.

Mon wuwrs ofip Uonlfer Lalll +5 -
m%za%% O

Abbildung 6.14: Tills Beschreibung der Partnerzahlen-Beziehung x+5
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Abbildung 6.15: Tills Beschreibung der Partnerzahlen-Beziehung ,x*’

Till verwendet die hier Wortvariablen ,,die linke Zahl*“ und ,,die rechte Zahl*“ als
Bezeichnung fiir die unbestimmten Zahlen in den Partnerzahlen-Steinen, um die
Verfahrensregeln zu beschreiben, mit welchen die fehlenden Zahlen der Aufgabe
berechnet werden konnen. Bei dem Term x? schafft er einen Riickbezug zur ers-
ten Wortvariablen, indem er fiir die Multiplikation mit dem Ausdruck ,,diese
Zahl“ auf die zuerst benannte ,,linke Zahl* verweist.

Zeichen und Symbole

Eine andere Zeichenform verwendet Tobias fiir die Beschreibung der Beziehun-
gen derselben Aufgabenblitter x+5 und x°. Er formuliert folgende Kurzregeln:

<

Abbildung 6.16: Tobias Kurzregel fiir die Partnerzahlen-Beziehungen x+35 und x’

Auf Nachfrage kommentiert er seine Beschreibung zu x+5 wie folgt:
I.: Mmh. Ok. Kannst du mir nochmal genau erkldren, wie du das meinst?

T.: Also das Fragezeichen, weil das kann ja jede Zahl sein. Plus fiinf
gleich diese Zahl (zeigt auf das rechte Kdstchen).

Tobias nutzt fiir seine Kurzregeln Fragezeichen als Variablen. Bei dem Term *2,
verwendet er zusitzlich einen Pfeil, um zu verdeutlichen, dass das Fragezeichen
in beiden Fillen fiir die gleiche Zahl stehen soll. Hierdurch wird ersichtlich, dass
er in der Verwendung des gleichen Zeichens als Platzhalter nicht automatisch
eine Entsprechung der beiden einzusetzenden Zahlen sieht, so wie es konventio-
nell bei Buchstabenvariablen der Fall ist.
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6.2.7 Mischformen

Wie oben bereits erwdhnt nutzen Kinder hin und wieder innerhalb einer Be-
schreibung vielfiltige Verallgemeinerungsweisen, indem sie verschiedene Ele-
mente der Verallgemeinerung verkniipfen. Dies soll an Thorstens Beschreibung
zur Anzahlbestimmung der Plattchen des L-Zahlenmusters verdeutlicht werden,
in der verschiedene Mittel der Verallgemeinerung identifiziert werden kénnen.

Zunichst formuliert Thorsten folgende Beschreibung fiir das L-Zahlenmuster:

Wenn e Qum beaisl. dew v ok - [ L
MQWQ’LCQ‘MWMMM)
i audown () wnd 24453

Abbildung 6.17: Thorstens Beschreibung des L-Zahlen-Musters

Anschlieend wird Thorsten nach einer Erklarung seiner Beschreibung gefragt.
I.: Mmh. Ok, kannst du mir das erkldren, wie du das beschrieben hast?

T.: Also wenn es zum Beispiel das hier ist (zeigt auf seine Zeichnung),
nehme ich erst oder einfach so, dann nehme ich erst immer die rechten,
also in dem Fall jetzt die eins (zeigt mit dem Stift auf die eins in der
Zeichnung) und dann die anderen zwei (fihrt mit dem Stift iiber die mit
, 2" beschrifteten Quadrate seiner Zeichnung). Und zwei plus eins ist
dann drei.

Zunichst nutzt Thorsten einen Bedingungssatz und gibt dabei ein konkretes Ob-
jekt, die erste L-Zahlen-Figur, an (,,Wenn es zum Beispiel das hier ist [Zeich-
nung] ). Dabei kennzeichnet er dieses Objekt gleichzeitig als Beispiel. Bei der
Beschreibung seiner Rechnung fiir diesen Fall nutzt er die Worter ,,das rechte®
und ,,die anderen™ und verweist dabei auf die in der Zeichnung dargestellten
Kaéstchen. Es ist nicht eindeutig zu sagen, ob es sich bei Thorstens Bezeichnung
(1), (2) und den entsprechenden Zahlen in der Zeichnung blo3 um einen Index
handelt, oder ob Thorsten damit gleichzeitig bereits eine Aussage {liber die dahin-
terstehende Anzahl der Pléttchen treffen mdchte. Dass er sich aber bei der Be-
schreibung auf das gegebene Objekt bezieht, kann zusitzlich daran erkannt wer-
den, dass er ,,das rechte” im Singular verwendet. Diese beispielgebundene Be-
schreibung verbindet er mit dem Wort ,,immer®, welches hier als sprachlich ver-
allgemeinerndes Mittel dient. Hierdurch ist zu erkennen, dass er den Ausdruck
,,das rechte (1) als Quasi-Variable versteht und damit die Anzahl der jeweiligen
rechten Pldttchen meint. In dem darauffolgenden Gesprich 16st sich Thorsten
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vom Beispiel und ersetzt den Ausdruck ,,das rechte (1) durch die miindliche
Beschreibung ,,die rechten, also in dem Fall jetzt die eins®, sodass die Formulie-
rung ,,die rechten® hier eindeutig als Wortvariable erkannt werden kann.

An diesem Beispiel ldsst sich gut erkennen, wie verschiedene Verallgemeine-
rungsweisen verkniipft werden konnen, da Thorsten fiir seine schriftliche Be-
schreibung einen Bedingungssatz, die Kennzeichnung eines Beispiels, als auch
die Verwendung von sprachlich verallgemeinernden Elementen hinzuzieht, um
die L-Zahlen-Struktur darzustellen und diese direkt anschlieBend noch mit Wort-
variablen erldutert.

In der Analyse der Untersuchungsdaten lassen sich weder besonders haufig auf-
tretende Verkniipfungsmuster von verschiedenen Verallgemeinerungsweisen
erkennen, noch gibt es feste Reihenfolgen, in denen diese verwendet werden.
Dies wird den verschiedenen Motivationsmoglichkeiten fiir eine Verkniipfung der
Verallgemeinerungsweisen zugeschrieben. So kann beispielsweise die Verwen-
dung von Wortern oder Zeichen mit Variablencharakter nach einer Nutzung von
Beispielen entstehen, um der Beschreibung einen hoheren Allgemeinheitsgrad zu
verleihen; die umgekehrte Reihenfolge hingegen kann dazu dienen, den allgemei-
nen Sachverhalt durch Beispiele zu illustrieren und dazu zwar konkrete Zahlen
zur Veranschaulichung zu nutzen, aber dennoch durch die Kennzeichnung des
Beispiels als solches auf die allgemeine Struktur zu verweisen.

6.2.8 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Welche sprachlichen Mittel nutzen die Schiilerinnen und Schiiler bei der Verall-
gemeinerung mathematischer Muster?

Dazu wurden in den vorangehenden Abschnitten fiinf Verallgemeinerungsweisen
beschrieben, die von den Kindern der vierten Klasse genutzt werden, um iiber
mathematische Muster und Strukturen zu sprechen. Diese verschiedenen Verall-
gemeinerungsweisen werden nun zusammengefiihrt und bewertet. Dazu soll zu-
nichst herausgestellt werden, dass Verallgemeinerungen im Mathematikunter-
richt verschiedenen Zielen dienen kdnnen, von denen aus die hier dargestellten
Verallgemeinerungsweisen unterschiedlich zu bewerten sind. AnschlieBend wer-
den mogliche Folgen fiir den Mathematikunterricht im Hinblick auf eine Sinnstif-
tung bei der Behandlung von Variablen diskutiert.

Ziel 1: Das Treffen von allgemeingiiltigen Aussagen — eine Beschreibung gilt fiir
alle Objekte des Musters / mit gleicher Struktur (Kriterium der mathematischen
Korrektheit)
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Verallgemeinerungen dienen dazu, mit einer Beschreibung mehrere Objekte zu
beriicksichtigen, sodass eine Formulierung fiir mehrere Fille gleichzeitig gilt.
Wenn man verallgemeinert, hinterfragt man gleichzeitig, in welchem Rahmen die
getitigte Beschreibung Giiltigkeit besitzt. Eine Verallgemeinerung soll also dem
Anspruch geniigen, fiir alle moglichen Objekte bzw. Fille richtig zu sein, also
ohne Einschrinkungen oder nétige Anderungen auf alle nicht ausgeschlossenen
Objekte zuzutreffen. Hinsichtlich dieses Kriteriums weisen die ersten vier Verall-
gemeinerungsweisen Méngel auf. Sie treffen meist nur Aussagen fiir ein konkre-
tes Beispiel oder unter einer speziellen Bedingung und verweisen nur darauf, dass
es noch andere Fille gibt, auf welche die getroffene Aussage bezogen und verin-
dert werden muss. Unter den bei den Viertkldsslerinnen und Viertkldsslern vorge-
fundenen Verallgemeinerungsweisen kann nur die Verwendung von Woértern und
Zeichen mit Variablencharakter dem oben genannten Anspruch geniigen, allge-
meingiiltige Aussagen zu treffen. Der Grund hierfiir kann in der besonderen
Funktion der Variablen als Unbestimmten oder Verdnderlichen erkannt werden,
mit Hilfe eines Zeichens auf mehrere Objekte, gleichzeitig oder in einer zeitlichen
Abfolge (vgl. Kapitel 1.1.1), zu verweisen.

Ziel 2: Die Beschreibung verdeutlicht den allgemeinen Charakter des Musters
(Kriterium fiir das , Allgemein-verstanden-Werden ‘ in der Interaktion)

Uber mathematische Begriffe zu kommunizieren bedeutet, verallgemeinern zu
miissen. In Kapitel 4.2 wurde beschrieben, dass Lernende bei der Beschiftigung
mit mathematischen Begriffen grundsétzlich vor der Anforderung stehen, das
Allgemeine im Besonderen zu sehen. Wenn Schiilerinnen und Schiiler ihre Er-
kenntnisse zu Mustern und Strukturen mitteilen mochten, dann miissen sie ebenso
eine Moglichkeit finden, das Muster so zu beschreiben, dass ihren Kommunikati-
onspartnern deutlich wird, dass sie sich eben nicht nur auf ein konkretes Objekt
beziehen, sondern auf die den Objekten aufgepriagte Struktur verweisen. Deshalb
kann es als Ziel des Verallgemeinerns herausgestellt werden, dem Interaktions-
partner den allgemeinen Charakter des beschriebenen Musters aufzuzeigen. Hier-
bei steht im Fokus nicht die Richtigkeit der Beschreibung, sondern die Vermitt-
lung der Struktur. Aus diesem Blickwinkel stellen alle fiinf Verallgemeinerungs-
weisen Moglichkeiten dar, um iiber Muster und Strukturen zu kommunizieren
und den allgemeinen Charakter der beschriebenen Muster zu verdeutlichen. Bei
allen Verallgemeinerungsweisen wird der Kommunikationspartner aufgefordert,
die Beschreibung iiber ein oder mehrere konkrete Beispiele hinaus zu verstehen.
Dies geschieht bei den verschiedenen Verallgemeinerungsweisen unterschiedlich,
beispielsweise durch einen Verweis auf Fortlauf (,,Ich rechne ein mal eins, zwei
mal zwei, drei mal drei und so weiter) oder ein sprachlich-verallgemeinerndes
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Mittel (,,Ich rechne immer drei mal drei.”). Ein Erreichen des oben beschriebenen
Zieles kann also durch alle fiinf Verallgemeinerungsweisen gelingen.

In den obigen Ausfithrungen ldsst sich leicht erkennen, dass die Verallgemeine-
rungsweisen hinsichtlich der beiden genannten Ziele unterschiedlich zu bewerten
sind. Wéhrend alle Verallgemeinerungsweisen dazu geeignet sind, den allgemei-
nen Charakter von Mustern und Strukturen zu verdeutlichen und so ein ,allge-
mein-verstanden-Werden® in der Interaktion ermdglichen, so kann doch dem Ziel
der Vollstindigkeit und Allgemeingiiltigkeit von Beschreibungen nur die Ver-
wendung von Wortern oder Zeichen mit Variablencharakter geniigen. Aus dieser
Bewertungsdifferenz lassen sich mogliche Konsequenzen beziiglich der Sinnstif-
tung bei der Einfilhrung von Variablen im Mathematikunterricht ausmachen.
Unbestimmte und Verdnderliche wurden im Kapitel 4.1.2.1 als notwendige Mittel
dargestellt um zu verallgemeinern. Es zeigt sich aber, dass Kinder auch ohne
diese verallgemeinern konnen, indem sie andere Hilfsmittel benutzen um sich
allgemein zu verstdndigen. Variablen sind also nicht unbedingt notwendig, um
allgemein kommunizieren oder sich in der Interaktion iiber mathematische Mus-
ter und Strukturen verstidndigen zu kdnnen. Erst um Beschreibungen von Mustern
und Strukturen vollstindig und allgemeingiiltig zu gestalten, reichen beispielge-
bundene Formulierungen nicht mehr aus. Diese Bewertungsdifferenz kann den
Schiilerinnen und Schiilern nicht von vornherein bewusst sein. Vielmehr wird das
zweite Kriterium im Mathematikunterricht oft nur implizit und mit den steigen-
den Schulstufen verstarkt verfolgt. So steht bei Verallgemeinerungen die Ver-
stindigung in der Interaktion im Mittelpunkt des Interesses der Schiilerinnen und
Schiiler, wohingegen sie erst durch duflere Motivation lernen, Beschreibungen auf
ihre mathematische Korrektheit hin zu reflektieren.

6.3 Der Zusammenhang von Strukturierung und
Versprachlichung

Das Verallgemeinern mathematischer Muster wurde in Kapitel 4.1.1.1 als eine
Tatigkeit beschrieben, die sowohl sprachlicher als auch kognitiver Art ist. Dieses
Verstidndnis des Verallgemeinerns beruht auf den in Kapitel 2.2.4 ausgebreiteten
lerntheoretischen Ausfiihrungen, die von Denken und Sprechen als untrennbaren
Prozessen eines Denkens in Begriffen ausgehen (vgl. WYGOTSKI 1986). Da das
Verallgemeinern also eine Tatigkeit darstellt, die sowohl im Erfassen als auch im
Beschreiben von Mustern eine Rolle spielt, konnen Strukturierung und Ver-
sprachlichung nicht getrennt voneinander (vor allem nicht nacheinander) beo-
bachtet werden, wie es beispielsweise in den Studien von COOPER & WARREN
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(2011) oder BERLIN (2010b, 198) getan wird. Stattdessen konnen in der vorlie-
genden Studie die Interdependenzen untersucht werden, die zwischen dem Er-
kennen bzw. Strukturieren mathematischer Muster und der Versprachlichung
(dem Finden eines geeigneten Zeichens fiir die Verallgemeinerung) bestehen,
sodass in diesem Kapitel die folgende Forschungsfrage beantwortet wird:

Wie hingen Musterstrukturierung und Versprachlichung bei der Verallgemeine-
rung mathematischer Muster zusammen?

In der Analyse mit dem epistemologischen Dreieck stellen sich Strukturierung
und Versprachlichung mathematischer Muster als zwei sich gegenseitig beein-
flussende Prozesse dar, welche in der sich stindig wandelnden Herstellung der
Wechselbeziehung zwischen Zeichen und Referenzkontext erfolgen. Es zeigt
sich, dass die Versprachlichung nicht als der Strukturierung nachgelagerte Tétig-
keit verstanden werden darf, sondern starke wechselseitige Abhingigkeiten zwi-
schen den beiden Prozessen bei der Verallgemeinerung mathematischer Muster
bestehen. Der Einfluss der Versprachlichung auf die Musterstrukturierung soll
hier anhand der Analyse des Interviewausschnitts von Kai dargestellt werden.

6.3.1 Fallbeispiel: Kai

Kai ist ein von der Lehrkraft als leistungsschwach eingeschitzter Schiiler. Die
beiden ersten Arbeitsblitter 2x und x+5 des Aufgabenformats Partnerzahlen
bearbeitet er jedoch problemlos und erkennt die in der Aufgabe intendierten Mus-
ter.

Das Muster des Arbeitsblattes 2x beschreibt er mit dem Satz: ,,Das

/}a die Zahlen immer doppelt sind.“ und der Kurzregel ,,1 + 1 = 2.

Abbildung 6.18: Kais Kurzregel zur Partnerzahlen-Beziehung 2x

fh e Das Muster des Arbeitsblattes x+5 beschreibt er mit den Worten
i—qf’%.‘g{&;}‘ »Das der Abstand immer finf ist.“ und der Kurzregel ,,15 + 5 =
20

Abbildung 6.19: Kais Kurzregel zur Partnerzahlen-Beziehung x+5

In der vorliegenden Transkriptstelle wird die komplette Bearbeitung des Arbeits-
blattes x? dargestellt. Die Sequenz l4sst sich in folgende Phasen gliedern:

= Phase 1: Erste Musterstrukturierung

= Phase 2: Musterbeschreibung

= Phase 3: Verdnderung der Musterstrukturierung
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Transkript zu Phase 1: Erste Musterstrukturierung

I.: Jetzt gebe ich dir direkt nochmal ein anderes Blatt. (Legt Kai ein neues
Arbeitsblatt vor.)

K.: (Uberlegt. (18 sek.) Schreibt eine 12 in den Stein mit der vorgegebe-
nen 6.) Mhh. Hab ich jetzt doch nicht verstanden.

I.: Das ist jetzt ein bisschen kniffliger. Da muss man ein bisschen ldnger
probieren.

K.: (Uberlegt ( 8 sek.)) Mhh. (Fiillt die Steine aus (1 min 40 sek.))
Oh, da ist schon. (Bemerkt, dass es den Stein mit 5 und 25 schon gibt.)

(700 1000

Abbildung 6.20: Kais Bearbeitung des Arbeitsblatts x

1.: Ja, macht nichts.
K.: (Schreibt in das Kdstchen neben der 5 eine 25.)
I.: Ok, was hast du denn da erkannt?

K.: Weil, das ist hier, ah in den Reihen, neun, in den, die neunte Stelle in
der Neuer, dh, Neunerreihe ist einundachtzig.

I.: Mmh.
K.: Und so. Die drei ist in in der Dreierreihe ist die neun. Und so weiter.
I.: Ok.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 1

Zunichst hat Kai einige Schwierigkeiten, das vorliegende Muster der Aufgabe zu
deuten. Dann schreibt er eine 12 neben die 6 eines Steins, sodass hier anzuneh-
men ist, dass er in Analogie zum ersten Arbeitsblatt eine Verdopplung vornehmen
mochte. Diesen Ansatz verwirft er jedoch direkt wieder und gibt zu, die richtige
Beziehung zwischen den Steinen noch nicht gefunden zu haben. Dies zeigt, dass
Kai erkannt hat, dass die Beziehung zwischen den beiden Késtchen eines Steins
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bei allen Steinen wiederzufinden sein muss, sodass die Beziehung ,das Doppelte*
hier nicht zutreffen kann, weil sie nicht fiir alle Steine gilt. Als er eine passende
Beziehung findet, fiillt er alle Steine kommentarlos aus. Sein erkanntes Muster
beschreibt er nun miindlich mit Hilfe der Einmaleins-Reihen. Mit seinen Erkla-
rungen ,,Die neunte Stelle in der Neunerreihe ist einundachtzig® und ,,Die drei in
der Dreierreihe ist die neun‘ gibt er zu verstehen, dass er das Ergebnis einer Mul-
tiplikation als Bestandteil der Einmaleins-Reihen versteht (vgl. Ep. D. 6.10) und
die Zahl des linken Késtchens sowohl die Wahl der Reihe als auch die Wahl der
Stelle in dieser Reihe angibt, sodass Reihenname und Stellenposition hier von
gleichem Zahlenwert sein miissen. Dies verdeutlicht er durch die Aufzdhlung
mehrerer Beispiele mit einem Hinweis auf Fortlauf (,,und so weiter).

Epistemologisches Dreieck 6.10: Kais Musterstrukturierung

Referenzkontext Zeichen

Dreierreihe: 3,6,9,12,15,18,21,24,27,30 a
Neunerreihe: 9,18,27,36,45,54,63,72,81,90 a

9 ist die dritte Stelle in der Dreierreihe, <>
81 ist die neunte Stelle in der Neunerreihe

N AN
W |

[ Beziehung zwischen den Partnerzahlen ]

Transkript zu Phase 2: Musterbeschreibung

K.: Mmm. Wie soll ich das jetzt beschreiben? (Uberlegt (27 sek.) und
schreibt dann ,,Das die zahlen die werte der Reihen ) Hm? (schaut nach-
fragend zu der Interviewerin.)

L.: (Liest) Dass die Zahlen die Werte der

K.: Reihen haben (schreibt ,, haben* ) Weil, ehm, weil drei ahm dhm mal
dhm neu dhm drei ahm mal drei sind ja neun.
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hde en

Abbildung 6.21: Kais Beschreibung der Beziehung X

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 2

Eine von Beispielen losgeloste Beschreibung dieser von ihm aufgestellten Bezie-
hung stellt eine sehr hohe Anforderung dar. Dennoch scheint Kai die Formulie-
rung einer Regel genau mit dieser Anforderung zu verbinden, so wie er es bei den
ersten beiden Arbeitsbléttern zu den Mustern 2x und x+5 auch umgesetzt hat. So
beschreibt er das Muster mit dem Satz: ,,Das die Zahlen die Werte der Reihen
haben.*“ Der Ausdruck ,,die Zahlen“ besitzt hier eindeutig Unbestimmtencharak-
ter, da er mit Hilfe dieser Formulierung auf mehrere mogliche Zahlen gleichzeitig
verweist, wobei an dieser Stelle unklar ist, ob er nur die Zahlen der rechten oder
auch die der linken Késtchen der Steine meint. Er begriindet seine Beschreibung,
indem er an einem Beispiel seine durchgefiihrte Rechnung aufzeigt (,,weil drei
mal drei sind ja neun®).

Epistemologisches Dreieck 6.11: Kais Musterbeschreibung

Referenzkontext Zeichen

Dreierreihe: 3,6,9,12,15,18,21,24,27,30 >

Neunerreihe: 9,18,27,36,45,54,63,72,81,90 Die Werte der Reihen

I e

Begriff

[ Beziehung zwischen den Partnerzahlen ]
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Transkript zu Phase 3: Verinderung der Musterstrukturierung

I.: Mmh. Ok. Und was meinst du genau mit die Werte der Reihen?
Das habe ich noch nicht ganz verstanden.

K.: Weil drei mal zwei sind sechs, das sind ja die Werte.
I.: Ah, ok.
K.: Kurzregel. (Uberlegt (14 sek.) Schreibt die Kurzregel)

I.. Ok. Mmh. Jetzt hast du da immer gesagt, wenn du ey

das hier berechnet hast, da hast du ja immer, wie ich -’.{‘9"5' a7
das verstanden hab, zehn mal (Zeigt auf Pty
den Stein mit der 10 und der 100.) Abbildung 6.22: Kais Kurz-

regel zur Partnerzahlen-

K.: Zehn mal zehn sind hundert. . 5
Beziehung x

I.: Ja, ok. Und wieso hast du dann hier
sechsmal fiinf genommen? (Zeigt auf die Kurzregel.)

K.: Weil, ahm, weil sechs, &hm, mal fiinf sind dreiBig.

I.: Mmh. Ok. Ahm, also ist das egal, was fiir ihm welchen Wert ich aus
der Reihe nehme?

K.: Ja, wie dh, weil auller es ist iiber zw dh das eine also tiber das Einmal-
eins. So.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Phase 3

Kai wird nun durch die Interviewerin nach der Bedeutung seines verwendeten
Begriffs ,die Werte der Reihen® gefragt. Fiir seine Erlduterung wahlt er das Bei-
spiel 3 - 2 = 6, welches nicht auf das gefundene Muster der Partnerzahlen zutrifft.
Die in diesem Beispiel verwendeten Zahlen bezeichnet er als die Werte. Hier
interpretiert Kai die von ihm aufgestellte Beschreibung also so, dass sie nicht
mehr nur fiir das obige Muster zutrifft, sondern gibt dem Ausdruck ,die Werte der
Reihen‘ eine weiter gefasste Bedeutung (vgl. Ep. D. 6.12).
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Epistemologisches Dreieck 6.12: Kais Verdnderung der Musterstrukturierung

Referenzkontext Zeichen

Faktoren von Malaufgaben <> Die Werte der Reihen
3:2=6

I e

Begriff

[ Werte von Einmaleins-Reihen ]

Auch fiir seine Kurzregel verwendet Kai nun ein Beispiel, das nicht zu dem Vor-
gehen passt, nach welchem er die obigen Steine des Aufgabenblattes ausgefiillt
hat. Es kann hier angenommen werden, dass Kai von seiner neuen Interpretation
der von ihm aufgestellten Beschreibung ausgeht. Auch auf Nachfrage hin besta-
tigt er, dass er mit seiner Beschreibung nun alle ,,Werte* der Reihen mit einbe-
zieht. Als letzte Bedingung fiir die Wahl der Zahlen gibt er noch die Zugehorig-
keit zum Einmaleins an, wobei hier angenommen werden kann, dass es ihm hier-
bei um eine Einschrinkung des Zahlenraums geht, in welchem er sich kopfrech-
nend bewegen kann.

6.3.2 Zusammenfassung und Fazit

Kai fiillt die Steine auf dem oberen Teil des Arbeitsblattes aus, indem er eine
quadratische Beziehung zwischen linkem und rechtem Késtchen der Steine auf-
stellt. Diese macht er auch in seiner miindlichen Beschreibungen explizit (,,Die
neunte Stelle in der Neunerreihe ist einundachtzig®). Bei der Kurzregel scheint er
von einer erweiterten Beziehung auszugehen. Hier hélt er die Wahl der Faktoren
flir die Multiplikation offener, sodass nun alle ,Werte‘ der Reihen eingesetzt
werden konnen. Da zwischen diesen beiden Ausschnitten nur die selbst aufge-
stellte Beschreibung des Musters von Kai liegt, kann von einem Einfluss dieser
Beschreibung auf die Deutung des Musters ausgegangen werden. Der Frage nach
dem Grund der Verédnderung des Musters soll im Folgenden genauer nachgegan-
gen werden. Dazu werden zwei Momente der obigen Szene genauer in den Blick
genommen, die beide die Herstellung einer Wechselbeziehung zwischen der
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Beschreibung als Zeichen und der Beziehung der Partnerzahlen beschreiben. Dies
sind einerseits die Aufstellung der Beschreibung, also ein Zeichenfindungspro-
zess, und andererseits die Interpretation dieser Beschreibung.

In der Analyse wird die Formulierung, die Kai aufstellt, als Zeichen verstanden,
mit dem er die gefundene Beziehung der Partnerzahlen allgemein reprisentieren
mochte. Ebenso wird festgestellt, dass dieses Zeichen von abstrakter Natur und
losgelost von Beispielen ist, wobei vermutet wird, dass Kai diese Anforderung in
der Aufgabe eine ,,Regel” zu formulieren sieht. Bei der Konstruktion eines pas-
senden Zeichens steht fiir Kai die Verallgemeinerung im Vordergrund, seine
Beschreibung biiit gleichzeitig aber an Genauigkeit ein, da die Formulierung
nicht all das beinhaltet, was Kais erste miindliche beispielgebundene Beschrei-
bung aussagt. Sie enthélt nun keine explizite Aussage mehr dariiber, dass die
Wabhl der Reihe gleich der Wahl der Stellenposition in dieser Reihe sein muss, um
das Muster konsequent nach den oberen Steinen fortzusetzen.

Als Kai auf Nachfrage hin seine Beschreibung erldutert, scheint er das Zeichen
neu zu interpretieren. Er deutet es nun in einem groeren Rahmen und ldsst jene
Details auBlen vor, die seine Versprachlichung im Zeichenkonstruktionsprozess
verloren hat. Als ,Werte® bezeichnet er nun alle Zahlen der Einmaleins-Reihen,
auch alle Faktoren kommen als ,Werte* fiir die Multiplikation in Frage (,,drei mal
zweli sind sechs, das sind ja die Werte™). Die Musterdnderung scheint also durch
den zweimaligen Deutungsprozess zustande zu kommen. Kai stellt zunéchst eine
Beschreibung auf, die das Quadratzahlen-Muster nicht vollstindig wiedergibt,
sondern eine bloe Multiplikation. Bei der Interpretation ldsst sich genau dieses
Detail vermissen, das bei der Versprachlichung eingebiiit wurde und bei der
erneuten Interpretation der Beschreibung so nicht mehr beriicksichtigt wird.

Das obige Beispiel zeigt den Einfluss der Versprachlichung auf die Musterstruk-
turierung, dem in diesem Kapitel entsprechend der Forschungsfrage Wie hingen
Musterstrukturierung und Versprachlichung bei der Verallgemeinerung mathe-
matischer Muster zusammen? nachgegangen wurde. Eine Verdnderung der Mus-
terstrukturierung muss jedoch nicht immer wie im oben beschriebenen Beispiel
zu Vernachldssigungen der vorher erkannten Struktur fithren. Dazu sei an dieser
Stelle auf die Beschreibung der Pldttchenanzahlbestimmung des L-Zahlenmusters
von Thorsten (Kapitel 6.1.1) verwiesen. Thorsten bestimmt die Anzahl der Platt-
chen, in dem er die Figuren in zwei Teilstiicke zerlegt und deren Plittchenanzah-
len addiert. Als er aufgefordert wird, eine beispielgeldste Beschreibung aufzustel-
len, hat er zunéchst einige Schwierigkeiten, die von ihm gefundenen Teilstiicke
zu benennen und zu verdeutlichen, dass das Quadrat in der linken unteren Ecke
nicht zum ersten Teilstiick, den ,rechten‘ Pldttchen zdhlen soll. Aus diesem
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Grund dreht er nach einigen Formulierungsversuchen (,,die Rechten, also das
ganz rechts ist*) die Reihenfolge, in der er die Teilfiguren fiir die Addition hinzu-
zieht, unter Ausnutzung der Kommutativitdt um. In veridnderter Reihenfolge fallt
es Thorsten anschlieBend leicht, die Teilstiicke durch die Ausdriicke ,,die Senk-
rechten® und ,,die anderen Waagerechten, die noch iibrig sind“ zu benennen.
Thorsten verdndert hier zwar blof3 die Reihenfolge der erkannten Musterteilstii-
cke, jedoch wird deutlich, dass dies aufgrund der mangelnden Versprachli-
chungsmoglichkeiten fiir die zunichst gefundene Rechnung geschieht, sodass
auch hier ein Einfluss der Versprachlichung auf die Musterstrukturierung festge-
stellt werden kann.

In den vorliegenden Untersuchungsdaten kann beobachtet werden, dass ein Ein-
fluss von Versprachlichung auf die Musterstrukturierung dann auftritt, wenn ein
Riickbezug von der Versprachlichung zu den mathematischen Mustern und Struk-
turen stattfindet. Durch Verallgemeinerungen kdnnen beispielsweise Informatio-
nen abstrahiert werden, sodass diese nicht mehr die Genauigkeit der generischen
Beispiele enthalten und diese Diskrepanz zwischen Struktur und Beschreibung
beim Riickbezug anschlieBend Verianderungen der Musterstrukturierung hervor-
rufen kann.

6.4 Die Rolle des Kontextes bei der Verallgemeinerung

In den vorhergehenden Kapiteln wurde dargestellt, dass die an der Untersuchung
teilnehmenden Kinder eigenstindig Worter oder Zeichen mit Variablencharakter
verwenden, um mathematische Muster, Strukturen und Beziehungen zu beschrei-
ben. Dabei stellen sie eine neue Beziehung her zwischen bereits bekannten Zei-
chen aus anderen Kontexten und den Strukturen, die sie beschreiben wollen. Die
Herstellung dieser Beziehung prédgt den propéddeutischen Begriff der Variablen.
Da die Wahl der Zeichen dabei stark vom Kontext abhidngt, bietet jedes Aufga-
benformat neue Moglichkeiten zur Verallgemeinerung.

Die Rolle des Kontextes soll im Folgenden genauer beleuchtet werden und dazu
die verschiedenen Verallgemeinerungen der Aufgaben Pldttchenmuster (Kapitel
6.4.1), Partnerzahlen (Kapitel 6.4.2) und Zaubertrick (Kapitel 6.4.3) verglei-
chend betrachtet werden, um so Besonderheiten herauszuarbeiten, die durch die
verschiedenen Kontexte entstehen. Dementsprechend wird in diesem Kapitel der
folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Welche Rolle spielt der Kontext bei der Verallgemeinerung mathematischer Mus-
ter?
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6.4.1 Verallgemeinerungen im Kontext Plittchenmuster

Das Aufgabenformat Plittchenmuster zeichnet sich besonders durch einen star-
ken Verdnderlichenaspekt aus, der hier durch den funktionalen Charakter der
gegebenen Musterfolge entsteht. Bei dieser Aufgabe gibt es keine Hilfsmittel zur
Benennung der variablen Anzahl an Plittchen, da aufler der Position der Figur in
der Musterfolge (z.B. ,,Quadrat 1 oder ,,L4*) die Objekte der Aufgabe weder
miindlich noch schriftlich bezeichnet werden (vgl. im Gegensatz dazu z.B. ,,Start-
zahl“ bei Zaubertricks) und die Kinder so aufgefordert sind, eigene Bezeichnun-
gen zu finden. Besonders interessante Beobachtungen ergeben sich bei dem Auf-
gabenformat Pléittchenmuster durch das in der Aufgabe bereits angelegte Zu-
sammenspiel von geometrisch-visualisierter und arithmetischer Darstellungsebe-
ne, welches hier durch die visuellen Musterfiguren einerseits und der Tabelle
andererseits gegeben ist. Dadurch lassen sich bereits innerhalb dieses Aufgaben-
formats die verschiedenen Mdglichkeiten fiir Verallgemeinerungen herausarbei-
ten, die auf den verschiedenen Darstellungsebenen verfiigbar sind.

Es kann in der Untersuchung festgestellt werden, dass fiir Beschreibungen von
Mustern der arithmetischen Ebene haufig das Wort ,,Zahl* als Wortvariable ge-
wihlt wird. Die arithmetische Ebene wird aulerdem insbesondere herangezogen,
wenn innerhalb einer Beschreibung auf eine andere Anzahl verwiesen werden
soll, sodass dann Ausdriicke wie beispielsweise ,,die gleiche Zahl“ oder ,,die
eigene Zahl“ verwendet werden konnen. In Verallgemeinerungen von geomet-
risch-visualisierten Mustern finden sich besonders hiufig deiktische Ausdriicke
(z.B. das Entlangfahren von Plittchen) und zudem Raum-Lage-Bezichungen in
Form von substantivierten Lokaladverbien des Ortes (z.B. ,,das Rechts®) und der
Richtung (z.B. ,,das runter”) sowie geometrische Begriffe (z.B. ,,die Senkrechten
oder ,,die Seite*). Zwei Kinder nutzen bei ihren Beschreibungen mit Pfeilen und
Symbolen versehene Zeichnungen, welche hier als strukturveranschaulichende
Mittel dienen.
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So kann ich die Anzahl der Plittchen schnell herausfinden: 5o kann ich die Anzahl der Plattchen schnell herausfinden:
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Abbildung 6.23: Lars Beschreibungen und Zeichnungen des Quadratzahlen- und L-
Zahlenmusters
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Abbildung 6.24: Timos Zeichnungen des Quadratzahlen- und L-Zahlenmusters

Lars fiigt seine Zeichnung den zunichst gewéhlten Beispielen hinzu. Timo be-
schreibt die Muster allein durch seine Zeichnungen ohne einen beschreibenden
Text. Alle Zeichnungen sind mit Symbolen versehen, die auf die notwendigen
Rechenoperationen verweisen. So gibt Lars Rechnung ,,3-3“ an, dass bei der
nebenstehenden Figur drei mal drei gerechnet werden muss. Die Pfeile und das
Pluszeichen bei seiner Beschreibung der L-Zahlen veranschaulichen die Addition
der beiden Musterteilfiguren. Tims Pfeile und die daneben befindlichen Zahlen
beschreiben eine Multiplikation. Das ,Malzeichen® setzt er zu diesem Zweck an
die linke obere Ecke der Zeichnung, sodass sich eine Leserichtung in Richtung
der Pfeile ergibt und eine Multiplikation der beiden Seiten der Figur beschrieben
wird. Die Anzahlbestimmung der Pldttchen beim L-Zahlenmuster veranschaulicht
er dhnlich. Hier gibt ein Pluszeichen in der linken unteren Ecke die Addition an.
Die umkreisten Zahlen 4 und 5 stellen die Zwischenergebnisse seiner Rechnung
und die unterstrichene 6 das Endergebnis dar, wobei Timo nicht beachtet, dass er
so ein Quadrat doppelt erfasst hat.
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Zeichnungen als Beschreibungsmittel fiir die erkannten Strukturen der Musterfol-
ge zu verwenden, ist eine Moglichkeit, die sich speziell durch die geometrisch-
visualisierte Ebene bei dem Aufgabenformat Pléittchenmuster anbietet. Dabei ist
Timos Beschreibung des Quadratzahlenmusters als eine Aufzdhlung mehrerer
Beispiele zu werten, die hier ebenfalls auf geometrisch-visualisierter Ebene dar-
gestellt wird. Die anderen Zeichnungen (Lars Beschreibungen und Timos Be-
schreibung des L-Zahlenmusters) konnen als Wahl eines Beispiels erkannt wer-
den, die hier allerdings nicht als solche gekennzeichnet sind, wie es sonst auf
arithmetischer Ebene der Fall ist.

Diese besondere Art der Beschreibung ldsst sich auf den Kontext Pléittchenmuster
zuriickfiihren. Es ist dabei anzunehmen, dass die Kinder Zeichnungen zur Struk-
turveranschaulichung hinzuziehen, was sich hier durch die gegebenen Plittchen-
muster-Figuren besonders anbietet.

6.4.2 Verallgemeinerungen im Kontext Partnerzahlen

Das Aufgabenformat Partnerzahlen besitzt die kontextspezifische Besonderheit,
dass hier bereits die in der Aufgabe sichtbaren Késtchen als Platzhalter fungieren
konnen. So wihlen die Schiilerinnen und Schiiler oft Bezeichnungen wie ,,Kést-
chen®, ,,Stein“ oder etwa ,,Zahl im Kistchen* als Wortvariablen. Da die Kinder
bei diesem Aufgabenformat vor der Anforderung stehen, eine Beziehung zwi-
schen linkem und rechtem Kistchen zu beschreiben, ist hier besonders zu be-
obachten, welche Bezeichnungen sie zur Unterscheidung der beiden Késtchen
wéhlen.

Von den Kindern wird entweder eine Bezeichnung fiir das Késtchen selbst gefun-
den (z.B. das linke Késtchen, der 1. Baustein, das zweite Késtchen) oder die
verdnderliche Zahl im Késtchen beschrieben. Hierbei werden von den Schiilerin-
nen und Schiilern wiederum entweder Lagebeziehungen (z.B. die Zahl im lin-
ken/rechten Késtchen, die linke/rechte Zahl, die vordere/hintere Zahl) oder eine
Reihenfolge nach der Funktionalitit nach gegebenen und zu berechnenden Zahlen
(z.B. die genannten Ziffern, die erste Zahl, die Anfangszahl, die Zahl im ersten
Kaéstchen, die Partnerzahl, das Ergebnis) unterschieden.

Eine weitere Besonderheit des Aufgabenformats besteht in der Moglichkeit die
Bezichung der beiden Zahlen auch direkt darzustellen, ohne auf die Objekte zu
verweisen, zwischen denen diese Beziehung besteht. In solchen Fillen benotigen
die Kinder keine verallgemeinernden Ausdriicke fiir diese Objekte und miissen
keine Zeichen fiir die verdnderlichen Zahlen im linken und rechten Késtchen
finden. Es geniigt den Schiilerinnen und Schiilern oftmals die erkannte Beziehung
als solche darzustellen oder sie mit Hilfe einer Operation zu umschreiben.
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Beschreibungen der Beziehung ohne Benennung der Objekte sind beispielsweise
,,Es ist das Doppelte®, ,,Es ist immer die Halfte* oder ,,Das ist immer fiinf mehr*.

Beschreibungen der notwendigen Operation ohne Benennung der Objekte sind
beispielsweise ,, Es wird plus gerechnet”, ,,Man muss immer das Doppelte rech-
nen“, ,,Man muss immer plus 20 rechnen®, ,,Es wird mal gerechnet™ oder ,,Ich
habe immer fiinf abgezogen oder dazugetan®.

Mit Ausnahme weniger Formulierungen (,,immer die Malaufgabe®, ,,es werden
immer zwei mehr) bei dem Aufgabenformat Pldttchenmuster bleibt diese Art
von Beschreibung dem Aufgabenformat Partnerzahlen vorbehalten.

Im Aufgabenformat Partnerzahlen werden die Schiilerinnen und Schiiler aufge-
fordert eine ,,Kurzregel” zu formulieren und den dafiir auf dem Aufgabenblatt
vorgesehen Stein zu verwenden. Dies veranlasst einige Kinder dazu, neue platz-
sparende Symbole einzusetzen, die als Platzhalter fungieren.

"

Abbildung 6.25: Louis Kurzregel der Partnerzahlen-Beziehung 2x

Louis wihlt fiir die Kurzregel des Arbeitsblattes 2x zunichst das Beispiel 100.
Um die notwendige Operation zu verdeutlichen, die er auf dem Arbeitsblatt er-
kannt hat, fiigt er ein Pluszeichen hinzu und zusétzlich einen Pfeil um mit diesem
kenntlich zu machen, dass der zweite Summand dem ersten entspricht. Diese
Vorgehensweise erklért er wie folgt:

L.: (schreibt in den Stein 100, 200, dann + und den Pfeil) Also je, also
jetzt, hundert plus hundert sind ja zweihundert. Darum hab ich hier noch
so’n Pluszeichen gemacht und dann so’n Pfeil.

I.: Ok. Was heif3t der Pfeil genau?

L.: Also, dass ich nochmal plus hundert rechnen muss.
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Abbildung 6.26: Tobias Kurzregel Abbildung 6.27: Roberts Kurzregel
der Partnerzahlen-Beziehung x+5 der Partnerzahlen-Beziehung x?

Bei Tobias stellt das Fragezeichen, ebenso wie Roberts Strich einen Platzhalter
dar, in den man Zahlen einsetzen kann. Durch den Pfeil versucht auch Robert
einen Bezug zur ersten Zahl herzustellen. Dies verdeutlicht Robert der Intervie-
werin auf Nachfrage.

I.: Und dieses Zeichen (zeigt auf den Strich und den Pfeil) heilit jetzt, das
musst du nochmal, kannst du das kurz erklaren?

R.: Das heif3t, dass ich hier diese Zahl, die da hinkommt (zeigt auf das
Zeichen), also die ich mal rechne, soll wieder die gleiche Zahl sein. Das
will ich damit zeigen.

I.: Ok. Mmh. Muss das immer die vier sein, oder?

R.: Nee, je nachdem welche Zahl eben mal, welche Zahl ich eben sich
selbst mal nehmen muss, ndmlich immer die, die im linken Késtchen hier
stehen (deutet auf die linken Kdstchen der Steine auf dem oberen Teil des
Aufgabenblattes).

Diese Nutzung von Symbolen wird durch den Stein der Kurzregel auf den Ar-
beitsbldttern des Aufgabenformats Partnerzahlen angeregt, da hier einerseits
nicht genug Platz flir ausfiihrliche Beschreibungen gegeben ist und andererseits
die Aufforderung, eine Kurzregel zu verfassen, bereits vom Wortlaut her die
Aufforderung nach Kiirze enthilt. Viele Kinder nutzen den Stein der Kurzregel
jedoch auch dazu, ein Beispiel einzufiigen, dass sie nur miindlich als solches
kennzeichnen, sodass eine Nutzung von Symbolvariablen hier nicht erzwungen
wird.

6.4.3 Verallgemeinerungen im Kontext Zaubertrick

Im Aufgabenformat Zaubertrick erfolgen bereits auf dem Arbeitsblatt zwei Hilfen
zur Benennung der Unbestimmten. So werden hier die beiden Ausdriicke ,,Start-
zahl“ und ,,gedachte Zahl* von den Kindern oftmals aufgegriffen oder mit &hnli-
chen Begriffen wie ,,die obere Zahl*“ oder ,,die Anfangszahl® versehen.
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Bei diesem Aufgabenformat Zaubertrick steht die Begriindung fiir das Funktio-
nieren des Tricks unabhingig von der Wahl der Startzahl im Fokus. Aus diesem
Grund wihlen viele Schiilerinnen und Schiiler Ausdriicke, welche besonders die
Beliebigkeit der Startzahl betonen (z.B. ,,irgendwelche Zahlen®). Dabei werden
oftmals auch grole Zahlen herangezogen, um damit die Unabhingigkeit der Zah-
lenwahl zu begriinden, wie das folgende Beispiel einer Interviewszene von Pitt
veranschaulicht.

P.: Ich glaub, dass dann immer wieder das gleiche rauskommt.
I.: Und hast du auch ne Vermutung, warum das so ist?

P.: Ja, weil immer, da kommt immer das gleiche raus, wenn ich jetzt zum
Beispiel auch nur, ahm ja weil ich ja, weil vier plus acht sind ja zwolf und
die hier (zeigt auf die Startzahlen) kann ich eigentlich weglassen, weil die
gedachte Zahl muss ich ja eh wieder wegmachen. Und dann muss ich nur
noch minus zwei, das sind ja dann schon zehn. Deshalb klappt das eigent-
lich immer.

I.. Mmh. Warum kann ich das Gedachte eigentlich weglassen? Warum
genau?

P.: Also, weil, wenn ich jetzt die fiinfhundert hab, dann hab ich hier fiinf-
hundert und das kann ich eigentlich kann ich die fiinfhundert auch weg-
lassen. Und kann und brauch nur diese Sachen hier rechnen.

Nachdem es zunidchst so scheint, als wolle Pitt ein Beispiel zur Argumentation
nennen, bricht er diesen Satz ab und fiihrt zunédchst zur Begriindung an, dass sich
das wiederkehrende Teilergebnis zwolf aus der Addition von vier und acht ergibt.
Dann zeigt er auf, dass die Startzahl nicht beachtet werden muss, da er sie eh
,wieder wegmachen™ muss. Hier argumentiert er mit Hilfe der Wortvariablen
,gedachte Zahl“ und dem deiktischen Ausdruck ,,die hier mit Zeigen auf die
Startzahl. AnschlieBend fiihrt er seine arithmetisch orientierte Begriindung weiter
und beschreibt, dass sich durch Subtraktion von zwei von dem vorher schon be-
griindeten Teilergebnisses zwolf das Ergebnis zehn ergibt. Als er aufgefordert
wird zu begriinden, warum die gedachte Zahl weggelassen werden kann, nutzt er
hierfiir einen Bedingungssatz und wihlt dazu die Zahl fiinfhundert.

Es kann beobachtet werden, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Kontext Zau-
bertrick besonders haufig gro3e Zahlen oder Ausdriicke wie ,,eine Millionenzahl*
oder ,,hundertirgendwas“ verwenden, um dadurch die Beliebigkeit der Startzahl
zu verdeutlichen. So scheint es das Argument der Zahlenunabhéngigkeit zu unter-
stiitzen, wenn ,sogar‘ eine ganz grof3e Zahl gewdhlt werden darf. Diese Beschrei-
bungsart ist spezifisch im Kontext Zaubertrick vorzufinden, da es sich hier um
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ein Aufgabenformat handelt, in dem diese Art von Argumentation im Sinne des
Simultanaspektes nach MALLE (1993; vgl. Kapitel 1.1.1) angeregt wird.

6.4.4 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Welche Rolle spielt der Kontext bei der Verallgemeinerung mathematischer Mus-
ter?

Es zeigt sich in der Untersuchung, dass die drei verwendeten Aufgabenformate
jeweils verschiedene kontextspezifische Mdglichkeiten fiir Verallgemeinerungen
und ebenso zur Konstruktion von Zeichen mit Variablencharakter bieten. Bereits
innerhalb des Aufgabenformats Pléittchenmuster lassen sich Unterschiede zwi-
schen den Verallgemeinerungen auf geometrisch-visualisierter und arithmetischer
Ebene finden, welche sich durch das in der Aufgabe angelegte Zusammenspiel
dieser beiden Darstellungsebenen ergibt. Zusitzlich zeigt sich, dass Kinder Ge-
brauch von der Moglichkeit machen, Zeichnungen als strukturveranschaulichende
Mittel zu nutzen. Im Aufgabenformat Partnerzahlen erkennen die Schiilerinnen
und Schiiler die Maoglichkeit, die vorgefundenen Beziehungen zwischen den
Kaéstchen oder notwendigen Operationen, um vom linken zum rechten Késtchen
zu gelangen, ohne eine Benennung der zugehorigen Objekte, ndmlich den Kést-
chen selbst, zu verfassen, sodass hier eine geschickte Umgehung der nétigen
Variablen mdoglich ist. Der Aufgabenteil ,Kurzregel® regt stirker als die anderen
Aufgabenformate dazu an, Symbole zu verwenden, die in den eng bemessenen
Raum fiir die Kurzregel passen. Da im Aufgabenformat Zaubertrick eine Argu-
mentation zur Beliebigkeit der Unbestimmten im Vordergrund steht, nutzen die
Kinder hier oft Ausdriicke, die den Simultanaspekt der Wortvariablen in den
Fokus riicken. So ldsst sich aufzeigen, dass Verallgemeinerungen stark situativ
gepragt sind. Jeder Kontext bietet den Schiilerinnen und Schiilern neue Moglich-
keiten fiir Verallgemeinerungen, welche die situativen Erfahrungen im Umgang
mit mathematischen Mustern und Strukturen bereichern. Die verschiedenen Zei-
chen, die von den Kindern bei der Verallgemeinerung in den jeweiligen Kontex-
ten verwendet werden, betonen auch jeweils unterschiedliche Facetten des Vari-
ablenbegriffs. Hier z.B. wird im Kontext Zaubertrick die Beliebigkeit der Zahlen
und dadurch der Unbestimmtenaspekt hervorgehoben, wihrend im Aufgabenfor-
mat Pldttchenmuster der Veranderlichenaspekt im Vordergrund steht. Je nach
Kontext verdndert sich somit die Beziechung zwischen Zeichen und zu verallge-
meinerndem Muster. Eine Berticksichtigung verschiedener Kontexte erzielt folg-
lich eine Bereicherung des Variablenbegriffs.
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6.5 Die Verallgemeinerung von Mustern verschiedener
Darstellungsebenen

Als Besonderheit des Aufgabenformats Pldttchenmuster wurde in Kapitel 5.2.2.1
das in der Aufgabe angelegte Zusammenspiel verschiedener Darstellungsebenen
beschrieben. Es wurde aufgezeigt, dass geometrisch-visualisierte Folgen haufig
fiir einen Einstieg in die Algebra genutzt werden — sowohl in Schulbiichern (sieche
z.B. AFFOLTER ET AL. 2003, 22f) als auch in Studien zur Entwicklung des
algebraischen Denkens (z.B. BERLIN 2010b; ENGLISCH & WARREN 1998) —
da geometrisch-visualisierte Darstellungen den Lernenden helfen sollen, algebrai-
sche Strukturen zu erkennen und zu verallgemeinern (vgl. Kapitel 4.1.2.3).

Obwohl geometrisch-visualisierte Folgen also veranschaulichend wirken und eine
inhaltliche Interpretation der Folgen ermoglichen sollen (WIELAND 2006), so
wird dennoch festgestellt, dass diese Darstellungsform im Vergleich zu einer rein
numerischen nicht unbedingt als Vereinfachung dient (vgl. STEINWEG 2001,
ORTON ET AL. 1999), sondern sogar fiir Lernende schwieriger zu verallgemei-
nern sein kann (ENGLISCH & WARREN 1998). Geometrische Muster sind
folglich keine methodischen Hilfsmittel zur Visualisierung von algebraischen
Strukturen, sondern sind als eigenstindige Muster anzusehen, deren charakteristi-
sche Strukturen von Lernenden bei der Deutung aktiv konstruiert werden miissen
(BOTTINGER 2006; BOTTINGER & STEINBRING 2007).

Durch eine Vernetzung verschiedener Darstellungsebenen, wie sie im Aufgaben-
format Pldttchenmuster angelegt ist, konnen geometrische und arithmetische
Strukturen aufeinander bezogen und deren dynamische Wechselbeziehung erfah-
ren werden. Deshalb kdnnen bei diesem Aufgabenformat Musterverallgemeine-
rungen auf verschiedenen Darstellungsebenen in den Blick genommen werden,
sodass der in Kapitel 5.3 aufgestellten Forschungsfrage nachgegangen werden
kann:

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die durch
verschiedene Darstellungsebenen geprdgt sind?

In der Analyse der Untersuchungsdaten kdnnen beziiglich dieser Forschungsfrage
verschiedene Prozesse beobachtet werden, die im Folgenden dargestellt werden.
Einerseits ldsst sich erkennen, dass sich die Kinder von der geometrisch-
visualisierten Darstellungsebene 16sen, um auf arithmetischer Ebene Plédttchenan-
zahlen von Folgegliedern zu bestimmen (Kapitel 6.5.1). Andererseits wechseln
die Kinder oftmals flexibel zwischen den Darstellungsebenen und beziehen diese
aufeinander (Kapitel 6.5.2). Durch diese beiden Prozesse bedingt, kann festge-
stellt werden, wie die Entwicklung der mathematischen Struktur bei dem Aufga-
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benformat Pldittchenmuster auf verschiedenen Darstellungsebenen verlauft (Kapi-
tel 6.5.3).

Die Darstellungsebenen: geometrisch-visualisiert und arithmetisch

Bei der Beschéftigung mit verschiedenen Darstellungsebenen wird im Allgemei-
nen auf die von BRUNER (1974) genutzten Begrifflichkeiten ,enaktiv‘, ,iko-
nisch® und ,symbolisch® zuriickgegriffen. Die unterschiedliche Bedeutung des
Begriffs ,symbolisch® bei BRUNER und der dieser Arbeit zugrunde liegenden
Theorie zur Konstruktion mathematischen Wissens von STEINBRING (2005)
konnte an dieser Stelle jedoch zu Missverstdndnissen fithren, weshalb hier von
BRUNERS Bezeichnungen abgesehen wird. Stattdessen soll der Begriff ,geomet-
risch-visualisiert* die Darstellungsebene beschreiben, auf welcher geometrische
Aspekte des abgebildeten Plattchenmusters im Vordergrund stehen, ,arithme-
tisch “hingegen die Darstellungsebene der numerischen, algebraischen Aspekte.

6.5.1 Die Loslosung von der geometrisch-visualisierten Ebene

Zu Beginn jedes Interviews des Aufgabenformats Pldttchenmuster werden die
Kinder zunichst mit der geometrisch-visualisierten Quadratzahlen-Folge auf dem
ersten Arbeitsblatt konfrontiert. Um die Folge fortsetzen zu kénnen, miissen sie in
den gegebenen Figuren Strukturen erkennen und die drei Objekte in Beziehung
zueinander setzen. Im zweiten Aufgabenteil folgt dann die Aufforderung, die
benétigten Anzahlen an Pléttchen fiir die ersten zehn Folgeglieder zu bestimmen,
fiir dessen Ergebnisse auf dem Arbeitsblatt eine Tabelle vorgesehen ist. In der
Aufgabenstellung wird den Kindern die Nutzung verschiedener Darstellungsebe-
nen angeboten (,,Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust, zeichnest
oder rechnest®, vgl. Kapitel 5.2.2.1). Bei allen interviewten Kindern kann wéh-
rend des Losungsprozesses, die Plattchenanzahl der ersten zehn Musterfiguren zu
finden, eine Loslosung von der geometrisch-visualisierten Ebene beobachtet
werden. Die Schiilerinnen und Schiiler gehen dann dazu iiber, die Anzahlen nach
den ersten Objekten arithmetisch zu bestimmen. Einige Kinder nutzen fiir die
Bestimmung der ersten, nicht mehr auf dem Arbeitsblatt sichtbaren Musterfiguren
als Zwischenschritt auch die verfiigbaren Plittchen.

Gleiches ldsst sich ebenso bei der Bearbeitung des Arbeitsblattes ,L-Zahlen®
feststellen. Wie sich eine Loslésung von der geometrisch-visualisierten hin zur
arithmetischen Ebene vollziehen kann, soll im Folgenden anhand eines Transkrip-
tausschnitts von Johanna exemplarisch dargestellt werden. Die Szene erfolgt
direkt nach der Einfiihrung in das Interview und bedarf deshalb keiner weiteren
Einbettung in das Gesamtgeschehen.
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Transkriptausschnitt zu Johannas Deutung des Quadratzahlenmusters

I.: Gut dann gebe ich dir mal die erste Aufgabe, auBBerdem noch ein paar Platt-
chen, falls du welche mochtest. (Gibt Johanna das erste Aufgabenblatt und
einen Stapel mit quadratischen Plittchen.) Vielleicht kannst du dir das erst
mal in Ruhe angucken, diese Aufgaben.

J.: Dafiir sind die Kartchen? (Nimmt ein Pldttchen, dreht es in der Hand und
legt es zuriick.)

I.: Ja, falls du spéter etwas legen mochtest.

J.: (Trigt ihren Namen auf dem Arbeitsblatt ein, liest auf dem Arbeitsblatt (21
sec.) beginnt dann auf die Quadrate der Figuren zu tippen. Uberlegt 17 sec.
und bewegt dabei kaum merklich die Lippen. Zeichnet dann unaufgefordert
auf den vorgesehenen Platz fiir das Quadrat vier

ein 3-3-Quadrat.) Jetzt habe ich erst mal das (zeigt

auf Quadrat drei).

I.: Mmh (nicke).

J.: (Zeichnet das Muster weiter, Quadrat 4
sodass ein 4-4-Quadrat entsteht.)

Jetzt habe ich gerechnet, da sind drei mehr ~ Abbildung 6.28: Johannas Zeich-
(zeigt auf die Quadrate I und 2). Da sind ~ ™"% der 4. Quadratzahlen-Figur
dann wieder finf mehr (zeigt auf Quadrat

2 und 3) und dann kommt da sieben mehr (zeigt auf Quadrat 4) und jetzt habe
ich das aufgezeichnet.

I.: Aha. Ok, gut. Sehr schon. Gut, hier dann die zweite Aufgabe (zeigt auf die
Tabelle). (Liest) Fiille die Tabelle aus. Und jetzt siechst du schon, fiir das erste
Quadrat braucht man ein Pléttchen (zeigt auf den bereits ausgefiillten Anfang
der Tabelle).

J.: Mmbh (nickt zustimmend).
I.: Kannst du den Rest der Tabelle mal ausfiillen?

J.: (Greift nach den Plittchen, ldsst sie aber liegen.) Ach, das ist einfach.
Vier. (Trdgt eine vier in die Tabelle ein.) Drauf legen (legt ein heruntergefal-
lenes Plittchen oben auf den Stapel). Eins, zwei, drei, vier, finf, sechs, sie-
ben, acht, neun (tippt auf die Quadrate von Quadrat 3). (Trdgt die neun in die
Tabelle ein. Zihlt die Quadrate der obersten beiden Zeilen von Quadrat 4).
Sechszehn. (Trdgt die 16 in die Tabelle ein).

I.: Wie hast du das jetzt so schnell gemacht?
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J.: Mhh, weil ich hab hier einmal die Hilfte gerechnet, das sind acht. Und
dann nochmal die Hélfte, weil ich hab das einfach durch die Hilfte geteilt
(deutet mit dem Stift einen waagerechten Strich mitten durch das Quadrat 4
an).

I.: Ah, ok.

J.: Brauche ich mal die Plittchen (Nimmt ein paar Pléttchen vom Stapel und
legt Quadrat 3). Jetzt hab ich wieder da mein Késtchen (zeigt auf Quadrat 3
auf dem Arbeitsblatt). (Legt weitere Pldttchen an, sodass Quadrat 4 entsteht.)
Jetzt kann ich das nochmal nachrechnen (zeigt auf Quadrat 4 auf dem Ar-
beitsblatt). Das sind eins, zwei, drei, vier, finf, sechs, sieben, acht, neun,
zehn, elf, zwolf, dreizehn, vierzehn, fiinfzehn, sechszehn (tippt auf jedes ge-
legte Pldttchen). Gut und jetzt muss ich sieben plus zwei sind neun. Eins,
zwel, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun (legt die neun Pldttchen an das
Muster, sodass Quadrat 5 entsteht).

I.: Mmh.

J.: Jetzt muss ich einfach sieben plus neun rechnen. Das sind fiinfundzwanzig.
(Tréigt die fiinfundzwanzig ein). Jetzt habe ich wieder das nédchste Ergebnis.
Jetzt kann ich mal wieder elf Pléttchen legen. (Legt den ndchsten Winkel an,
sodass Quadrat 6 entsteht.) Jetzt habe ich elf, jetzt muss ich plus elf rechnen.
Das sind sechsunddreilig (¢rdgt die 36 ein). So und jetzt muss ich plus drei-
zehn rechnen, das sind neunundvierzig (trdgt die 49 ein). So und jetzt muss
ich mal plus fiinfzehn rechnen. Das sind vierundsechzig (trdgt die 64 ein).
Vierundsechzig plus siebzehn sind acht, einundachtzig (#rédgt die 81 ein).
Einundachtzig plus neunzig sind hundert (¢rdgt die 100 ein).

I.: Mmh.

J.: Hundert. Hundert ha, hundert Plattchen haben wir nicht (deutet auf den
Stapel und ldchelt).

Analyse des Transkriptausschnitts zu Johannas Deutung des
Quadratzahlenmusters

In dieser Szene zu Beginn des Interviews ist zu erkennen, dass Johanna einen
rekursiven Aspekt der wachsenden Musterfolge in den Vordergrund stellt. Noch
bevor sie Quadrat 4 zeichnet, zdhlt sie die Anzahl der Pléttchen der ersten drei
Figuren Quadrat 1 bis Quadrat 3, was durch ihr Tippen mit den Fingern ersicht-
lich wird. Diese Anzahlen scheint sie zur Bestimmung von Quadrat 4 heranzuzie-
hen, was sich durch ihre anschlieBende Erklarung bestitigen 1dsst. Hier gibt sie zu
verstehen, aus den Differenzen zwischen den ersten Figuren sieben Plittchen als
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Zuwachs vom drittem zum vierten Quadrat abgeleitet zu haben (,,Da sind drei
mehr. Da sind dann wieder fiinf mehr. Und dann kommt da sieben mehr.*).

Als sie nun im zweiten Aufgabenteil aufgefordert wird, die Anzahlen der Muster-
figuren zu bestimmen, bleibt unklar, wie sie die Anzahl vier fiir das 2. Quadrat
erhélt. Moglich wire beispielsweise ein leises Zihlen oder aber auch ein simulta-
nes Erfassen der Menge. Die neun Plattchen des 3. Quadrats bestimmt sie jedoch
durch nochmaliges lautes Abzdhlen. Die Anzahl der sechszehn Plittchen fiir
Quadrat 4 erhilt sie durch Verdopplung der acht Pléttchen in den oberen beiden
Reihen des Musters, welche sie wiederum durch Abzédhlen ermittelt. Es kann
vermutet werden, dass sie diesen rechnenden Ansatz der Verdopplung hier als
schneller oder einfacher als das zdhlende Bestimmen der Pléttchenanzahl ver-
steht.

Fiir die néchsten Folgeglieder Quadrat 5 und Quadrat 6, die nicht mehr dargestellt
sind und somit keine abzdhlbaren Strategien ermdglichen, verwendet sie Plétt-
chen, wobei sie auch hier zunédchst von Quadrat 3 ausgeht und von diesem aus
jeweils einen Winkel anlegt, um die ndchste Musterfigur zu erhalten, was noch
einmal ihr rekursives Vorgehen unterstreicht. Es ist zu erkennen, dass Johanna
zuerst die Anzahl der dazukommenden Pléttchen arithmetisch mit Hilfe der Folge
der ungeraden Zahlen berechnet, diese dann an die bestehenden Muster anlegt
und anschlieend die Gesamtanzahl der benétigten Plattchen durch Addition
bestimmt. Interessant erscheint hier die Funktion der Visualisierung mit Hilfe der
Plattchen, die Johanna weder nutzt, um die Anzahl der neu hinzukommenden
Pliattchen zu bestimmen, noch um die Gesamtanzahl zu berechnen. Die Veran-
schaulichung scheint hier fiir Johanna als Kontrolle zu fungieren, die ihr bestitigt,
dass das Hinzufiligen der berechneten Plittchen zu der nichsten Folgefigur fiihrt,
da sich jeweils die passende Anzahl fiir den fehlenden Winkel ergibt.

Ab dem siebten Quadrat bendtigt Johanna die Veranschaulichung durch die Platt-
chen nicht mehr und geht dazu iber, die Plattchenanzahl rein arithmetisch zu
bestimmen. Dazu ermittelt sie zunéchst jeweils die hinzukommenden Plittchen
und addiert diese anschlieBend direkt zur Anzahl des Folgevorgingers, den sie
der Tabelle entnimmt. So vervollstidndigt sie die Tabelle bis zum zehnten Quadrat
auf rein arithmetischer Ebene. Es ist anzunehmen, dass die Veranschaulichung
der ersten sechs Quadrate Johanna zeigt, dass sie sich des erkannten Zusammen-
hangs zwischen geometrischer Struktur der Folgeglieder (hier dem hinzukom-
menden Winkel) und arithmetischer Struktur (dem konstant wachsenden Zu-
wachs) sicher sein kann.

Wihrend der zweiten Teilaufgabe der Aufgabenblétter Quadratzahlen und L-
Zahlen 16sen sich alle interviewten Kinder von der geometrisch-visualisierten
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Ebene, unabhéngig davon, ob sie einen rekursiven oder expliziten Charakter der
Musterfolgen betrachten. Die Schiilerinnen und Schiiler nutzen rechnende Ansét-
ze auf arithmetischer Ebene, um die gesuchten Anzahlen schneller und bequemer
herausfinden zu konnen. Dies ist jedoch nur moglich, wenn die Lernenden den
Zusammenhang zwischen geometrischer und arithmetischer Struktur erkannt
haben und sich sicher sind, auf arithmetischer Ebene handeln zu kénnen, ohne die
geometrische Struktur zu verletzen.

Wie im Beispiel von Johanna wird in den Interviews ersichtlich, wie die Lernen-
den dazu die verschiedenen Darstellungsebenen aufeinander beziehen, die er-
kannten arithmetischen und geometrischen Strukturen auf Ubereinstimmung
iiberpriifen und sich dann von der geometrischen Ebene 16sen, um die Vorteile
von rechnenden Vorgehensweisen ausnutzen zu kdnnen.

6.5.2 Die Verkniipfung von verschiedenen Darstellungsebenen

Neben der Loslosung von der geometrisch-visualisierten Ebene kann bei der
Analyse der Interviews ebenfalls erkannt werden, dass die Schiilerinnen und
Schiiler auf vielfiltige Weise zwischen den verschiedenen Darstellungsebenen
des Muster hin- und herwechseln und diese aufeinander beziehen. So ist hdufig zu
beobachten, dass die Kinder nach einem lédngeren Verallgemeinerungsprozess
innerhalb einer Ebene spontan einen Riickbezug zur anderen Ebene vornehmen.
Wie eng geometrisch-visualisierte und arithmetische Ebene dabei miteinander
verkniipft werden und wie flexibel die Kinder zwischen den Darstellungsebenen
wechseln, soll anhand von Trankskriptausschnitten des Schiilers Thorsten bei der
Bearbeitung des Quadratzahlenmusters aufgezeigt werden.

In dem Quadratzahlenmuster erkennt Thorsten die Multiplikation, welche er zur
Anzahlbestimmung nutzt und sich so schnell von der geometrisch-visualisierten
Darstellung des Musters 16sen kann. Der Interviewabschnitt zu Thorstens Bear-
beitung des Quadratzahlenmusters kann in folgende Szenen unterteilt werden:

= Phase 1: Zeichnen von Quadrat 4

= Phase 2: Ausfiillen der Tabelle 1 von Aufgabenblatt 1
= Phase 3: Ausfiillen der Tabelle 2 von Aufgabenblatt 1
= Phase 4: Beschreibung des Musters

= Phase 5: Ausfiillen der Tabelle von Aufgabenblatt 2

Fiir den hier zu betrachtenden Aspekt der Loslosung und Riickbeziehung zur
geometrisch-visualisierten Ebene sind die Szenen 1 und 4 nicht relevant und
werden deshalb nicht dargestellt.
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Transkript zu Phase 2: Ausfiillen der Tabelle 1 auf dem ersten Arbeitsblatt
I.: Kannst du dann mal hier versuchen, hier steht eine Tabelle (zeigt auf
Tabelle 1 auf Arbeitsblatt 1 des Quadratzahlen-Musters), hier steht fiir’s
erste Quadrat braucht #

T.: Ja (ziickt den Stift).
I.: man ein Plattchen.
T.: (Fiillt die Tabelle aus (16 sec.).)

1) Fiille die Tabelle aus. Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust,
zeichnest oder rechnest.

Quadrat| 1 | 2 3 4 5 i s 8 9 10
lanzahl [ 1 [ [ D [4p [25 [26[GA 60 [R4 4D
Abbildung 6.29: Thorstens Tabelle 1 des Arbeitsblattes Quadratzahlen I

I.. Wow, das ging jetzt aber in Windeseile. Wie hast du das denn jetzt
gemacht, so schnell?

T.: Das war auch wie hier (zeigt auf die Musterfolge). Man hat immer
dann die Zahl (deutet auf die Tabelle), zwei mal zwei, drei mal drei, vier
mal vier.

I.: Mmh.

T.: Dann kommt man auf die Zahlen.

Transkript zu Phase 3: Ausfiillen der Tabelle 2 auf dem ersten Arbeitsblatt

I.: Ok, ah ok. Und, dann gehen wir mal direkt zur Sternchenaufgabe iiber
(zeigt auf Tabelle 2 auf dem Arbeitsblatt). Hier steht jetzt Quadrat 20 oder
100.

T.: Mmh (nickt).
1.: Wie wire das da, wie viele Pléttchen brduchte man da?

T.: (Fiillt die Felder fiir Quadrat 20 und 100 aus (17 sec.)). Soll ich hier
dann jetzt (zeigt auf die leeren Zellen)?

I.: Ja, da kannst du dir irgendeine aussuchen.
T.: (Fiillt den Rest der Tabelle aus (64 sec.).)

|Quadrot | 20 | 100 | 4 &) =T
anzchl {400 |40 Q00O %m 2500] 300 |
Abbildung 6.30: Thorstens Tabelle 2 des Arbeitsblattes Quadratzahlen I
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I.: Aha, ok. Super. Wie hast du das jetzt gemacht immer?

T.: Ich hab hier auch immer 20 mal 20, 100 mal 100, 1000 mal 1000, 50
mal 50, 30 mal 30 (zeigt dabei auf die einzelnen Felder der Tabelle).

1.: Mmh. Ok.

Analyse der Transkriptausschnitte zu Phase 2 und 3

Wie bereits bei dem Transkriptausschnitt von Johanna ist auch bei Thorsten in
den ersten beiden Szenen 2 und 3 eine Losldsung von der geometrisch-
visualisierten Musterfolge zu erkennen. Als Thorsten in Szene 2 nach seinem
Vorgehen bei der Anzahlbestimmung gefragt wird, bezieht er sich zunichst auf
die Musterfolge (,,Das war auch wie hier (zeigt auf die Musterfolge).”), dann
benennt er jedoch die Zahlen in der Tabelle als Bezugspunkt fiir seine Rechnun-
gen ,,Man hat immer dann die Zahl (deutet auf die Tabelle), zwei mal zwei, drei
mal drei, vier mal vier.”, wobei er sein Vorgehen mittels einer Aufzahlung von
mehreren Beispielen ohne Verweis auf Fortlauf (vgl. Kapitel 6.2.3) verallgemei-
nert. Auch bei der Anzahlbestimmung in Tabelle 2 bezieht er sich nur auf die in
der Tabelle stehenden Zahlen (,,Ich hab hier auch immer 20 mal 20, 100 mal 100,
1000 mal 1000, 50 mal 50, 30 mal 30 (zeigt dabei auf die einzelnen Felder der
Tabelle)), sodass hier eine Loslosung von der geometrisch-visualisierten Muster-
folge erkannt werden kann.

Transkript zu Phase S: Ausfiillen der Tabelle von Aufgabenblatt 2

I.: Ok. Jetzt ist hier unten auch wieder Quadrat zehn, aber jetzt steht hier
Rechenregel. Und zwar sollst du hier nicht das Ergebnis eintragen, son-
dern nur wie man das rechnet.

T.: (Nickt. Schreibt in das erste Feld ,10-10) Soll ich mir da was aus-
denken (zeigt auf die leeren Felder der Tabelle)?

I.: Genau.

T.: (Fiillt die Tabelle aus (20 sec.))

= Quadrat =l O 500 /IO(’m "EQ___OD__
%R“h"-n"ege' lQ 40 JZ'S_ZSC}EQO .S00 11000. ’I_DQLLQOD_'NE)O

Abbildung 6.31: Thorstens ausgefiillte Tabelle 1 des Arbeitsblattes Quadratzah-
len II

I.: Ok. Kannst du mir nochmal erkldren, wie du das immer rechnest,
wenn da oben irgendeine Zahl drin steht?
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T.: Also das Quadrat (zeigt auf das Feld ,10-10°) das ist ja immer gleich.
Alle Seiten (deutet mit dem geschlossenen Stift ein Quadrat auf dem Tisch
an).

I.: Mmh.

T.: So. Dann einfach, weil das so sag ich mal hier zehn sind (deutet mit
dem geschlossenen Stift auf dem Tisch eine waagerechte Linie an —P).
Weil das dann auch zehn Reihen sind (deutet mit dem Stift eine Senkrech-
te Linie an, danach eine waagerechte Linie |_> ).

I.: Mmh.

T.: Zehn mal zehn.

I.: Mmh.

T.: Und den Rest auch so.

Analyse der Transkriptausschnitts zu Phase 5

Sowohl Thorstens Vorgehen als auch die Geschwindigkeit, mit der er die Tabelle
ausfiillt, sprechen zunichst dafiir, dass er auch hier rein auf arithmetischer Ebene
handelt, in dem er den geforderten Term von den in der Tabelle stehenden Zah-
len ableitet. Bei der anschlieBenden Erklidrung seines Handelns nimmt er jedoch
explizit Bezug zu den oben auf dem Arbeitsblatt dargestellten Figuren. Es ist zu
vermuten, dass Thorsten mit seiner Erlduterung nicht nur sein Vorgehen be-
schreiben, sondern ebenso begriinden mdchte, warum man zur Anzahlbestim-
mung der Plédttchen in einem Quadrat iiberhaupt die Multiplikation verwenden
darf. Bei der Analyse dieser Interviewszene kann nicht eindeutig festgestellt
werden, an welcher Stelle Thorsten den Riickbezug zur geometrisch-
visualisierten Darstellung vornimmt. Dies kann bereits bei der Erstellung der
Terme in der Tabelle geschehen, oder aber erst bei der anschlieBenden Erldute-
rung und Begriindung seines Vorgehens. Unabhingig davon veranschaulicht der
spontane Bezug zur Musterfolge hier aber dennoch die Flexibilitdt des Schiilers
beim Darstellungswechsel.

Ahnlich wie Thorsten nehmen viele Schiilerinnen und Schiiler wihrend der In-
terviews spontan Bezug auf die geometrisch-visualisierten Ebene der gegebenen
Musterfolge. Das obige Beispiel zeigt auBlerdem, dass die Verkniipfung von
Muster und Tabelle so ausgeprigt sein kann, dass die Kinder in der Lage sind,
flexibel zwischen verschiedenen Darstellungsebenen hin- und herzuwechseln,
sodass fiir einzelne Momente nicht immer festgestellt werden kann, worauf sie
sich in ihren Handlungen oder Beschreibungen beziehen.
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6.5.3 Die Strukturentwicklung auf geometrisch-visualisierter und
arithmetischer Ebene

Die beiden oben beschriebenen Prozesse zeigen auf, dass Kinder sich bei der
Beschéftigung mit geometrisch-visualisierten Mustern einerseits mit zunehmen-
der Sicherheit von Veranschaulichungen 16sen, dass sich andererseits aber auch
enge Verkniipfungen von verschiedenen Darstellungsebenen und ein flexibler
Umgang mit diesen erkennen lassen. Bei dem Aufgabenformat Pldttchenmuster
kann beobachtet werden, dass die Entwicklung und Verallgemeinerung von ma-
thematischen Strukturen durch eben diese beiden Prozesse geprigt sind. So zeigt
sich, dass auf verschiedenen Darstellungsebenen unterschiedliche Aspekte des
Musters erkannt werden konnen, die dann zur Entwicklung von Strukturen heran-
gezogen und verallgemeinert werden. Dies soll im Folgenden exemplarisch an
einer Interviewszene des Schiilers Lars und dessen Verallgemeinerung des Quad-
ratzahlenmusters veranschaulicht werden. Die Bestimmung der Plattchenanzahlen
flir die ersten zehn Folgeglieder soll hierfiir in die zwei folgenden Phasen unter-
teilt und vorher durch eine Darstellung des Interviewbeginns vorbereitet werden.

Vorbereitung der Transkriptausschnitte: Lars Konstruktion des 4.Quadrats
= Phase 1: Bestimmung der Pldttchenanzahl des 4. Quadrats
= Phase 2: Bestimmung der Pldttchenanzahl der Quadrate 5 — 10

Vorbereitung der Transkriptausschnitte: Lars Konstruktion des 4. Quadrats

Die Interviewerin legt Lars zu Beginn das erste Arbeitsblatt vor und fordert ihn
auf, das Muster auf dem Arbeitsblatt anzuschauen und fortzusetzen. Auf die
Frage ,,Kannst du das mal hinzeichnen, wie das aussehen miisste?* antwortet
Lars zunichst spontan ,,Vier, vier, vier, denke ich®.

Bei seiner Zeichnung des 4. Quadrats beginnt er mit dem Rand, indem er zu-
nichst vier Quadrate auf die vorgesehene Linie des Arbeitsblattes zeichnet und
dann reihum den rechten, oberen und linken Rand des Quadrats skizziert.

Dabei unterlduft ihm beim linken Rand ein Fehler.
Hier zeichnet er flinf anstelle von vier Quadraten,
bemerkt seinen Fehler aber sofort ,,Mist. Dann
muss ich dieses hier (zeichnet den Rand von zwei
Quadraten nach) noch linger machen. Aber auf
jeden Fall vier, vier, vier, miisste das dann sein.
Oder?* Quadrat 4

Abbildung 6.32: Lars Zeichnung

der 4. Figur des L-Zahlenmusters
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Lars wird an dieser Stelle des Interviews vorgeschlagen, das Muster mit den
vorhandenen Plittchen nachzulegen. Es wird nicht ersichtlich, ob Lars von sich
aus noch den inneren Teil des 4. Quadrats gezeichnet hitte. Aus diesem Grund
ist auch nicht erkennbar, ob Lars die Musterfolge als quadratische Anordnung
von neun Pléttchen deutet, oder eventuell nur als Rand eines Quadrats ohne In-
halt, welches bei dem vorgelegten Muster bis zu Quadrat 3 eine durchaus mogli-
che Interpretation darstellen wiirde. Festzuhalten bleibt an dieser Stelle jedoch,
dass der Rand des Quadrats fiir Lars das zentrale strukturgebende Element des
Musters zu sein scheint.

Transkriptausschnitt zu Phase 1: Lars Bestimmung der Plittchenanzahl
des 4. Quadrats

I.: Willst du es vielleicht legen? Stattdessen? Oder so (zeigt auf die Plitt-
chen)?

L.: (Nickt) Mhh. Jetzt einfach legen?
I.: Mmh. Genau.

L.: Ok. Ich mache das mal mit kleinen Abstdnden. Na. Auf jeden Fall so
(legt den Rand von Quadrat 4, wobei er oben nur drei statt vier Pldttchen
legt). Ich weiB jetzt nicht ungefdhr, wie viele innen drin sind. Ich wiirde
sagen aber vier. Mist (kann ein Pldttchen nicht vom Tisch aufheben), dann
nehme ich den. So (legt in die Mitte des Muster vier Pldttchen). So.

I.: Mmh. Ok.

L.: Und nur das ist noch (schiebt nun das fehlende Pléttchen an den obe-
ren Rand).

I.: Ah, gut. Sehr schon. Genau. Gut. Ahm. Jetzt steht da als Aufgabe, als
Erste. Fiille die Tabelle aus. Und dann ist da eine Tabelle, da steht fiir das
erste Quadrat braucht man ein Plittchen (zeigt auf die Tabelle).

L.: Ach so fiir das zw. Ach so erstes Quadrat (zeigt auf die Tabelle), zwei-
tes Quadrat dann vier. Das kann ich noch bis zum v. Ja und dann muss ich
rechnen.

I.: Kannst du mal versuchen, die Tabelle auszufiillen?

L.: Ok. Sind vier (trdgt vier in die Tabelle ein). Das sind drei, drei sind
sechs sind acht sind neun (zeigt auf die einzelnen Spalten von Quadrat 3.
Tréigt die neun in die Tabelle ein). Und das sind vier (zeigt auf den unte-
ren Rand des gelegten 4. Quadrats) mal vier (zeigt auf den rechten Rand
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des Quadrats) sind sechszehn. Plus vier macht zwanzig (Trdgt die 20 in
die Tabelle ein).

I.: Wie hast du das jetzt gerechnet vier mal vier plus vier?

L.: Einmal diese Reihe (zeigt auf den unteren Rand) und einmal diese
Reihe (zeigt auf den rechten Rand) und weil das vier sind und das vier
sind mal vier.

I.: Mmh. Und warum dann nochmal plus vier?

L.: Weil die vier in der Mitte noch iibrig sind (zeigt auf die vier Pldttchen
in der Mitte des Musters).

I.: Willst du vielleicht mal nachzdhlen, wie viele das sind?

L.: Eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn, elf, zwolf,
dreizehn, vierzehn, fiinfzehn, sechszehn. Ups. Dann kommt da doch vier
mal. Ach so, das sind ja vier Vierer. Dann kommt da doch sechszehn raus.
(Schreibt eine 16 iiber die 20 in der Tabelle).

Analyse des Interviewausschnitts zu Phase 1

Sowohl bei seiner Zeichnung als auch beim Nachlegen des Quadratzahlenmusters
ist leicht erkennbar, dass Lars sich vor allem an dem Rand der Musterfiguren
orientiert. Obwohl er weif, dass in der Mitte der Objekte jeweils noch Pléttchen
vorhanden sind, scheint der Rand fiir Lars das strukturgebende Element zu sein.
Infolgedessen mochte er die Pléttchenanzahl des vierten Quadrats bestimmen,
indem er die Plattchen des Randes mit den inneren Pléttchen addiert und kommt
so zu dem Term 4 + 4 + 4 und auf das Ergebnis 20. Als Begriindung gibt er an,
dass ,,vier in der Mitte noch {ibrig sind“ und diese deshalb in der Rechnung noch
beriicksichtigt werden miissen. Nach Aufforderung der Interviewerin zdhlt Lars
die Plattchen anschlieBend einzeln ab und erhélt so die Anzahl 16, die nun im
Widerspruch zu der berechneten Anzahl steht. Die Zahl 16 scheint Lars aber als
Ergebnis der Rechnung 4 - 4 zu erkennen und nutzt dieses arithmetische Wissen
nun fiir eine Umdeutung des geometrisch-visualisierten 4. Quadrats als ,vier
Vierer*.

Transkriptausschnitt zu Phase 2: Lars Bestimmung der Plittchenanzahl der
Quadrate 5 bis 10

Zur Bestimmung der Plittchenanzahl des fiinften Quadrats nimmt Lars nun selb-
stindig Pléttchen zu Hilfe und legt an das bestehende Quadrat 4 einen Winkel an,
sodass Quadrat 5 entsteht.
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L.: So. Das ist ja auch ein Quadrat oder Viereck, wie man es auch immer
haben will. Ahm und das sind dann, wiird ich sagen, fiinfundzwanzig. Ich
zdhle mal nach. Eins, [...] fiinfundzwanzig.

[.: Mmbh. Ja, gut. Wie hast du das schon vorher erraten? Du hast ja schon
vorher gewusst #

L.: Ich, Ich habe das mit der vier. Ich &hm, du hast mir ja gerade das mit
der vier, da ist mir ja aufgefallen, dass ich das nicht so rechnen kann
(zeigt auf den unteren und rechten Rand des gelegten Musters). Also
wenn ich das dann habe ich fiinf (zeigt auf die untere Zeile) mal fiinf
(zeigt auf die rechte Spalte) gerechnet und dann bin ich eben da drauf ge-
kommen.

I.: Mmh. Ok, gut.

L.: Und da miisste man jetzt einfach, glaube ich, sechs mal sechs rechnen.
Oder?

I.: Mmh.
L.: Macht sechsunddreiBig (zrdgt 36 in die Tabelle ein).
I.: Warst du dir nicht sicher? Weil du fragtest oder?

L.: Aber eigentlich schon ein bisschen, weil dann wiird* es ja nur einen
breiter und einen hoéher.

I.: Mmh.

L.: Und das sind dann, sechs mal s. Also dann ist das ja fast genauso wie
hier und bei das mit der vier. Ja und sieben mal sieben. Also dann rechne
ich einfach die Zahl nochmal die Zahl. Wiird ich sagen macht neunund-
vierzig (trdgt 49 in die Tabelle ein). Acht mal acht macht. Oh, das Ach-
ter-Einmaleins kann ich nicht so gut. Ahm, dhm. Vierundsechzig.

I.: Mmh (nickt).

L.: (Trdgt die 64 in die Tabelle ein) Und neun mal neun macht einun-
dachtzig (trdgt die 81 ein). Und Zehn mal zehn macht hundert (zrdgt 100
ein).

dem{Fl S T A s e el
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Abbildung 6.33: Lars ausgefiillte Tabelle 1 des Arbeitsblatts Quadratzahlen |
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I.: Du hast gerade gesagt, du rechnest immer die Zahl mal die Zahl. Was
meinst du damit genau?

L.: Also sieben mal sieben, acht mal acht, neun mal neun, zehn mal zehn
(zeigt auf die jeweiligen Felder der Tabelle).

Analyse des Interviewausschnitts zu Phase 2

Die im vorherigen Abschnitt neu gewonnene Strukturierung iibertrdgt Lars nun
ebenso auf das 5. Quadrat, welches er zundchst mit den Plittchen nachlegt, dann
in Analogie zum 4. Quadrat als ,Quadrat oder Viereck® erkennt und in ihm des-
halb auch die Multiplikation 5-5 sieht. Die Plattchenanzahlen der weiteren Quad-
rate berechnet Lars im Folgenden nur noch auf rein arithmetischer Ebene durch
Multiplikation der in der Tabelle stehenden Zahlen und benétigt keinerlei Veran-
schaulichung mehr. Ungefragt verallgemeinert er seine erkannte Strukturierung
des Musters, indem er angibt, ,,einfach die Zahl nochmal die Zahl zu rechnen®.
Als die Interviewerin zum Schluss der Interviewszene nach der Bedeutung dieses
von ihm verwendeten Ausdrucks fragt, deutet Lars diesen wiederum als Term mit
Wortvariablen, indem er hier mogliche Zahlwerte angibt, die anstelle des Platz-
halters eingesetzt werden konnen.

Lars Verallgemeinerung des Quadratzahlenmusters

Den Interviewabschnitten ist zu entnehmen, wie sich die erkannte Struktur des
Quadratzahlenmusters bei Lars von der ersten Deutung des Musters als Rand plus
Inhalt zu der allgemeinen Form ,Zahl nochmal die Zahl‘ entwickelt und welche
Rolle hierbei das Zusammenspiel der verschiedenen Darstellungsebenen spielt.
Die dargestellten Analysen der Interviewszenen werden hier zusammengefasst,
um die Verallgemeinerung der Strukturierung als Zusammenspiel von geomet-
risch-visualisierter und arithmetischer Darstellungsebene zu veranschaulichen.

Lars beginnt zunéchst, die erkannte Struktur auf geometrisch-visualisierter Ebene
zu verallgemeinern, da er die gegebenen Figuren als Zusammensetzung ihrer
Bestandteile Rand und Mitte deutet und bei der Plittchenanzahl des Rands einen
regelmifigen Zuwachs erkennt. Diese Deutung nutzt er flir die Bestimmung der
Gesamtanzahl der Plittchen, die er nun arithmetisch durch den Term 4-4+4 be-
rechnet. Durch die Intervention der Interviewerin wird die weitere Nutzung dieser
Vorgehensweise unterbrochen und Lars zahlt die Plittchen des 4. Quadrates, was
ihn zu der Anzahl 16 fiihrt. Diese Zahl deutet er zunéichst auf arithmetischer Ebe-
ne als das Ergebnis der Aufgabe 4-4 und bezieht diese Aufgabe direkt anschlie-
Bend zuriick auf die Figur, die sich mit dieser Interpretation in Einklang bringen
l4sst, da es sich bei dieser um vier Vierer handelt.
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Der gewonnene Bezug zwischen geometrischer Figur und arithmetischer Berech-
nung nutzt Lars im Folgenden, indem er von der geometrischen Struktur (Quadrat
5 ist auch ein Quadrat) auf die Moglichkeit der Berechnung schlie3t (das sind
dann, wiird ich sagen, fiinfundzwanzig). Mit Hilfe dieser arithmetischen Vorge-
hensweise bestimmt er die Pldttchenanzahlen der ersten zehn Folgefiguren und
verallgemeinert die erkannte Struktur schlieBlich unter Verwendung von Wortern
mit Variablencharakter. Die folgende Graphik veranschaulicht die Uberginge

zwischen den verschiedenen Darstellungsebenen in dieser Interviewszene.

Bezug zur geometrisch- Bezug zur arithmetischen Ebene
visualisierten Ebene

Beziehung zwischen den Figuren wird
in der wachsenden Seitenldnge des
Randes erkannt. l

Anzahl der Plattchen lésst sich be- 4-4+4=20
stimmen durch Zusammenzahlen von
Rand + Mitte —l

Das Abzéhlen der einzelnen Pléttchen ergibt
16 Plittchen™
4 - 4 lasst sich geometrisch als vier
. . . 16=4-4
Vierer interpretieren.

—
Quadrat 5 ist auch ein Quadrat Pléttchenanzahl kann berechnet werden
(bzw. Viereck) durch: 5 - 5=25.
—

Weitere Folgeglieder konnen berechnet
werden durch: 6 - 6=36,7-7=49,8 - 8=
64,9 -9=81und 10 - 10 =100.

|

Folgeglieder konnen allgemein berechnet
werden durch ,,die Zahl nochmal die Zahl*.

Abbildung 6.34: Lars Verallgemeinerung des Quadratzahlen-Musters

33

die Interviewerin zur Kontrolle aufgefordert wird.

Hier beginnt Lars einen neuen Ansatz. Er z&hlt die Pléttchen einzeln ab, da er durch
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6.5.4 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die durch
verschiedene Darstellungsebenen geprdgt sind?

In den Analysen der klinischen Interviews konnen beziiglich des Wechsels der
Darstellungsebenen zwei Prozesse ausgemacht werden, welche eng miteinander
verflochten die Interviews durchziehen.

= Bei der Verallgemeinerung der Muster findet (jeweils bei der Berechnung
der ersten zehn Folgeglieder) eine Ablosung von der geometrisch-
visualisierten Darstellungsebene statt. Die interviewten Kinder erkennen
die Vorteile der arithmetischen Bestimmung von Folgegliedern, da sie
schneller und bequemer zur gesuchten Plattchenanzahl fiihrt.

= Bei der Bearbeitung der Aufgabenblitter Verallgemeinerungen von Mus-
tern wechseln die Lernenden flexibel zwischen den Darstellungsebenen
und nehmen wéhrend der arithmetischen Berechnung der Plattchenanzah-
len (oftmals spontan) Riickbezug zur geometrisch-visualisierten Folge.

Bedingt durch diese beiden Komponenten stellt sich die Verallgemeinerung ma-
thematischer Muster als Prozess auf unterschiedlichen Darstellungsebenen sowie
in deren Vernetzung dar. Auf den verschiedenen Darstellungsebenen werden
Aspekte des Musters entdeckt, verallgemeinert und immer wieder aufeinander
bezogen, wobei die Verkniipfung der Darstellungsebenen zur Entwicklung und
Verallgemeinerung der Musterstrukturierung beitrdgt und dies die dynamische
Wechselbeziehung zwischen geometrisch-visualisierter und arithmetischer Dar-
stellung sichtbar werden lésst.

6.6 Die Rolle von expliziten und rekursiven Sichtweisen
bei der Verallgemeinerung

Die Strategien von Schiilerinnen und Schiilern unterschiedlicher Schulstufen bei
der Beschiftigung mit Folgen stehen international im Fokus vieler Studien zur
Entwicklung des algebraischen und des funktionalen Denkens (vgl. Kapitel
4.1.2.3.). Dabei werden Vorgehensweisen zur Fortsetzung von Folgen, zur Be-
stimmung von Werten bestimmter Stellen sowie auch zur Entwicklung von Ter-
men betrachtet. Im Allgemeinen wird zwischen zwei Sichtweisen auf Folgen
unterschieden (ORTON & ORTON 1999; BERTALAN 2007b; STEINWEG
2006; BEZUSZKA & KENNEY (2008):
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= explizite Strukturierungen, bei welchen der Wert eines Folgeglieds fiir eine
gesuchte Stelle durch einen Term mit Bezug zur Stelle direkt berechnet
werden kann.

= rekursive Strukturierungen, bei welchen die Bestimmung des gesuchten
Wertes auf dem Wert des Folgevorgéngers beruht.

Zusitzlich zu diesen grundsitzlichen Sichtweisen auf Musterfolgen kann bei der
Bestimmung von Folgewerten eine weitere Strategie beobachtet werden, bei
welcher die Kinder ein proportionales Wachstum der Folge annehmen (STACEY
1989; ORTON & ORTON 1999; vgl. Kapitel 4.1.2.3), was hier im Folgenden als
Proportionalitdtsannahme bezeichnet werden soll.

Die in Kapitel 4.1.2.3 beschriebenen Vorgehensweisen finden sich in dieser Un-
tersuchung in den klinischen Interviews zum Aufgabenformat Pldttchenmuster
wieder. Die Kinder werden hier zundchst sowohl bei dem Quadratzahlen- als
auch beim L-Zahlenmuster mit der geometrisch-visualisierten Musterfolge auf
dem Arbeitsblatt konfrontiert und erhalten die Aufforderung, diese fortzusetzen.
Mit der Aufgabe, das Muster fortzusetzen, ist implizit die Anforderung verbun-
den, in den abgebildeten Musterfiguren eine Struktur zu erkennen, die es erlaubt,
Aussagen iiber die nichste, nicht sichtbare Figur zu treffen, um diese konstruieren
zu konnen. Anschlieend werden die Kinder gebeten, ihre Vorgehensweise zu
erldutern. Durch diese Bitte werden die Kinder dazu veranlasst, die erkannte
RegelmiBigkeit auszudriicken, mit dessen Hilfe sie das 4. Quadrat konstruieren.
Gefordert ist von den Kindern hier also eine Beschreibung einer erkannten Bezie-
hung zwischen den Objekten der Musterfolge beziechungsweise eine Erldauterung
der vorgenommenen Strukturierung.

An diesen Stellen kdnnen rekursive und explizite Sichtweisen mit Hilfe des epis-
temologischen Dreiecks genauer in den Blick genommen werden und die Bedeu-
tung verschiedenen Strukturierungen fiir die Verallgemeinerung und die Muster-
beschreibung der Kinder untersucht werden, sodass der folgenden Frage nachge-
gangen werden kann:

Welche Rolle spielen rekursive und explizite Sichtweisen bei der Verallgemeine-
rung mathematischer Muster?

Dazu werden zunéchst die benannten Sichtweisen aus epistemologischer Perspek-
tive dargestellt (Kapitel 6.6.1). In Kapitel 6.6.2 wird anschlieBend die Proportio-
nalitdtsannahme beschrieben. Auf diesen Ausfithrungen aufbauend wird die Be-
deutung der verschiedenen Sichtweisen auf Folgen fiir die Beschreibung der
erkannten Muster in Kapitel 6.6.3 herausgearbeitet.
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6.6.1 Explizite und rekursive Deutungen der Folgen

In den Beschreibungen der beiden gegebenen Folgen lésst sich feststellen, dass
die interviewten Kinder die Plittchenfolge auf unterschiedliche Weisen deuten
und dabei auf verschiedene Aspekte der Folge fokussieren. Die Verallgemeine-
rungen konzentrieren sich entweder auf die Objekte selbst und die ihnen inne
liegenden Strukturen in ihrer Beziehung zu ihrer Position in der Folge oder auf
die Relationen zwischen den einzelnen Figuren, also auf die Verdnderung von
Muster zu Muster. So konnen explizite und rekursive Vorgehensweisen auf eine
Verallgemeinerung unterschiedlicher Aspekte der Folge zuriickgefiihrt werden.
Dies wird in Kapitel 6.6.1.1 fiir explizite und in Kapitel 6.6.1.2 fiir rekursive
Deutungen dargelegt, wobei eine epistemologische Darstellung jeweils exempla-
risch anhand der Quadratzahlenfolge erfolgt und die Deutungen der L-
Zahlenfolge zusammenfassend beschrieben werden. AnschlieSend wird in Kapitel
6.6.1.3 der Wechsel zwischen expliziten und rekursiven Sichtweisen als Umdeu-
tungen der Folge diskutiert.

6.6.1.1 Explizite Deutungen

Quadratzahlen

Bei expliziten Deutungen der Quadratzahlenfol-
ge fokussieren die Schiilerinnen und Schiiler auf
die Beziehung zwischen den beiden Seitenldngen

der Quadrate und der entsprechenden Stelle der ¢
Musterfolge. Im Vordergrund steht dann folglich
die hier vertikal dargestellte Beziechung zwischen Quadrat 3

Figur und Figurenname. Zwei kurze Transkript-

ausschnitte von Ilias und Marcus sollen einen Abbildung 6.35: Explizite
Einblick in solche expliziten Musterdeutungen  Deutung der Quadratzah-
geben. len-Folge

Transkriptausschnitt zu Ilias Deutung des Quadratzahlenmusters

I.: Das ist die Aufgabe. Die heiflit Quadratzahlen und hier siehst du schon
ein Muster (zeigt auf die Figuren). Kannst du dir vorstellen, wie das wei-
tergeht? Wie das Quadrat vier aussehen wiirde?

Ilias: Ich finde, ahm, vier hier hin (tippt mit dem geschlossenen Stift vier-
mal in einer senkrechten Linie auf die vorgesehene Stelle fiir die Zeich-
nung von Quadrat 4.) und noch vier hier (zieht einen waagerechten Strich
an derselben Stelle) waagerecht.
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I.: Ok, kannst du das mal dann zeichnen, wie das aussehen wiirde?
llias: (Zeichnet Quadrat 4.)
I.: Mmh. Woher wusstest du das jetzt, wie das aussieht?

Ilias: Ahm (ldchelt), weil hier (zeigt auf Quadrat 2), weil bei Quadrat
zwei zwei waagerecht sind und zwei senkrecht (fahrt mit dem Stift die
Seiten des Quadrats nach). Und bei Quadrat drei, mhh, da sind drei, da
zeigen drei nach rechts und nach oben (fé@hrt mit dem Stift die Seiten des
Quadrats nach,).

I.: Mmh. Ok, ja super.

Ilias: Also drei mal drei.

Transkriptausschnitt zu Marcus Deutung des Quadratzahlenmusters

I.. Vielleicht kannst du dir das schon mal angucken und iiberlegen,
wie das weitergehen konnte.

M.: Joa.

.. (Holt Plittchen und legt sie vor Marcus auf
den Tisch) [...]

M.: (Zeichnet Quadrat 4.)
I.: Mmh. Ok. Wie hast du das jetzt gemacht?

Quadrat 4
Abbildung 6.36: Marcus
M.: Ich hab mir einfach die anderen angeguckt,  Zeichnung der 4. Figur der
da hab ich gesehen, da wird das immer auf jeder =~ Quadratzahlen-Folge
Seite so wie die Zahl hinterm Wort Quadrat ist.

Die Transkriptausschnitte der beiden Schiiler zeigen, wie eine Strukturierung der
gegebenen Figuren durch das Herstellen einer Beziehung zwischen den beiden
Seiten des Quadrats entsteht und diese wiederum in Beziehung zu dem Namen
der Figur, also zur Stelle der Musterfolge gesetzt wird. Ilias gibt als Begriindung
fiir seine Konstruktion von Quadrat 4 an, dass er bei Quadrat 2 jeweils eine Sei-
tenlénge von 2 erkennen kann und bei Quadrat 3 eine Seitenlédnge von 3 (vgl. Ep.
D. 6.13). Zusétzlich erkennt er die Operation 3-3 in der Anordnung der Quadrate
des dritten Folgeglieds. Hieraus schlieft er, dass auch bei Quadrat 4 eine solche
Beziehung zwischen dem Namen der Figur und der Seitenlédnge bestehen muss. In
Marcus Formulierung, ,,da wird das immer auf jeder Seite so wie die Zahl hin-
term Wort Quadrat ist*, wird die erkannte Beziehung noch deutlicher, da er die
Abhéngigkeit (,immer so wie) der Seitenldnge (,,das*) von der Stelle (,,die Zahl
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hinterm Wort Quadrat®) hier explizit und auf sehr allgemeiner Ebene beschreibt
(vgl. Ep. D. 6.14).
Epistemologisches Dreieck 6.13: Ilias Deutung des Quadratzahlen-Musters

Referenzkontext Zeichen

4 N 7 N

Quadrat 2:
2 waagerecht und 2 senkrecht

Quadrat 3: s
3 nach rechts und 3 nach oben D

Quadrat1  Quadrat 2 Quadrat 3

- /o J
S e

Begriff
[ Struktur der Quadratzahlen ]

Epistemologisches Dreieck 6.14: Marcus Deutung des Quadratzahlen-Musters

Referenzkontext Zeichen

4 N 7 N

Die Anzahl der Plittchen auf
jeder Quadratseite ist gleich
der Zahl hinter dem Wort <« D
.Ouadrat".

Quadrat1  Quadrat 2 Quadrat 3

" AN J
S e

Begriff
[ Struktur der Quadratzahlen ]
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L-Zahlen ]

Bei expliziten Deutungen beschreiben die Schiilerinnen —
und Schiiler meist das Erkennen von zwei gleichlangen
Seiten ,senkrecht‘, wie auch ,waagerecht® (vgl. Abb. I |
6.37). Dabei wird das Plattchen an der linken unteren

Ecke des Musters entweder direkt in beide zu verglei- t
chenden Seitenlédngen mit einbezogen oder aber beides
mal auBer Acht gelassen und separat betrachtet und L2

benannt (z.B. als ,,Stiitzpunkt). Andere Kinder zerlegen
die Figur in zwei unterschiedlich grofle Teilstiicke, —
indem sie das Plittchen in der linken unteren Ecke ent-
weder in die waagerechte oder senkrechte Plittchenrei- | |
he einbeziehen. Auch hier wird, wie bei dem Quadrat-

zahlenmuster, eine Beziehung von Strukturen innerhalb

der Muster betrachtet und diese dann mit der zugehori- t

gen Stelle der Musterfolge in Beziechung gesetzt. L2

(vgl. z.B. Transkript Thorsten, Kapitel 6.1.1) Abbildung 6.37: Explizite

Deutung der L-Zahlen-Folge

Bei expliziten Strukturierungen betrachten die Schiilerinnen und Schiiler Bezie-
hungen zwischen Teilstiicken (bzw. Teilaspekten wie die Seitenldngen des Quad-
rats) innerhalb einer Figur und setzen diese wiederum in Beziehung zu der Stelle
der Figur in der Musterfolge.

6.6.1.2 Rekursive Deutungen

Quadratzahlen

Bei rekursiven Musterdeutungen fo-
kussieren die Kinder auf die Bezie-
hungen zwischen den einzelnen Mus-
terfiguren. So betrachten sie den Zu-
wachs von Muster zu Muster und be-

schreiben, wie"die Objekte jeweils aus Abbildung 6.38: Rekursive Deutung der
den Folgevorgéngern entstehen. Quadratzahlen-Folge

L]




222 6 Ergebnisse

Bei dieser horizontalen Blickrichtung
verallgemeinern Kinder die Veréinde-
rungen, die sie von Muster zu Muster
erkennen, wie anhand des folgenden
Transkriptausschnitts von Timo ver-
deutlicht werden soll.

Abbildung 6.39: Deutung des Zu-
wachses bei der Quadratzahlen-Folge

Transkriptausschnitt zu Timos Deutung des Quadratzahlenmusters

I.: Kannst du dir das Muster mal angucken und iiberlegen, wie das Quad-
rat 4 wohl aussehen konnte (zeigt auf die vorgesehene Stelle fiir Quadrat
4)?

T.: (iiberlegt 12 Sekunden und zeichnet dann Quadrat 4.)
I.: Ok, woher wusstest du das jetzt, wie das wohl weitergeht?

T.: Weil hier kommt immer oben eins dran und an der Seite eins dran
(zeigt erst iiber und dann rechts neben Quadrat 1). Und dann haben wir
hier das (zeigt auf Quadrat 2). Und dann haben wir das hier (umkreist mit
dem Stift ein 2-2-Quadrat innerhalb von Quadrat 3) und dann kommt da
wieder eine Linie dran (fdhrt mit dem Stift den Winkel bei Quadrat 3 (vgl.
Abb. 6.39 nach). Dann haben wir das hier (umkreist ein 3-:3-Quadrat in-
nerhalb des gezeichneten Quadrat 4) und dann muss ich da wieder eine
Linie dran tun (fdhrt mit dem Stift den Winkel bei Quadrat 4 nach).

Zunichst beschreibt Timo, dass er von der ersten Musterfigur zur zweiten einen
Zuwachs von jeweils ,eins‘ nach oben und nach rechts erkennt. Es ist zu vermu-
ten, dass er hiermit nicht jeweils ein Quadrat, sondern eine hinzukommende Rei-
he bezeichnen mochte. Die Verdnderung zwischen den Figuren beschreibt er als
ein Hinzukommen und verweist anschlieBend auf das Quadrat 2 als Figur, die
sich aus Quadrat 1 und den hinzukommenden Pléittchen ergibt. Ahnlich be-
schreibt er die Verdnderung zwischen der zweiten und dritten Musterfigur, wobei
er den Zuwachs nun mit dem Begriff ,Linie‘ bezeichnet (vgl. Ep. D. 6.15). Da
sich der hinzukommende Winkel als verallgemeinerbare Beziehung zwischen
allen Musterfiguren erkennen lésst, schliet Timo, dass auch zur Konstruktion
von Quadrat 4 nun ein solcher an Quadrat 3 angefiigt werden muss. In Timos
Beschreibungen ist der rekursive Charakter der Beziehungsherstellung deutlich
erkennbar, da er jeweils durch Einkreisen mit dem geschlossenen Stift den Vor-
ginger der Musterfolge in jedem Objekt sichtbar macht.



6.6 Die Rolle von expliziten und rekursiven Sichtweisen bei der Verallgemeinerung 223

Epistemologisches Dreieck 6.15: Timos Deutung des Quadratzahlen-Musters

Referenzkontext Zeichen

4 N N

Jeweils oben
und an der Seite
eine ,Linie*
mehr.

< CiE]

Quadrat1  Quadrat 2 Quadrat 3

- \ J
N e

Begriff
[ Struktur der Quadratzahlen ]

Eine solche rekursive Musterdeutung muss nicht immer auf rein geometrischer
Ebene geschehen. In den Interviews wurden auch rekursive Deutungen auf arith-
metischer Ebene festgestellt, wie es bei Johanna (Kapitel 6.5.1) der Fall ist. Sie
beschreibt den Zuwachs nicht als hinzukommenden Winkel, sondern als ungerade
Differenzen, welche die Verdanderung von Muster zu Muster ausmachen (,,dann
kam 5, dann kam 7, dann kam 9 und dann kam das dann weiter*).

L-Zahlen

Bei der Musterfolge der L-Zahlen erkennen die Kinder auf
arithmetischer Ebene eine Differenz von 2. Geometrisch
beschreiben sie, dass an den beiden Enden der Figuren
jeweils ein Plattchen hinzukommt. So fiithren sie aus, dass
sie zur Konstruktion der vierten Figur ebenfalls das Hinzu-
fligen von zwei Plittchen an den Enden vornehmen miissen.

Wie bei dem Quadratzahlenmuster —
lasst sich der rekursive Charakter in B [
der horizontalen Betrachtungsweise
ausmachen, in welcher die Kinder
auf die Beziehungen zwischen den < [ ] [ | |
Folgegliedern fokussieren und den

Zuwachs von Muster zu Muster  Abbildung 6.40: Rekursive Deutung der L-
erkennen und benennen. Zahlen-Folge

<>
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Rekursive Musterstrukturierungen beruhen auf Beziehungen, die bei der Deutung
der gegebenen Musterfolge zwischen den Figuren hergestellt werden. Sie kon-
zentrieren sich auf Verdnderungen zwischen den Objekten. Dadurch wird der
Zuwachs der Plattchen von Figur zu Figur erkannt und entsprechend verallgemei-
nert.

6.6.1.3 Der Wechsel zwischen den Sichtweisen als Umdeutung der Folge

Die unterschiedlichen Verallgemeinerungen der Musterfolge basieren auf ver-
schiedenen Fokussierungen in der Deutung der in der Aufgabe gegebenen Zei-
chen. Wéhrend die Betrachtung von Beziehungen innerhalb einer Figur und der
zugehorigen Stelle zu expliziten Strukturierungen fiihrt, entstehen rekursive Ver-
allgemeinerungen durch die Herstellung von Beziehungen zwischen den Figuren
und der Betrachtung der jeweiligen Verdnderung. Dabei diirfen die hier beschrie-
benen Sichtweisen nicht als sich gegenseitig ausschlieBende Deutungen verstan-
den werden. Es ist durchaus moglich, dass bei der Deutung der Zeichen Bezie-
hungen auf verschiedenen Ebenen erkannt werden, diese aber nicht alle verallge-
meinert und fiir die Bewéltigung der nachfolgenden Anforderungen genutzt und
expliziert werden.

Eine explizite oder rekursive Betrachtungsweise der Musterfolge darf hier nicht
als eine dem Kind zugeordnete Priaferenz oder sogar Kompetenz missverstanden
werden. Wird visuelle Wahrnehmung als konstruktiver Prozess verstanden, so
kann die Strukturierung mathematischer Muster als eine situierte Deutung gese-
hen werden, die auf unterschiedlichen Ebenen geschehen kann (SOBBEKE
2005).

In der Analyse der Untersuchungsdaten wird deutlich, dass die Deutung der Folge
im Aufgabenformat Pldttchenmuster stark von der gegebenen Anforderung der
jeweiligen Aufgabenteile abhingt. So zeigt sich, dass viele Kinder eine Umstruk-
turierung der Musterfolge vornehmen, wenn sich die Anforderung von einer Fort-
setzung des Musters in eine Anzahlbestimmung der bendtigten Plittchen dndert.
Besonders auffillig ist dieser Effekt beim Quadratzahlenmuster. Mit Ausnahme
von Johanna (Kapitel 6.5.1) wechseln alle Kinder, welche eine rekursive Heran-
gehensweise zur Fortsetzung der Quadratzahlen nutzen, anschliefend bei der
Anzahlbestimmung der benétigten Pliattchen der ersten zehn Folgeglieder zu einer
expliziten Sichtweise. Zusdtzlich kann auch innerhalb einer Betrachtungsweise
eine Umdeutung bei der wechselnden Fragestellung beobachtet werden. Dazu sei
an dieser Stelle an die Interviewszenen des Schiilers Thorsten erinnert (Kapitel
6.1.1), welcher zunéchst zur Konstruktion des 4. Folgeglieds das L-Zahlenmuster
in zwei gleich groBe Teilfiguren zerlegt und das Quadrat in der linken unteren
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Ecke so doppelt betrachtet. Bei der Bestimmung der Plattchenanzahlen der ersten
zehn Folgeglieder dndert er dieses Vorgehen und nimmt eine Umstrukturierung
des Muster vor, indem er das doppelt betrachtete Quadrat den senkrecht iiberei-
nanderliegenden Pléttchen zuordnet und das zweite Teilstiick um dieses Quadrat
verkleinert, sodass er zu zwei unterschiedlich gro3en Teilfiguren gelangt.

6.6.2 Proportionalititsannahme

Nachdem die Schiilerinnen und Schiiler die Pldttchenanzahlen fiir die Folgeglie-
der eins bis zehn bestimmt haben, werden sie in der nidchsten Aufgabe des Ar-
beitsblattes aufgefordert, die Anzahlen fiir die 20. und 100. Musterfigur herauszu-
finden und sich noch weitere Folgeglieder auszusuchen, fiir welche sie die Platt-
chenanzahl bestimmen mochten (Kapitel 5.2.2.1). Kinder, die eine rekursive
Strukturierung erkannt und zur Anzahlbestimmung genutzt haben, erhalten an
dieser Stelle Schwierigkeiten, da sich die Anzahl der 20. bzw. 100. Figur nicht
ohne erheblichen Aufwand rekursiv herleiten 14sst. In der Untersuchung zeigt
sich, dass alle Kinder dann dazu {ibergehen, ein proportionales Wachstum der
Pléattchenanzahl anzunehmen.

Die Kinder werden im Interview an diesen Stellen aufgefordert, ihr Vorgehen zu
begriinden. Dabei stellt sich heraus, dass die Schiilerinnen und Schiiler Beziehun-
gen zwischen den Zahlen 10, 20 und 100 zur Begriindung heranziechen. Mit Hilfe
des epistemologischen Dreiecks lédsst sich erkennen, dass diese neuen Beziehun-
gen einen weiteren Referenzkontext darstellen, der von den Kindern nicht in
Verbindung mit den zuvor erkannten Strukturen gebracht wird. Zur Verdeutli-
chung soll hier exemplarisch ein Interviewausschnitt der Schiilerin Johanna ana-
lysiert werden. Der hier betrachtete Transkriptausschnitt setzt nach der bereits
beschriebenen Szene in Kapitel 6.5.1 ein, in welcher Johanna die Plattchenanzah-
len der Quadrate 1 — 10 bestimmt. Als die Interviewerin die zweite Tabelle des
Arbeitsblatts einfiihrt, gibt Johanna direkt die Antwort ,200° als Plattchenanzahl
fir Quadrat 20 an.

Transkriptausschnitt zu Johannas Proportionalitiitsannahme

J.: Zweihundert sind das dann. Weil zehn plus zehn sind ja zwanzig (zeig?
auf die zehn in der oberen Tabelle, dann auf die 20 in der unteren) und
das sind dann zweihundert.

I.: Mmh.
J.: (Trégt die 200 in die Tabelle ein.)

1.: Bist du dir sicher, dass man das machen darf?
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J.: (Nickt.)

I.: Ja? Wieso?

J.: Mache ich auch in meiner Mathearbeit (lacht).
I.: Ach so, ok (lacht zuriick).

J.: Rechne ich immer das was da ist.

I

.- Mmh. Mhh und kannst du nochmal genau sagen, warum du das so ge-
macht hast?

J.: Weil es. Weil das ja zehn sind und das sind zwanzig und von zwanzig
ist, zehn ist die Halfte von zwanzig (zeigt abwechselnd auf die 10 und die
20 in den Tabellen).

I.: Mmh.

J.: Und dann muss man einfach nur hundert plus hundert das sind also
zwanzig und dann hat man daraus zweihundert.

I.: Ach so.
J.: Einfach das Doppelte rechnen (zeigt von der 10 auf die 20).
I.: Ok.

J.: Dann bei hundert ist das auch einfach. Das sind ja zehn muss man
noch eine Null dran hidngen, das sind ja dann ja hundert (zeigt auf die 10
und auf die 100). Und das sind dann eintausend. Weil ich da dann dran ja
die Null dran hénge.

I.: Mmh. Ok. Aber miisste das dann nicht auch hier funktionieren (zeig?
auf die zwei in der oberen Tabelle)? Also bei zwei zum Beispiel, da ist
vier das Doppelte.

J.: Mhmbh (schiittelt den Kopf). Bei den nicht, weil das sind ja immer zwei
mehr. Dann kann man bei vier plus &hm ja plus zwolf das sind dann ja
sechzehn. Das geht nicht, wenn ich vier plus vier rechne ist das die Halfte
von dem. (Zeigt abwechselnd immer auf die Zeilen der Quadrate 2 und 4
in der oberen Tabelle.)

I.: Mmh. Und warum funktioniert das hier nicht? Also.

J.: Weil, ja weil da (zeigt auf die obere Tabelle) immer zwei mehr sind
und nicht immer das Doppelte. Da sind zwei mehr, nicht immer, wie eins
— da kommt dann nicht zwei mehr. Da sieht man, dass das sind, das sind
drei mehr (zeigt auf Quadrat 1 und 2). Und dann miissteste ja. Da ist dann
wieder zwei mehr und da ist das dann auch (zeigt auf Quadrat 4).
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I.: Mmh. Und warum funktioniert dass dann auf einmal da (zeigt auf die
untere Tabelle)?

J.: (Atmet tief ein und lacht) Weil} ich irgendwie auch nicht. Ja, dhm,
weil, wie soll ich das jetzt sagen? Weil das ja die Hilfte ist. Und wenn
man das dann. Weil das ja was ganz anderes ist.

I.: Mhh. Warum?

J.: Weil das sind ja zwanzig Quadrate und da hab ich dann zehn. Das ist
dann das Doppelte, weil da hab ich dann einfach nochmal zehn. Und nicht
wie die zweli, jetzt hab ich noch zwolf (zeigt auf die 2 in der oberen Ta-
belle), sondern da hast du wieder zehn.

I.: Mmh. Das habe ich noch nicht so ganz verstanden, das musst du mir
nochmal genauer erkléren.

J.: Wenn du hier zehn hast, ne (zeigt auf die 10)?
I.: Mmh.

J.: Und da zwanzig (zeigt auf die 20) und da dann die vier (zeigt auf die
vier in der oberen Tabelle bei Quadrat 2) und da die sechs (zeigt auf die
16 bei Quadrat 4). Dann geht das nicht, weil immer zwei mehr kommen.
Das sind dann zwdlf, wenn man drei Spriinge macht (zeigt auf die Spalte
2, 3 und 4). Und da (zeigt auf die 10) ist das dann einfach, ganz einfach
das ist ja das Doppelte (zeigt auf die 20). Dann sind das ja zehn mehr
(zeigt auf die zehn und nochmal auf die 20). Und nicht das Doppelte, also
jetzt nicht wie da (zeigt auf die obere Tabelle). Sondern es ist genau das
Doppelte. Und dann braucht man auch von dem was man gerechnet hat
auch nur das Doppelte hinschreiben.

I.: Mmh.

J.: Ist ganz einfach. Nur bei hier, bei der zehn, da muss man ja die Null
dranhdngen, dann hat man ja schon hundert (zeigt auf die 100 in der unte-
ren Tabelle). Dann muss man da noch eine Null dranhéngen, hingen wir
eigentlich da dran. Dann hat man eine Eintausend.

I.: Ok. Ah, ok.

J.: Ist kompliziert, aber ist richtg,
I.: Ok, na gut.

J.: (Fiillt die Tabelle aus).
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Johannas Proportionalititsannahme

Johanna benennt direkt zu Beginn der Aufgabe die Losung 200 als Pléttchenanz-
ahl von Quadrat 10. Als Begriindung gibt sie an, dass zehn plus zehn zwanzig ist
und zehn somit die Hélfte von 20. Aus diesem Grund kdnne sie zur Bestimmung
der Plittchenanzahl ,,einfach das Doppelte rechnen. Ahnlich geht sie dann auch
bei Quadrat 100 vor, wobei sie hier die Multiplikation mit dem Faktor 10 durch
das Anhdngen einer Null als benétigte Handlung beschreibt. In beiden Fillen
nutzt Johanna folglich Rechnungen, die bei einer proportionalen Beziehung zwi-
schen Musterstelle und Pléttchenanzahl mit dem Proportionalitétsfaktor 10 mog-
lich wiren. Die Interviewerin versucht Johanna daraufhin in einen kognitiven
Konflikt zu bringen, indem sie ihr eine Stelle (Quadrate zwei und vier) aufzeigt,
in der die von Johanna benannte proportionale Struktur nicht gilt. Dies stellt fiir
die Schiilerin allerdings keinen Konflikt dar. Stattdessen erklirt sie der Intervie-
werin, dass die unten angewendete Rechnung, einfach das Doppelte zu nehmen,
fiir die obere Tabelle nicht gilt, weil oben ,;ja immer zwei mehr” sind. An dem
von der Interviewerin benannten Beispiel zeigt sie auf, dass eine Annahme von
Proportionalitit hier auszuschlieBen ist, da die Differenz zwischen 4 (bei Quadrat
2) und 16 (bei Quadrat 4) hier 12 betrdgt und durch Verdoppeln der vier anstelle
der 16 nur die Halfte von 16 erreicht werden wiirde (vgl. Abb. 6.41).

Quadrat | 1 2 10

3 7O ] 7 8 | 9
Anzahl 1 _Lj: _55__/[6'9.5,3.6 Li@ 6"!8?'/ 109’

Abbildung 6.41: Johannas ausgefiillte Tabelle 1 des Arbeitsblatts Quadratzahlen I

Erkldarend filigt sie nun den Unterschied der Struktur in der oberen und unteren
Tabelle hinzu, indem sie auf die in der Folge beschriebene rekursive Strukturie-
rung verweist: ,,Weil, ja weil da (zeigt auf die obere Tabelle) immer zwei mehr
sind und nicht immer das Doppelte.“ AnschlieBend fiihrt sie aus, weshalb im
oberen Muster keine proportionale Struktur zu erkennen ist, sondern stattdessen
der Zuwachs regelmiBig um zwei zunimmt. Als sie erkldren soll, warum sie aber
in der unteren Tabelle anders rechnen kann, gibt sie explizit an, dass die untere
Tabelle eine neue Situation fir sie darstellt, die mit der oberen Tabelle nichts zu
tun hat (,,weil das ja was ganz anderes ist®). Als Begriindung stellt Johanna noch
einmal ausfiihrlich die den Tabellen zugrunde liegenden Sachverhalte dar. In der
oberen Tabelle gibt es einen bestimmbaren Zuwachs zwischen den Musterfiguren
(hier Spriinge), welcher von Muster zu Muster immer um zwei gréfler wird. Zur
Bestimmung der Anzahlen sind der Vorginger des Musters und die Verdnderung
hinzuzuziehen (Ep. D. 6.16). In der unteren Tabelle hingegen erkennt Johanna
keine ,Spriinge‘ und somit auch keinen bestimmbaren Zuwachs zwischen den
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Musterfiguren. Stattdessen werden hier die Beziehungen ,das Doppelte® bzw.
,eine Null dranhéngen‘ zwischen den Zahlen erkannt (Ep. D. 6.17). Diese Bezie-
hungen fiihren sie dazu, einen neuen Kontext heranzuziehen und die untere Ta-
belle vor dem Kontext der Zahlbeziehungen zu deuten, was schlieBlich zu der
Proportionalitdtsannahme fiihrt.

Epistemologisches Dreieck 6.16: Johannas Deutung der Quadratzahlenfolge

Referenzkontext Zeichen

4 N N

Spriinge, Zuwachs
(wéchst immer um zwei) [E]
<> | Quedrat! Quedrat 2 Quadrat 3 Quadrat 4
Quaret] 1 | 2 [ 3] 416567 [8[9][N0
mki [ 1[4 [ & [1612513414K 64 91(108

. J
N e

Begriff
[ Struktur der Quadratzahlen ]

Epistemologisches Dreieck 6.17: Johannas Deutung der Beziehungen in der Tabelle

Referenzkontext Zeichen
20 ist das Doppelte von 10 Quiat] 1 [2 [3 4[5 678910
100 ist das Zehnfache matl [ 1[4 [ &[4612513414%1 49 9110

(eine Null drangehéngt) von 10.

<> | |Quadrat __20_ A 000 ‘L@@J_Q_G_OG _H'_Qde_l
(Al | 208 | 710061 0008 10 Cdoa 408 |

\. AN J
™ e

Begriff
[ Beziehungen der Zahlen in der Tabelle ]
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Proportionalitdtsannahmen finden besonders héufig dann statt, wenn Kinder eine
Strukturierung vorgenommen haben, die auf rekursive Aspekte der Musterfolge
fokussiert, da eine schnelle Anzahlbestimmung auf Grundlage der rekursiven
Vorgehensweise nicht direkt moglich ist. Sie konnen jedoch auch bei einer expli-
ziten Musterstrukturierung auftreten und stehen dann ebenfalls als weiterer Refe-
renzkontext unabhingig von der ersten Vorgehensweise zur Verfligung, um die
Pléattchenanzahl groBer Musterfiguren zu bestimmen. Im Folgenden sollen die
Arbeitsblétter von Timo aufzeigen, wie zwischen expliziter Musterstrukturierung
und Proportionalitdtsannahme hin- und hergewechselt werden kann.

Auch Timo, der sowohl im Quadratzahlen- als auch im L-Zahlenmuster bei der
Anzahlbestimmung der Musterfiguren eins bis zehn eine explizite Struktur nutzt
(vgl. Kapitel 6.4.1), legt seinen Berechnungen der Plittchenanzahlen spéter teil-
weise einen proportionalen Zusammenhang zugrunde. So berechnet er jeweils die
20. und 100. Stelle durch Verdoppeln bzw. Verzehnfachen der Anzahl des 10.
Musters. Wie bei Johanna, versucht die Interviewerin auch hier, den Schiiler
durch einen Verweis auf die Beziechung zwischen dem 2. und 4. Quadrat, in einen
kognitiven Konflikt zu bringen, aber auch Timo begriindet seine Vorgehensweise
standhaft und zweifelt nicht an der Moglichkeit, die Plattchenanzahlen auf diese
Art bestimmen zu kdnnen. Interessanterweise wechselt der Schiiler jedoch plotz-
lich selbststindig zu einer anderen Vorgehensweise und bestimmt die Anzahlen
des 30., 50. und 80. Musters, indem er die erkannte explizite Struktur nutzt, wie
an seinen hier dargestellten schriftlichen Losungen ersichtlich ist.

Timos Losungen zum Quadratzahlenmuster

Quadrat | 1 2 3 4 5 -] 7 8 9 10
anzchl | 1 | 4 [ 91176[26(36[49[6%] &87]100

2*) Suche dir selbst aus, fiir welche Quadrate du die Anzahlen bestimmen
méchtest. Fiille die Tabelle aus.

Quadrat 20 100 30 50 2@
Anzahl 200 | 1000 660 2500 | 6400

(Anmerkung: im Interview ist erkennbar, dass Timo beim 30. Quadrat 3-3=6 rechnet und
deshalb auf das Ergebnis 30-30=600 kommt)

Abbildung 6.42: Timos ausgefiillte Tabellen des Arbeitsblatts Quadratzahlen I
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Timos Losungen zum L-Zahlenmuster

1) Fiille die Tabelle aus. Du kannst die Anzahl herausfinden, indem du baust,
zeichnest oder rechnest.

R e T ) - I R - o G N e~ - | - P e S
[Anzant | 3 | 2 [ & | § [AT[ 3| 45 | 9 [4d | =F |
= 2% 21 a7

2%) Suche dir selbst aus, fiir welche L du die Anzahlen bestimmen méchtest.
Fiille die Tabelle aus.

L | e | wmm | =0 | 50 P |
LAnzahI ‘ de | 2306 | 61 | 101 ‘161 |

Abbildung 6.43: Timos ausgefiillte Tabellen des Arbeitsblatts L.-Zahlen I

Timo nutzt jeweils fiir die 20. und 100. Musterfigur eine Eigenschaften eines
proportionalen Wachstums, um die Pléittchenanzahlen zu bestimmen. Fiir die
freien Zellen wihlt er sowohl bei den Quadratzahlen als auch bei den L-Zahlen
die Zahlen 30, 50 und 80 aus. Hier nutzt er spontan wieder seine explizite
Musterstrukturierung. Es ist nicht eindeutig erkennbar, aus welchen Griinden
Timo gerade bei Quadrat 30 bzw. L 30 seine Strategie wechselt. Es kann
vermutet werden, dass die 30 sich nicht so leicht wie die 20 oder 100 durch
Verfielfachen der 10 ableiten ldsst, da Timo eine Multiplikation mit drei nicht
geschickter als die Addition 30+31 erscheint. Es kann aber festgehalten werden,
dass fiir Timo hier die erkannten Strukturen der Musterfolge und die Annahme
von Proportionalitidt zwei gleichberechtigte Referenzkontexte zu sein scheinen,
zwischen denen er wihlen kann.

Wie in den Beispielen von Johanna und Timo exemplarisch verdeutlicht, bietet
die Proportionalititsannahme den Kindern einen weiteren Referenzkontext, der
gleichberechtigt neben den zuvor genutzten Musterstrukturierungen zur
Anzahlbestimmung herangezogen wird. Dieser entsteht durch eine neue Deutung
der auf dem Arbeitsblatt gegebenen Zeichen in den Tabellen und dem dortigen
Erkennen von Zahlbeziehungen (wie z.B. ,das Doppelte‘) und wird nicht in
Verbindung mit den zuvor erkannten Strukturen gebracht. Die Proportionalitits-
annahme erweist sich in den Interviews als &uflert standhaft. Einige Kinder
reagieren auf kognitive Konflikte, wenn ihnen aufgezeigt wird, dass der von
ihnen genutzte ,Rechentrick® nicht fiir die ersten bereits berechneten
Folgeglieder in der ersten Tabelle gilt. Andere sind von der Berechtigung dieses
Referenzkontexts auch noch nach dem Nachlegen entsprechender Musterfiguren
oder unterschiedlichen Ergebnissen nach verschiedenen Vorgehensweisen
iiberzeugt.
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6.6.3 Die Bedeutung verschiedener Musterstrukturierungen fiir die
Verallgemeinerung

In der Analyse der Untersuchungsdaten lassen sich beim Aufgabenformat
Plittchenmuster besondere Aspekte der Musterverallgemeinerung herausarbeiten,
die in diesem Aufgabenformat durch den funktionalen Charakter der Musterfolge
entstehen. Dies bietet den Kindern die Moglichkeit, die geometrisch-visualisierte
Musterfolge aus verschiedenen Blickwinkeln zu betrachten. Schiilerinnnen und
Schiiler, die das Muster mit einer expliziten Betrachtungsweise deuten,
verallgemeinern die den einzelnen Objekten innenliegende Struktur und die
Beziehung des Objektes zur Stelle der Musterfolge. Bei einem rekursiven Fokus
verallgemeinern die Kinder den Zuwachs und die Beziehung zwischen den
Objekten der Musterfolge.

Die beiden vorgestellten Deutungsweisen beinhalten verschiedene Stirken und
Schwierigkeiten beziiglich der Beschreibung der erkannten Muster. Stellt das
rekursive Vorgehen, wie oben beschrieben, die Herstellung einer Beziehung
zwischen den Figuren der Musterfolge her, so stehen die Kinder vor der
Anforderung, die betrachteten Objekte — also die Stellen der jeweiligen
Musterfiguren — zu benennen und in Beziehung zueinander zu setzen. Dies ist
eine sehr anspruchsvolle Aufgabe, wie Danielas Beschreibung des L-
Zahlenmusters verdeutlicht.

Lh «ess voa den J[L” c/mf‘qc.H
ol% ﬂﬂflsptecf}?enc}f’e ZAY
a
AD2ighen and /P ) gen

@orm  [etefe
! h a
" ffﬁ@é\o(\c 0/"-13(

AT L
Abbildung 6.44: Danielas Beschreibung des L-Zahlenmusters

In ihrer Beschreibung erldutert Daniela zunéchst, wie sie den Zuwachs bestimmt,
indem sie die Differenz zwischen der betrachteten und der jeweils nachfolgenden
Musterfigur bildet. Diesen (konstanten) Zuwachs (,die {ibrigen‘) muss sie nun
zum Vorgéinger der Musterfolge addieren, um die Anzahl fiir die betrachtete
Musterfigur herausfinden. Daniela gelingt es hier, die verwendeten Stellen mit
den Wortern ,das letzte Ergebnis‘ fiir den Folgevorginger, ,die entsprechende
Zahl® fiir das zu betrachtende Folgeglied und das , ,,L“ danach® fiir den Fol-
genachfolger zu beschreiben, ohne sich auf ein Beispiel beziehen zu miissen. Da
dies eine hohe sprachliche Anforderung ist, verzichten viele Kinder ganz auf die
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Benennung der Objekte. So gelingt es wiederum bei einer rekursiven Vorge-
hensweise sehr leicht, den reinen Zuwachs zu beschreiben, ohne auf die verdnder-
lichen Komponenten des Musters einzugehen. Johannas Beschreibung des L-
Zahlenmusters kann dies exemplarisch verdeutlichen.

(CA L)@LJ'{ 2 0/?‘6/1 3%6&1\‘.’#29,/_

Abbildung 6.45: Johannas Beschreibung des L-Zahlenmusters

Ahnlich wie Johanna sprechen einige Kinder von dem Zuwachs mit Ausdriicken
wie beispielsweise ,da kommen immer zwei dazu‘ oder ,es werden immer zwei
mehr (an den Enden)‘.

Ein explizites Vorgehen ermoglicht es, die Anzahl von benétigten Pléttchen auch
bei hohen Stellen der Musterfolge geschickt und schnell zu berechnen. Bei der
Beschreibung der erkannten Musterstrukturierung miissen keine Beziehungen
zwischen den einzelnen Folgegliedern beschrieben und daher auch nicht bezeich-
net werden. Stattdessen wird hier eine Figur meist in Teilstiicke zerlegt (z.B. bei
L-Zahlen meist die waagerecht und senkrecht angeordneten Plattchen) oder aber
eine bestimmte Anzahl von nebeneinanderliegenden Pléttchen betrachtet (z.B. die
,Seitenldnge‘ eines Quadrats). Dazu ist es jedoch notwendig, der Kommunikati-
onspartnerin bzw. dem Kommunikationspartner mitzuteilen, welche Plattchen
betrachtet werden oder in welche Teilstiicke das Muster zerlegt wird. Dies kann
z.B. mit Hilfe von Raum-Lage-Beziehungen geschehen. Zusitzlich miissen Be-
ziehungen zwischen den Teilstlicken oder betrachteten Plattchen ausgedriickt und
in Relation gesetzt werden, wie die beiden unteren Schiilerdokumente veran-
schaulichen.

LB %00+504

Abbildung 6.46: Marcus Beschreibung des L-Zahlenmusters

Marcus stellt die erkannte Beziehung der Teilstiicke, in die er das L-
Zahlenmuster gegliedert hat, mit Hilfe eines Beispiels und dessen Kennzeich-
nung als solches dar.
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Anja beschreibt die Beziehung mit Hilfe von Wortvariablen.

Die 2l 4y 4o mmavrh AF + A Qechnen ung

e ksl

Abbildung 6.47: Anjas Beschreibung des L-Zahlenmusters

Dabei bezieht sie sich auf die Zahl in der Tabelle als Bezugspunkt. Diese veréin-
derliche Zahl muss mit eins addiert werden und anschlieend noch einmal mit
sich selbst. Anja schafft es, durch die Formulierung ,die eigene Zahl‘ einen Ver-
weis zu erzeugen, der die Beziehung zwischen den beiden Teilstiicken angibt.

Gelingt der Verweis nicht, so bleiben wichtige Informationen iiber die
Musterstrukturierung unklar, so wie bei Anjas Beschreibung des Quadratzahlen-
musters, bei dem sie natiirlich nicht alle Quadrate zdhlt, sondern nur eine Seite
des Quadrats und diese mit sich selbst multipliziert.

e Quacdalon solie nd + Hof ufne
Abbildung 6.48: Anjas Beschreibung des Quadratzahlenmusters

Gehen die in der Untersuchung teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler bei der
Bestimmung der Plittchenanzahl von einem proportionalem Wachstum aus, so
versuchen sie nicht, dieses Vorgehen fiir die geforderten Beschreibungen auf dem
2. Arbeitsblatt zu verallgemeinern. Stattdessen gehen sie dazu iiber, ihr rekursives
Vorgehen der ersten beiden Aufgabenteile zu beschreiben. Die Kinder schaffen es
bei dieser Vorgehensweise auch nicht, einen Term (,Rechenregel) anzugeben, so
wie er auf dem zweiten Arbeitsblatt jeweils gefordert ist. Im Interview wurden
die Schiilerinnen und Schiiler in diesem Fall gebeten, ihr Vorgehen noch einmal
miindlich zu beschreiben.

6.6.4 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Welche Rolle spielen rekursive und explizite Sichtweisen bei der Verallgemeine-
rung mathematischer Muster?

Aus epistemologischer Perspektive lassen sich diese unterschiedlichen Sicht-
weisen als verschiedene Fokussierungen in den Deutungen der geometrisch-
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visualisierten Folge verstehen. Dabei diirfen explizite und rekursive Vor-
gehensweisen nur als situative Deutungen aufgefasst werden, nicht als
Priaferenzen oder Kompetenzen einzelner Kinder. Dies wird z.B. deutlich, wenn
die Schiilerinnen und Schiiler im Verlauf der Aufgabenstellungen Umstruk-
turierungen des erkannten Musters vornehmen und so von einer rekursiven zu
einer expliziten Perspektive wechseln. Als ein interessantes, zu beobachtendes
Phédnomen nehmen einige Schiilerinnen und Schiiler wihrend der Bestimmung
der Plittchenanzahl einzelner Musterfiguren spontan ein proportionales Wachs-
tum der Musterfolge an. Diese Proportionalitdtsannahme nimmt in der Entwick-
lung und Verallgemeinerung der Musterstrukturierung eine Sonderrolle ein, da sie
als ein neuer Referenzkontext zur Bestimmung hoher Plittchenanzahlen hinzu-
gezogen wird, aber nicht zur Verallgemeinerung des mathematischen Musters
beitrdgt. Durch die beschriebenen moglichen Blickwinkel ergeben sich spezi-
fische Vor- und Nachteile beziiglich der Beschreibung der erkannten Muster-
strukturen. So fordert eine Beschreibung einer rekursiven Betrachtungsweise eine
Beschreibung der verschiedenen Stellen der Musterfolge und deren Beziehung
sowie des Zuwachses zwischen den Musterfiguren. Eine explizite Perspektive
hingegen verlangt eine Beschreibung von Strukturen innerhalb der Figur, welche
z.B. durch eine Beschreibung von Raum-Lage-Beziehungen von Teilfiguren und
deren Beziehungen zueinander erfolgen kann.

6.7 Die Verallgemeinerung von Beziehungen zwischen
unbestimmten Zahlen

Die mathematischen Muster, mit welchen sich die teilnehmenden Schiilerinnen
und Schiiler bei dem Aufgabenformat Partnerzahlen beschéftigen, werden durch
die regelméfBigen Beziehungen zwischen jeweils zwei nebeneinanderstehenden
Zahlen in einem Partnerzahlen-Stein konstituiert (vgl. Kapitel 5.2.2.2). Um die
fehlenden Zahlen in den leeren Steinen zu erginzen, sind die Lernenden aufge-
fordert, die allgemeine Beziehung zu erkennen, die allen Steinen zugrunde liegt,
und diese dann auf die auszufiillenden Steine zu {ibertragen. Dabei handelt es sich
um die funktionalen Beziehungen f(x) = 2x (Arbeitsblatt I), f(x) =x + 5 (Arbeits-
blatt IT) und f(x) = x> (Arbeitsblatt IIT), die durch die ungeordnete Reihenfolge der
Steine vor allem den Zuordnungsaspekt der Funktionen (VOLLRATH 1989;
VOLLRATH & WEIGAND 2007) in den Vordergrund stellen. Die Variablen zur
Beschreibung dieser allgemeinen Beziehungen stellen sich als Unbestimmte dar,
die simultan auf die Zahlen in den Steinen verweisen.
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Auf die Besonderheiten des Aufgabenformats Partnerzahlen fokussierend wird in
diesem Kapitel der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die durch
eine regelmdflige Beziehung zwischen unbestimmten Zahlen gebildet werden?

Es zeigt sich in der Analyse der Untersuchungsdaten, dass die teilnehmenden
Schiilerinnen und Schiiler verschiedene Verallgemeinerungen der mathemati-
schen Muster vornehmen, die abhéngig davon sind, welche Aspekte die Kinder
bei der Deutung der Beziehungen zwischen den unbestimmten Zahlen in den
Blick nehmen. In Kapitel 6.6 wurde beschrieben, dass die Schiilerinnen und
Schiiler bei der Verallgemeinerung der Musterfolge im Aufgabenformat Pldtt-
chenmuster einerseits auf explizite und andererseits auf rekursive Aspekte der
Folge fokussieren konnen und dies einen Einfluss auf die Verallgemeinerung der
erkannten Muster hat. Im Aufgabenformat Partnerzahlen konnen die Verallge-
meinerungen der Lernenden dahingehend unterschieden werden, ob sie die Be-
ziehungen zwischen den Partnerzahlen operational oder strukturell deuten (Kapi-
tel 6.7.1) und ob sie die Beziehung zwischen den Zahlen nur in eine oder in beide
Richtungen betrachten (Kapitel 6.7.2). Im Folgenden werden diese verschiedenen
Sichtweisen auf die Beziehungen zwischen zwei unbestimmten Zahlen zunédchst
dargestellt und dann auf das Wechseln zwischen den verschiedenen Sichtweisen
und deren Hintergriinde eingegangen (Kapitel 6.7.3-6.7.5).

6.7.1 Operationale und strukturelle Deutungen der Beziehung

Zur Unterscheidung zwischen operationaler und struktureller Sichtweise, welche
die Lernenden bei der Deutung der Beziehungen zwischen den unbestimmten
Zahlen bei dem Aufgabenformat Partnerzahlen einnehmen, wird hier auf die in
Kapitel 2.2 dargelegte Theorie der Vergegenstindlichung mathematischer Begrif-
fe von SFARD (1991) zuriickgegriffen. Diese legt mathematischen Begriffen eine
Prozess-Objekt-Dualitét zugrunde, welche verschiedene Deutungsmoglichkeiten
von Mustern, Strukturen und Beziehungen zuldsst. Mit Hilfe von SFARDS Un-
terscheidung zwischen operationalen und strukturellen Sichtweisen auf mathe-
matische Begriffe lassen sich hier Beziehungen betrachten, welche die Kinder
zwischen den Zahlen herstellen.

Da SFARD & LINCHEVSKI (1994a) eine symbolische Notationsweise fiir eine
rein strukturelle Perspektive auf mathematische Begriffe fiir unabdingbar halten,
ist zuvor zu bemerken, dass es sich bei der Unterscheidung zwischen operationa-
len und strukturellen Sichtweisen nicht um dichotome Blickwinkel handelt.
Vielmehr wird davon ausgegangen, dass auch eine strukturelle Wahrnehmung der
Beziehung zwischen den Zahlen operationale Aspekte beinhaltet, so wie SFARD
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(1991) es fiir die Phase der Verdichtung der Begriffe beschreibt (vgl. Kapitel
2.2.2).

Eine operationale Sichtweise auf einen mathematischen Begriff beschreibt
SFARD (1991, 33) als Wahrnehmung des Begriffs als Prozess oder als Produkt
eines Prozesses, eine strukturelle Sichtweise hingegen erfasst den Begriff als
statische Struktur, dhnlich der Wahrnehmung eines realen Objektes. Bei dem
Aufgabenformat Partnerzahlen geht es um eine Beziehung, die jeweils zwischen
den Zahlen des linken und rechten Késtchens eines Steins besteht. Eine operatio-
nale Sichtweise auf diese Beziehung zeigt sich dann folglich, wenn im Fokus der
Erkenntnis die bendtigte Operation steht, um die Zahl des einen Késtchens in die
des anderen zu transformieren. Bei einer strukturellen Sichtweise auf die Bezie-
hung hingegen werden strukturelle Eigenschaften der beiden Zahlen betrachtet
und verglichen. Die beiden Beschreibungen von Tobias und Sabrina beim Ar-
beitsblatt x+20 sollen den hier dargestellten Unterschied verdeutlichen.

Abbildung 6.49: Tobias strukturelle Beschreibung der Beziehung x+20
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Abbildung 6.50: Sabrinas Beschreibung der Beziehung x+20

Tobias beschreibt die erkannte Beziehung als eine strukturelle Eigenschaft, wel-
che die rechte Zahl im Vergleich zur linken Zahl besitzt, sie ,,ist immer um 20
groBer. Mit Hilfe von Wortvariablen verallgemeinert er die verdnderlichen Zah-
len, zwischen denen er die Beziehung entdeckt hat. Die Beziehung ,um 20 gro-
Ber® wird so als statische Relation zwischen unbestimmten Zahlen beschrieben.
Ganz anders driickt Sabrina die Beziehung zwischen den Zahlen des gleichen
Arbeitsblattes aus. Fiir sie steht im Mittelpunkt des Interesses die Operation, die
bendtigt wird, um von der linken zur rechten Zahl zu gelangen. So beschreibt sie
die Beziehung hier als die Operation ,plus 20°. Die verdnderlichen Zahlen, auf
welche die bendtigte Operation ausgeiibt werden muss, beschreibt sie mit der
Wortvariablen ,die Zahl‘. Durch die Darstellung der Beziehung als Operation,
wirkt diese als dynamische Tétigkeit, die auf eine unbestimmte Zahl angewendet
werden muss, um eine zweite Zahl entstehen zu lassen.
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6.7.2 Einseitige und beidseitige Deutungen der Beziehung

Neben der Unterscheidung zwischen operationalen und strukturellen Beziehun-
gen zwischen den beiden Partnerzahlen lassen sich die in der Untersuchung vor-
gefundenen Beschreibungen der Kinder noch hinsichtlich eines weiteren Merk-
mals differenzieren. Es lédsst sich erkennen, dass die Schiilerinnen und Schiiler
die Steine des Aufgabenformates unterschiedlich strukturieren und so entweder
einseitige oder beidseitige Beziehungen zwischen den Késtchen eines Steins
herstellen. Bei einer operationalen Sichtweise auf die Beziehung beschreiben die
Kinder so entweder nur eine Operation, die bendtigt wird, um von dem einen zum
anderen Kistchen zu gelangen oder aber sie geben zusitzlich noch die zweite
Operation an, die fiir die andere Richtung benétigt wird. Bei einer strukturellen
Sichtweise beschreiben sie die Struktur oder Eigenschaften von nur einer Zahl im
Vergleich zur anderen Zahl oder aber sie setzen die Eigenschaften beider Zahlen
gleichzeitig in Beziehung. Die folgenden Schiilerdokumente des Arbeitsblattes
x+5 sollen die hier erlduterten Unterschiede verdeutlichen.
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Abbildung 6.51: Roberts operationale einseitige Beschreibung
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Abbildung 6.52: Tills operationale beidseitige Beschreibung
Abbildung 6.53: Felix strukturelle einseitige Beschreibung
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Abbildung 6.54: Marvins strukturelle beidseitige Beschreibung

Die vier dargestellten Beschreibungen lassen sich hinsichtlich der beiden oben
beschriebenen Merkmale deutlich unterscheiden. Wéahrend Roberts operationale
Beschreibung (Abb. 6.51) die Operation schildert, welche, auf die Zahl im linken
Kistchen angewendet, die Zahl im zweiten rechten Késtchen ergibt, fiihrt Till
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(Abb. 6.52) beide Operationen auf, die sowohl von der linken zur rechten Zahl als
auch von der rechten zur linken Zahl fiihren. Beide Schiiler verwenden fiir die
Verallgemeinerung der unbestimmten Zahlen hier Wortvariablen. Die Beziehun-
gen als Operationen werden hier mit den Worten ,+5° und ,-5° ausgedriickt.
Felix strukturelle Beschreibung der Beziehung (Abb. 6.53) beschreibt die hintere
Partnerzahl im Vergleich zur vorderen. Diese besitzt die Eigenschaft ,5 mehr® zu
sein, als die mit ihr im Zusammenhang stehende vordere Zahl. Marvin (Abb.
6.54) benennt hingegen die Eigenschaften beider Zahlen, diese sind entweder
,fiinf mehr® oder aber ,fiinf weniger‘, wobei er keine Unterscheidung zwischen
linkem und rechtem Késtchen vornimmt und beide Seiten mit der Wortvariablen
,jedem Stein‘ bezeichnet.

Die durch die beiden oben beschriebenen Merkmale entstehenden Unterschiede
in den Beschreibungen der Schiilerinnen und Schiiler lassen demzufolge vier
verschiedene Perspektiven auf die Beziehungen zwischen den beiden Zahlen des
Aufgabenformats Partnerzahlen erkennen. Die folgende Tabelle soll eine allge-
meine Beschreibung der vorgefundenen Deutungen der Beziehung geben.

Tabelle 6.2: Deutungen der Beziehungen zwischen zwei unbestimmten Zahlen

nerte Struktur der rechten
im Bezug zur linken oder
der linken im Bezug zur
rechten Zahl.

einseitig ——p | beidseitig S EE—
47
Operational | Beziechung als verallgemei- | Beziehung als verallgemeiner-
nerte* Operation, um von | te' Operationen, um von der
der linken zur rechten oder | linken zur rechten und von der
von der rechten zur linken | rechten zur linken Zahl zu
Zahl zu gelangen. gelangen.
Strukturell | Beziehung als verallgemei- | Beziehung als verallgemeiner-

te Strukturen der rechten im
Bezug zur linken und der lin-
ken im Bezug zur rechten
Zahl.

Die hier aufgezeigten Unterschiede in den erkannten Beziehungen zwischen den
beiden Zahlen zeigen sich unabhingig von den Verallgemeinerungsweisen, wel-
che die Kinder nutzen, um die entdeckte Beziehung allgemein zu kommunizieren

Die Operation muss nicht immer konstant bzw. unverdnderlich sein. Bei quadrati-

schem Zusammenhang werden beispielsweise Teile der Operation (hier die Faktoren)
verallgemeinert.
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(vgl. Kapitel 6.2). In den oben aufgefiihrten Beispielen verallgemeinern die Schii-
lerinnen und Schiiler mit Hilfe von Wortern mit Variablencharakter. Die hier
betrachteten Unterscheidungsmerkmale hinsichtlich operationalen und strukturel-
len Beziehungen sowie der Differenzierung zwischen einseitigen und beidseitigen
Beziehungsbeschreibungen treten aber gleichwohl auch bei anderen Verallgemei-
nerungsweisen auf. In Kapitel 6.4 wurde es als kontextspezifische Beschrei-
bungsmdglichkeit herausgestellt, die Beziehung zwischen den beiden Zahlen
auch ohne eine Benennung und somit auch Verallgemeinerung der Objekte (der
linken und der rechten Zahl in den Késtchen des Steins) darstellen zu konnen.
Auch bei solchen Beschreibungen ohne Bezeichnung der variablen Zahlen lassen
sich die hier dargestellten Unterscheidungen treffen.

6.7.3 Das Einnehmen verschiedener Perspektiven auf die Beziechung
zwischen zwei Zahlen

Die vier Zellen der obigen Tabelle zeigen verschiedene Deutungsmdglichkeiten
auf, die bei einer Beziehungsherstellung zwischen zwei Zahlen des Aufgaben-
formats Partnerzahlen bei der Analyse der Untersuchungsdaten feststellbar sind.
Im Folgenden sollen alle Bearbeitungen der Kinder des Aufgabenformats Part-
nerzahlen in die oben allgemein dargestellte Tabelle eingeordnet und so hinsicht-
lich der beiden beschriebenen Kriterien sortiert werden. Auf diese Weise lassen
sich bei der Betrachtung der Sichtweisen der Kinder in der Breite interessante
Beobachtungen erkennen, die hier aber jeweils nur als die einzelne Phasen betref-
fend verstanden werden diirfen. Die Analyse der Beschreibungen kann und soll
keine Charakterisierung von Kompetenzen einzelner Kinder erméglichen. Viel-
mehr ist es Ziel der qualitativen Analyse, Denkprozesse der Kinder aufzuzeigen
und mogliche Deutungen der Beziehungen herauszuarbeiten. So werden die ver-
schiedenen Perspektiven auf die Beziehungen zwischen den Partnerzahlen in
Anlehnung an SFARD (1991) als mogliche Blickwinkel verstanden, die durch die
Prozess-Objekt-Dualitit der hier gegenwirtigen mathematischen Begriffe grund-
sétzlich zur Verfiigung stehen.

Dabei ist anzumerken, dass die Schiilerinnen und Schiiler wéhrend eines Be-
schreibungsprozesses einer erkannten Beziehung nicht flexibel zwischen ver-
schiedenen Sichtweisen wechseln, so wie es bei den Verallgemeinerungsweisen
erkennbar ist. Stattdessen bleiben die Kinder in den durchgefiihrten Interviews,
abgesehen von wenigen Ausnahmen, innerhalb der miindlichen und schriftlichen
Ausfiihrungen beziiglich einer Beziehung immer bei einer Sichtweise.

Die Bearbeitung der Arbeitsblatter der zehn interviewten Kinder lassen sich wie
folgt in die oben allgemein beschriebene Tabelle einordnen (vgl. Tabelle 6.3).
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Tabelle 6.3: Einordnung der Schiilerbearbeitungen und Wechsel zwischen den Deutungen

- >
< —
Robert: 2x, x+5, x%, x+20
Louis: 2x, x+5, x+20
g Cindy: 2x, x+5, x?, x+20 | | Till: 2x, x* | | Till: x+5, x+20 |
o Hapm: 2 T
_FU | Aileen: 2x, x+5, x | | Aileen: x+20 |
T [ Sabrina: 2x, X2, x+20 | I Sabrina: x+5 I
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(@]
Marvin: x2,
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| Felix: x?, x+20 | l Tobias: x* Kai: x+20 l\
— | Felix: 2x, x+5 Tobias: 2x, . \[ Marvin: 2x, x+5
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Bei der Betrachtung der Tabelle ist ersichtlich, dass nicht alle Kinder in jeweils
einer Zelle bleiben, sondern trotz grundsitzlich gleicher Aufgabenstellung bei
unterschiedlichen Beziehungen auch verschiedene Sichtweisen auf die Beziehun-
gen der Partnerzahlen erkennen lassen. Lediglich drei der zehn interviewten Kin-
der (Robert, Louis®® und Cindy) beschreiben wihrend des gesamten Interviews
eine operationale einseitige Beziehung. Drei Kinder (Till, Aileen und Sabrina)
lassen zwar durchgiingig eine operationale Sichtweise erkennen, wechseln aber
zwischen einseitigen und beidseitigen Beziehungsbeschreibungen. Tobias und
Felix formulieren nur einseitige Beziehungen zwischen den Partnerzahlen, jedoch
wechseln sie zwischen operationalen und strukturellen Blickwinkeln. Marvin
zeigt einerseits strukturelle beidseitige Beschreibungen auf, wechselt dann aber
anschlieBend zu operationalen einseitigen Beschreibungen. Kais Beschreibungen
lassen sich in sogar in drei verschiedenen Zellen wiederfinden. Es lésst sich also

% Louis erkennt die Bezichung des Arbeitsblattes x* nicht und bricht die Aufgabe des-

halb ab.
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festhalten, dass die Kinder bei verschiedenen Beziehungen sowohl ihre Perspek-
tive auf die Beziehung als Objekt oder Prozess dndern als auch zwischen einseiti-
gen und beidseitigen Beschreibungen wechseln.

Auch wenn die Schiilerinnen und Schiiler in recht unterschiedlichen Momenten
ihre Sichtweisen auf die Beziehung zwischen den Partnerzahlen &ndern, so
scheint es dennoch sinnvoll, die Ubergéinge zwischen verschiedenen Blickwin-
keln auf die Beziehungen genauer zu betrachten und auch moégliche Ursachen
dafiir herauszuarbeiten. Dafiir sollen im folgenden Abschnitt die Musterbeschrei-
bungen einiger Kinder und die Wechsel zwischen verschiedenen Sichtweisen auf
die Beziechung der Partnerzahlen detailliert in den Blick genommen werden.

Die in Tabelle 6.3 mit Pfeilen markierten Uberginge werden in der Analyse der
Untersuchungsdaten im Hinblick auf den Wechsel zwischen verschiedenen Per-
spektiven untersucht. Dabei wird versucht, Interviewstellen auszumachen, in
denen ein Wechsel stattfindet und Ursachen fiir diesen herausgearbeitet.’® Es
lassen sich in der Untersuchung zwei Griinde als mogliche Ursachen fiir Perspek-
tivenwechsel feststellen, die in den folgenden Teilkapiteln in den Blick genom-
men werden. Zum einen kann eine Anderung in der Anforderung dazu fiihren,
dass ein Wechsel zwischen einseitigen und beidseitigen Beziehungen stattfindet
(Kapitel 6.7.4). Zum anderen kann die Art der Beziehung an sich ebenso einen
Wechsel zwischen operationaler und struktureller Deutung der Beziehung verur-
sachen (Kapitel 6.7.5).

Diese beiden Ursachen fiir einen Wechsel zwischen den verschiedenen Blickwin-
keln auf die Beziehung zwischen den Partnerzahlen sollen im Folgenden anhand
von Transkriptausschnitten von Till und Marvin dargestellt werden. Diese beiden
Interviews wurden ausgewaihlt, da sie einen besonders deutlichen Einblick in die
Griinde zur Perspektivendnderung gewihren. Die Interviews von Aileen und
Sabrina zeigen dhnliche Aspekte auf, wie der Transkriptausschnitt von Till. Eben-
so lassen die Analysen der Transkripte von Felix und Tobias hinsichtlich eines
Wechsels zwischen operationaler und struktureller Sichtweise dieselben Ursachen
fiir einen Perspektivenwechsel erkennen, wie das Interview von Marvin. Die
beiden hier dargestellten Interviewausschnitte von Till und Marvin kdnnen somit
exemplarisch zur Illustration der Perspektivendnderung herangezogen werden.

3% Obwohl auch Kais Beschreibungen mehrere Wechsel zwischen verschiedenen Sicht-

weisen auf die Beziehung zwischen den Partnerzahlen aufzeigen, kann zu den Griinden
fiir diese aus dem Interview mit Kai keine Erkenntnis gewonnen werden. Aufgrund der
relativ fliichtigen Beschreibungen der erkannten Beziehungen und der knappen Erklé-
rungen wihrend des Interviews kdnnen nur schwierig Interpretationen beziiglich des
hier betrachteten Aspekts erfolgen.
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6.7.4 Anforderungsbedingte Wechsel

Im folgenden Abschnitt sollen Interviewausschnitte des Schiilers Till analysiert
werden, welche aufzeigen konnen, wie sich eine Verdnderung in der Anforderung
der Aufgabe auf das Einnehmen einer Perspektive auf die Beziehung zwischen
den beiden Zahlen eines Steins auswirken kann. Dabei beschrinkt sich die Dar-
stellung des Interviews auf die fiir den hier angesprochenen Aspekt bedeutsamen
Szenen und beginnt so jeweils bei den Erlduterungen der erkannten und beschrie-
benen Beziehung.

Transkriptausschnitt zu Tills Bearbeitung des Arbeitsblatts 2x

Nachdem Till der Interviewerin miindlich die Beziehung die erkannte
operationale einseitige Beziehung erldurtert und die Steine auf dem Arbeitsblatt
entsprechend ausgefiillt hat, fertigt er die folgende Regel zur Beschreibung seiner
Entdeckung an:

Regel: Qxﬁe
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Abbildung 6.55: Tills Beschreibung der Beziehung 2x

Dabei fiigt er das Wort ,linke* erst nachtréglich in den Satz ein.

I.. (Liest.) Man muss jede linke Zahl doppelt, zweimal nehmen. Ok,
kannst du mir sagen, warum du das so aufgeschrieben hast?

T.: Weil, &hm, man konnte ja jetzt nicht schreiben, man muss die. Man
konnte auch schreiben, man muss die rechte Zahl halbieren, aber hier
steht nirgendwo die rechte.

I.. Mmh, ok. Super, jetzt hast du erst geschrieben ,Man muss jede Zahl*
und dann hast du dich noch entschieden, ach ich schreib da noch die ,lin-
ke® Zahl dahin. Warum hast du das so gemacht?

T.: Weil, wenn man dann beide nehmen wiirde, dann wéren das hier zum
Beispiel zweiunddreiBig und, &hm, man soll ja nur die linke doppelt neh-
men. Wenn’s drei Késtchen wiren, wiirde man die sechszehn ja auch
nochmal doppelt nehmen.
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Tills Bearbeitung des Arbeitsblatts 2x

Till formuliert eine Regel, die eindeutig die operationale einseitige Perspektive
auf die Beziehung zwischen den Partnerzahlen erkennen ldsst. Als er durch die
Interviewerin aufgefordert wird, seine Regel zu erldutern, gibt er an, dass die
Beziehung auch lauten konnte, ,man muss die rechte Zahl halbieren‘. Diese
Beschreibung fiir die Beziehung schlieft er jedoch aus, da die rechte Zahl auf
dem Arbeitsblatt nie gegeben ist. Da seine operationale Beschreibung aufzeigt,
welche Operation bendtigt wird, um von der linken zur rechten Zahl zu gelangen,
erscheint es ihm hier abwegig, die Operation fiir die andere Richtung zu be-
schreiben, wenn diese zur Bearbeitung des Arbeitsblattes nicht gefordert ist. Die
unbestimmten Zahlen, bei welchen die aufgezeigte Operation auszufiihren ist,
verallgemeinert Till mit Hilfe der Wortvariablen ,die linke Zahl‘. Auf Nachfrage
bestitigt er das hinzugefiigte Lokaladverb ,linke‘ als Differenzierung zur rechten
Zahl, auf welche die beschriebene Operation nicht angewendet wird. Er argu-
mentiert anhand des Steines (8,16), dass die Regel ohne den Zusatz ,linke’ auf
alle Zahlen (folglich auch auf die rechte Zahl 16) anzuwenden und das entste-
hende Ergebnis 32 beispielsweise in ein drittes Késtchen einzutragen wire.

Transkriptausschnitt zu Tills Bearbeitung des Arbeitsblatts x+5

Nach der miindlichen Erlduterung der erkannten Beziehung und des Vorgehens
beim Ausfiillen der Steine, formuliert Till folgende Regel zu der Beziehung des
Arbeitsblattes x+5:

Man wmers ofs ¢; Lall 45 nelmen -
mw% e e

Abbildung 6.56: Tills Beschreibung der Beziehung x+5

I.: Kannst du das kurz erkldren?

T.: Also, wenn hier die sechszehn da steht, muss man das ja plus fiinf
rechnen und hier (zeigt auf den Stein ( ,65)) steht ja keine linke da, son-
dern nur die rechte und die muss man dann minus fiinf rechnen.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Tills Bearbeitung des Arbeitsblatts
x+5

Im Gegensatz zum ersten Arbeitsblatt beschreibt Till die erkannte Beziehung hier
aus beidseitiger Perspektive. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiithren, dass er
selbst die Verwendung des Ausdrucks ,linke Zahl’ auf Nachfrage der Interviewe-
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rin zuvor an die gegebene linke Zahl gebunden hat und nun auf dem Arbeitsblatt
x+5 auch eine gegebene rechte Zahl vorfindet. So nennt er nun sowohl die Opera-
tion ,+5°, welche auf die linke Zahl angewendet werden muss um die rechte zu
erhalten, als auch ,-5°, welche auf die rechte angewendet werden muss, um zur
linken Zahl zu gelangen. Als Till aufgefordert wird, seine Beschreibung zu erldu-
tern, gibt er explizit an, dass auf dem Arbeitsblatt Zahlen an verschiedenen Stel-
len der Steine gegeben sind und es deshalb auch der Subtraktion bedarf. Dazu
beschreibt er die Beziehung von der linken zur rechten unbestimmten Zahl mit
Hilfe eines Bedingungssatzes und die Riickrichtung mit Wortvariablen. Entspre-
chend stellt er die Operation als abhidngig von der Stelle der gegebenen Zahl
heraus. Ist die linke Zahl gegeben, so wird eine andere Operation bendétigt, als
wenn die rechte Zahl gegeben wire.

Die beiden Transkriptausschnitte verdeutlichen, dass Till die Beschreibung der
Beziehung zwischen den Partnerzahlen stark nach der Anforderung auf dem Ar-
beitsblatt ausrichtet. Da auf dem ersten Arbeitsblatt stets die rechte Zahl gesucht
ist und so nur die Operation von der linken zur rechten Zahl benétigt wird,
schlieft er nur diese Operation in die Darstellung der Beziehung zwischen den
beiden Zahlen mit ein, obwohl er sichtlich eine Beziehung in beide Richtungen
erkannt hat. Da sich die Anforderung auf dem zweiten Arbeitsblatt dahingehend
andert, dass nun auch die rechte Zahl gegeben und entsprechend die linke Zahl
gesucht ist, dndert sich auch die Sichtweise auf die Beziehung zwischen den Part-
nerzahlen. So fiihrt Till nun bei seiner Regel beide benodtigten Operationen auf.

6.7.5 Durch den Charakter der Beziehung bedingte Wechsel

Die nachfolgend vorgestellten Transkriptausschnitte des Schiilers Marvin stellen
interessante Szenen fiir den oben dargestellten Aspekt des Wechsels zwischen
operationalen und strukturellen Deutungen der Beziehung zwischen den Partner-
zahlen heraus. Demzufolge werden nur ausgewéhlte Szenen beschrieben, welche
jeweils die miindliche Beschreibungsphase bis zur Verschriftlichung und deren
Erlduterung beinhalten.

Transkriptausschnitt zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts 2x

I.: Dann gebe ich dir mal die Aufgabe (legt Marvin das Arbeitsblatt 2x
vor). Das sind Partnerzahlen.

M.: Also soll ich jetzt das Doppelte da neben schreiben? Zeigt auf den
Stein (50, ). Oder wie hier (zeigt auf den Stein (2,4)) das Doppelte ist und
da auch (zeigt auf den Stein (15,30).
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I.: Mmh. Das hast du so schnell erkannt?
M.: Mmbh.

I.: Ein Blick drauf und schon erkannt? Ok, wie hast du das erkannt?
M.: Ja weil, zwei die Hélfte von vier ist und fiinfzehn die Hilfte von drei-
Big ist. Das fillt einem so auf. [...]

Marvin schreibt nach Aufforderung die Regel:

N1
] r. f{}

£ “n i f Ll e Al f N N
0 ik dbaral- dio [LaPe und clos dlonpelle. .
Abbildung 6.57: Marvins Beschreibung der Beziehung 2x

I.: Das ist iiberall die Hélfte und das Doppelte. Kannst du mir noch mal
kurz erkldren, was du damit genau meinst?

M.: Also es ist von, von Hundert die Hélfte fiinfzig (zeigt mit dem Stift
auf den entsprechenden Stein). Und es ist fiinfzig das Doppelte ist hun-
dert.

[.: Ok, und was genau meinst du mit ,es ist liberall die Hélfte und das
Doppelte‘?

M: Ahm, weil’s iiberall die Halfte ist, die linke Zahl (zeigt auf den Stein
(200003,400006)). Also die linke Zahl ist die Hilfte und die rechte Zahl
ist das Doppelte.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts
2x

Direkt nach Erhalt des Arbeitsblattes duflert Marvin, in den Partnerzahlen die
Beziehung ,das Doppelte erkannt zu haben. Dabei bezieht er sich auf die Steine
(2,4) und (15,30). So gelangt er zu der Annahme, das noch leere Kistchen im
Stein (50, ) als Aufforderung zu verstehen, die in den ausgefiillten Steinen ge-
fundene Beziehung auch in diesem Stein zu konstruieren. Als Marvin durch die
Interviewerin aufgefordert wird, zu beschreiben, wie er die Beziehung entdeckt
hat, formuliert er hingegen eine neue Beziehung und beschreibt wiederum an den
Steinen (2,4) und (15,30) die Bezichung ,die Hilfte‘, welche ebenso wie die Be-
ziehung ,das Doppelte® fiir die beiden Steine zutrifft. So ist zu erkennen, dass
Marvin zwei strukturelle Beziehungen zwischen den beiden Steinen feststellt, die
er auch wiederum untereinander in Beziehung setzt. SchlieBlich fiihrt er die Be-
ziehung ,die Hilfte‘ als Begriindung fiir die Beziehung ,das Doppelte‘ an (,weil



6.7 Die Verallgemeinerung von Beziehungen zwischen unbestimmten Zahlen 247

zwei die Hélfte von vier ist, und fiinfzehn die Hélfte von dreifig ist*). Die unbe-
stimmten Zahlen, zwischen denen die Beziehung hergestellt wurde, verallgemei-
nert Marvin mit der Formulierung ,iiberall‘. Auf Nachfrage differenziert der
Schiiler diesen Ausdruck und beschreibt die Eigenschaften der beiden unbe-
stimmten Zahlen einzeln. So gelangt er zu einer Beschreibung, welche der variab-
len linken Zahl die Eigenschaft zuspricht, ,die Hélfte® zu sein und der variablen
rechten Zahl, das ,Doppelte® darzustellen (vgl. Abb. 6.57).

Epistemologisches Dreieck 6.18: Marvins strukturelle Deutung der Beziehung 2x

Referenzkontext Zeichen

42 24
30> 15 15> 30
die Hilfte das Doppelte -

=
Begriff
[ Strukturelle Beziehung zwischen den ]

Zahlen in den Steinen

Transkriptausschnitt zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts x+5

I.: Ich gebe dir mal noch so ein Blatt (gibt Marvin das Aufgabenblatt
x+5).

M.: Das ist nicht die, das Doppelte. Mhh, das ist {iberall fiinf mehr.
[...]1 Marvin fiillt die leeren Kdiistchen aus.

1.: Wie hast du das eben erkannt?

M.: Weil ich wollte eigentlich das Doppelte wieder hinschreiben und aber
dann habe ich das gesehen, das ist dass es fiinf mehr ist.
[...] Marvin verfasst die Regel:

A 7 7 . . 227 ~ o g - 4 .
Enrnt M .:ffﬂ.« Wf &1&7 E:e’lﬂlt— mer umel f:&v:r’t,f weniger.
Abbildung 6.58: Marvins Beschreibung der Beziehung x+35
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I.: Kannst du mir das auch kurz erklaren?

M.: Mhh, das ist wie bei fiinf und zehn (zeigt auf den entsprechenden
Stein).
Fiinf weniger sind von zehn auf fiinf. Und von fiinf auf zehn sind fiinf
mehr.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts
x+5

Marvin setzt das neu erhaltene Arbeitsblatt zunéchst in Beziehung zu dem zuvor
bearbeiteten Blatt und stellt fest, dass es sich nicht um die gleiche Beziehung
zwischen den Partnerzahlen handelt. Da der Schiiler duflert, zundchst auch ,das
Doppelte wieder hinschreiben’ zu wollen, ist zu vermuten, dass er in dem Stein
mit den gegebenen Zahlen (5,10) ebenfalls die Beziehung ,das Doppelte’ erkennt,
diese aber dann verwirft, da die Beziehung nicht bei den anderen Steinen des
Arbeitsblattes zutrifft. Die anschlieend festgestellte Beziehung beschreibt er
miindlich mit den Worten ,fiinf mehr® und verfasst die schriftliche Regel, welche
wiederum eine beidseitige strukturelle Beziehung darstellt, bei der die Eigen-
schaften beider Zahlen (,fiinf mehr‘, und ,fiinf weniger‘) aufgezeigt werden (vgl.
Abb. 6.58). Hierbei ersetzt er den zuvor genutzten Ausdruck ,iiberall® mit der
Formulierung ,bei jedem Stein‘, was auf die Nachfrage der Interviewerin bei dem
Wort ,iUberall‘ im letzten Abschnitt zuriickzufiihren ist. Fiir die anschliefend
geforderte Erklarung der Regel, nutzt er den Stein (5,10) fiir dessen Zahlen er die
Eigenschaften konkret erldutert. So ist die Zahl flinf ausgehend von der Zahl 10
einerseits ,fiinf weniger® und die Zahl zehn andererseits von der Zahl fiinf ausge-
hend ,fiinf mehr*.
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Epistemologisches Dreieck 6.19: Marvins strukturelle Deutung der Beziehung x+35

Referenzkontext Zeichen

5510 10>5
funf mehr finf weniger | m
T =

N e

Begriff
[ Strukturelle Beziehung zwischen den ]

Zahlen in den Steinen

Transkriptausschnitt zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts x?

I.. Und noch ein Blatt. Legt Marvin das Arbeitsblatt x> vor.
Marvin schaut sich das Blatt an und trdgt dann die fehlenden Zahlen ein.

I.: Jetzt musst du mir aber mal sagen, wie du das so schnell gemacht hast?
M.: Mhh, ich musste erst {iberlegen und dann hab ich erkannt, dass zum
Beispiel hier (zeigt auf den Stein (5,25)) finf mal fiinf sind fiinfundzwan-
zig und ist das immer von der ersten Zahl (zeigt auf den Stein (3,9)) drei-
mal und von der — also &hm, welche Zahl da steht (zeigt auf die jeweils
linke Zahl verschiedener Steine), die mal — ah, &hm. Die neun steht da
(zeigt auf die 9 des Steins (9,81)), dann muss ich neun mal neun rechnen,
sind einundachtzig. Und bei drei das gleiche (zeigt auf die 3 des Steins
(3,9)) und bei finf auch (zeigt auf die 5 des Steins (5,25)).

I.: Mmh. Ok, super.
M.: Ja, mhh, mhh, die Regel ist jetzt so schwer.
I.: Lass dir ruhig Zeit.

Marvin formuliert die Regel:

o Ym ?- Bewsdein, Wb jelat, simt 10cla, ksl du mal, ol
Yechmon sumd. bein, don anclyen goklon anch,

Abbildung 6.59: Marvins Beschreibung der Beziehung X
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I.: Mmh. Kannst du mir das erklidren?

M.: Also ich hab das jetzt so formuliert, wenn du ne zehn da steh‘n hast,
dann musst du zehn mal zehn rechnen und kommt dann hundert raus. Und
dhm bei den anderen Zahlen musst du auch so rechnen. Ja.

[.: Was meinst du mit auch so? Man muss ja nicht immer mal zehn rech-
nen, ne?

M.: Ja.
I.: Sondern du meinst was anderes?

M.: Also man muss die gleiche Zahl noch mal rechnen. Mal rechnen. So.
Ja.

I.: Die gleiche Zahl, was meinst du genau damit?

M.: Das dhm, du musst noch mal dann, wenn du jetzt ne flinf als andere
Zahl hast, dann musst du fiinf mal fiinf rechnen. Und bei den anderen
Zahlen dann auch neun mal neun und drei mal drei. Ja.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Marvins Bearbeitung des Arbeitsblatts
xZ

Auch bei dem Arbeitsblatt x? scheint Marvin keine Probleme zu haben, die inten-
dierte Beziehung zwischen den Steinen zu erkennen und die fehlenden Zahlen auf
dem Arbeitsblatt einzutragen. Wie bei den anderen Arbeitsbléttern, versucht
Marvin, die entdeckte Beziehung zu verallgemeinern. Dies geschieht im Gegen-
satz zu den anderen Arbeitsbléttern aber zunichst durch die Verwendung eines
Beispiels und dessen Kennzeichnung als solches (,dass zum Beispiel hier fiinf
mal fiinf sind fiinfundzwanzig®). Direkt anschlieend beginnt Marvin einen Satz
(,ist das immer von der ersten Zahl‘), der die Intention aufzeigt, die Beziehung
einerseits mit Wortvariablen ,die erste Zahl‘ und andererseits strukturell zu be-
schreiben, da der Ausdruck ,das isz von* auf die Beschreibung einer Eigenschaft
der zweiten Zahl ausgehend von der ersten hinfiihrt. Die Eigenschaft der zweiten
Zahl fasst er nun in die Worte ,dreimal‘ und bezieht sich dabei auf den Stein
(3,9). Den so begonnenen Satz bricht der Schiiler anschliefend ab, und versucht
nun — weiterhin strukturell, die Abhingigkeit der Eigenschaft von den variablen
Zahlen zu verdeutlichen, die hier durch die quadratische Beziehung gegeben ist.
Als auch die so entstehende Formulierung ,welche Zahl da steht, die mal® weiter-
hin nicht die erkannte Beziehung zum Ausdruck zu bringen scheint, geht Marvin
dann im Folgenden dazu iiber, die geforderte Operation zu beschreiben, die bend-
tigt wird, um von der gegebenen zur gesuchten Zahl zu gelangen. Hier gelingt es
ihm zunéchst beispielgebunden, die Abhédngigkeit der Operation von der sich
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verdndernden Zahl durch einen Bedingungssatz zu verdeutlichen (,Die neun steht
da, dann muss ich neun mal neun rechnen‘). AnschlieBend gibt er zu verstehen,
dass diese Abhédngigkeit auch fiir die anderen existierenden Steine gilt. Seine
nachfolgend formulierte schriftliche Regel weist nun eine einseitige operationale
Sichtweise auf die Beziehung zwischen den Zahlen der Steine auf. Bei seiner
Beschreibung ist die Zahl zehn hier als Quasi-Variable zu verstehen, was Marvin
mit dem Zusatz ,und bei den anderen Zahlen auch‘ verdeutlicht. Dies bestitigt
sich, als die Interviewerin den Schiiler nach der sprachlichen Verallgemeinerung
,auch so* fragt. Hier schafft er durch den Ausdruck ,die gleiche Zahl* einen Ver-
weis auf die variable gegebene Zahl.

Epistemologisches Dreieck 6.20: Marvins operationale Deutung der Beziehung X

Referenzkontext Zeichen

4 N

5 (G

(6]

o v
-

10-10=100

X Zahl - gleiche Zahl ) k@ Yy,

I 7

Begriff
[ Operationale Beziehung zwischen den ]

Zahlen in den Steinen

Obwohl Marvin auch bei dem Arbeitsblatt x? bemiiht ist, die entdeckte Beziehung
zundchst auf struktureller Ebene zu beschreiben, scheint ihm dies aufgrund der
Besonderheit der Beziehung nicht zu gelingen, sodass hier eindeutig feststellbar
ist, an welcher Stelle der Schiiler zu einer operationalen Sichtweise iibergeht. Auf
allen Aufgabenblittern beschreibt Marvin zunichst eine strukturelle Eigenschaft
der rechten Zahl im Vergleich zur linken. Da es sich bei den Arbeitsbléttern 2x
und x+5 um lineare Beziehungen handelt, bleiben auch die Eigenschaften gleich,
die hier immer im Vergleich zur zweiten Zahl beschrieben werden. So lassen sich
sowohl ,das Doppelte‘ der linken Zahl als auch ,fiinf mehr* als die zweite gege-
bene Zahl zu sein, als konstante Eigenschaften herausstellen. Bei einer quadrati-
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schen Beziehung ist dies nicht mehr so leicht moglich. Hier ist die Eigenschaft
ebenso verdnderlich, wie auch abhingig von den unbestimmten Zahlen, zwischen
denen sie besteht. Auch eine operationale Beschreibung auf die quadratische
Beziehung weist im Unterschied zu den Beziehungen der Blétter 2x und x+5
dhnliche Probleme auf, da die Operation hier ebenso wie auch die Eigenschaft bei
einer strukturellen Sichtweise, verdnderlich und abhingig von den unbestimmten
Zahlen ist. Diese Abhéngigkeit kann auf operationaler Ebene aber durch den
Verweis des bei der Multiplikation verwendeten Faktors auf die unbestimmte
Zahl (,die gleiche Zahl noch mal‘) gelingen. Die Besonderheit der quadratischen
Beziehung kann hier als Grund ausgemacht werden, aus dem der Schiiler von
einer strukturellen beidseitigen Sichtweise zu einer operationalen einseitigen
Beschreibung wechselt.

6.7.6 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster, die durch
eine regelmdflige Beziehung zwischen unbestimmten Zahlen gebildet werden?

Die Verallgemeinerungen der Kinder lassen sich nach zwei Merkmalen differen-
zieren. Einerseits kann in Anlehnung an SFARD (1991) zwischen operationalen
und strukturellen Sichtweisen auf die Beziehung zwischen den Zahlen unter-
schieden werden. Andererseits wird die erkannte Beziehung in verschiedene
Richtungen gedeutet, sodass entweder einseitige oder beidseitige Beziehungen
verallgemeinert werden.

Die Vielfalt der hier dargelegten mdglichen Blickwinkel auf die Beziehung zwi-
schen den zwei Partnerzahlen mag auf den ersten Blick verwirrend fiir Lernende
bei der Konstruktion mathematischer Begriffe erscheinen. Jedoch stellen SFARD
& LINCHEVSKI (1994a) heraus, dass die Mehrdeutigkeit, welche durch die
Prozess-Objekt-Dualitéit gegeben ist, als Stirke mathematischer Begriffe betrach-
tet werden kann. Die Moglichkeit, diese Mehrdeutigkeit zu nutzen, hingt aber
entscheidend von der Fihigkeit der Lernenden ab, verschiedene Blickwinkel
einnehmen zu kénnen.

Es zeigt sich in dieser Untersuchung, dass das Einnehmen einer Perspektive auf
eine mathematische Beziehung von unterschiedlichen Faktoren abhédngt, welche
im Folgenden zusammenfassend skizziert werden sollen:



6.7 Die Verallgemeinerung von Beziehungen zwischen unbestimmten Zahlen 253

= Die Sichtweise auf das mathematische Muster hdngt von der kontextspezi-
fischen Anforderung ab

Am Beispiels des Schiilers Till wurde in diesem Kapitel aufgezeigt, wie eine
Anderung in der Anforderung einen Wechsel des Blickwinkels auf die Beziehung
zwischen den Partnerzahlen bewirken kann. Wiahrend des Interviews macht der
Schiiler, welcher zunichst operationale Deutungen der Muster vornimmt, deut-
lich, dass er nur jene Operationen verallgemeinert, welche fiir die Bearbeitung
des jeweiligen Arbeitsblattes benotigt werden. So kann eine Anforderung, die das
Erkennen und Verallgemeinern eines mathematischen Musters verlangt, selbst
schon eine Einwirkung auf die Deutung der Schiilerin oder des Schiilers bewir-
ken. Natiirlich bedeutet dies nicht, dass bei einer bestimmten Anforderung auto-
matisch eine gewisse Deutung hervorgerufen wird. So nehmen beispielsweise
viele Kinder eine einseitige Deutung der Beziehungen der Arbeitsblitter x+5 und
x+20 vor, obwohl dort auch die rechte Zahl des Steins gegeben und entsprechend
die linke Zahl gesucht ist (vgl. Tab. 6.3). Es kann also nicht direkt von der not-
wendigen Anforderung auf die Sichtweise geschlossen werden. Sehr wohl kann
aber festgehalten werden, dass die kontextspezifische Anforderung einen Einfluss
auf die Musterdeutung haben kann.

= Die Sichtweise auf das mathematische Muster hingt von seinem Charakter
ab

Eine eingenommene Perspektive auf ein mathematisches Muster hingt zudem
von dessen spezifischem Charakter ab. So zeigen die analysierten Transkriptaus-
schnitte von Marvin exemplarisch auf, dass bestimmte Bezichungen strukturell
schlechter zu verallgemeinern sind als andere. Bei der Betrachtung der Bezie-
hungsbeschreibungen der Kinder ldsst sich feststellen, dass alle Schiilerinnen und
Schiiler (auBler Kai, vgl. dazu aber S. 240 und Kapitel 6.3.1) die Beziehung des
Arbeitsblattes x? operational und einseitig beschreiben. Dementsprechend stellt
sich die quadratische Beziehung als eine sehr schwierig strukturell zu fassende
Beziehung heraus. Dennoch ist davon auszugehen, dass diese Schwierigkeit nicht
allein quadratischen Bezichungen vorbehalten bleibt. Ahnliche Resultate kénnten
zum Beispiel bei einer Verkettung von mehreren Operationen vermutet werden.

Bei der Beschéftigung mit mathematischen Mustern und Strukturen kdnnen ver-
schiedene kontextspezifische Anforderungen und unterschiedliche Arten von
Mustern Kinder folglich dazu anregen, verschiedene Perspektiven auf Muster
einzunchmen. Bei der Konstruktion mathematischer Begriffe betont SFARD
(1991) das Einnehmen einer strukturellen Sichtweise auf mathematische Begriffe
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als elementaren Bestandteil des Lernprozesses. Im Rahmen dieser Untersuchung
kann nicht der Frage nachgegangen werden, wie strukturelle Deutungen gefordert
werden konnen. SFARD (1995) beschreibt am Beispiel der phylogenetischen
Entwicklung der Algebra, welche Rolle Symbole und die Manipulation mit die-
sen bei der Entwicklung struktureller Sichtweisen spielen. Es kann aber festgehal-
ten werden, dass Kinder verschiedene Sichtweisen einbringen, welche im Unter-
richt aufgegriffen werden kdnnen. Dabei tragt eine Auseinandersetzung der Kin-
der mit ihren unterschiedlichen Deutungen in der Interaktion sicher zu einem
Einnehmen anderer Blickwinkel bei. Dies kann eine Flexibilitdt von verschiede-
nen Perspektiven auf mathematische Muster ebenso anregen, wie die Thematisie-
rung vielfaltiger Muster in verschiedenen Kontexten.

6.8 Die Deutung der Wortvariablen ,Zahl‘ im Kontext des
Verallgemeinerns

In Kapitel 1.2.2 wurde beschrieben, welche Vielfalt an Deutungsmdglichkeiten
entstehen kann, wenn Kinder verschiedener Altersstufen gegebene Variablen
interpretieren (vgl. auch SPECHT 2009). Im Rahmen der vorliegenden Studie
wird die Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern mathemati-
scher Muster untersucht, bei welchem die Lernenden im Verallgemeinerungspro-
zess Worter oder Zeichen mit Variablencharakter verwenden und in eine neue
Beziehung mit der allgemeinen zu beschreibenden Struktur setzen, ohne dass an
sie durch die Aufgaben ,von auBlen’ Variablen herangetragen werden. Eine Aus-
nahme bildet hier das Aufgabenformat Partnerzahlen, in dem die Schiilerinnen
und Schiiler aufgefordert werden, das in der Kurzregel verwendete Wort ,Zahl’
zu deuten, welches in diesem Aufgabenformat die Bedeutung einer Wortvariablen
als Unbestimmte trigt. Dabei begegnet die Wortvariable den Kindern erst auf
dem vierten und letzten Arbeitsblatt des Interviews. Dieser Untersuchungsaufbau
setzt im Gegensatz zu anderen Studien voraus, dass sich alle Kinder durch die
Bearbeitung der ersten Blétter des Aufgabenformats Partnerzahlen im Kontext
des Verallgemeinerns bewegen und dieser Kontext somit fiir die Deutung des
Wortes ,Zahl® zur Verfiigung steht. Im Fokus steht hier folglich die folgende
Forschungsfrage:

Wie deuten Schiilerinnen und Schiiler die Wortvariable ,Zahl’ im Kontext des
Verallgemeinerns?

Bei neun der zehn Kindern kann in der Analyse der Interviewszenen zum Aufga-
benblatt Zahl+20 eine Deutung des Wortes ,Zahl® als Wortvariable festgestellt
werden. Dabei zeigen sich zwei verschiedene Interpretationen der Kurzregel, die
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im Folgenden jeweils durch ein repréisentatives Beispiel verdeutlicht werden.
Nur Cindy deutet das Wort ,Zahl‘ nicht eindeutig im Sinne einer Unbestimmten
sondern rekonstruiert die verlangte Rechenvorschrift aufgrund der Symbole ,+
20° und lésst das Wort ,Zahl‘ bei der Interpretation der Kurzregel aulen vor. Der
Transkriptausschnitt ihrer Interviewszene soll kontrastierend zu den beiden Sze-
nen von Till und Felix mit der Deutung des Wortes ,Zahl‘ als Unbestimmte dar-
gestellt werden. AnschlieBend werden die Ergebnisse der Analysen zusammen-
gefasst und mogliche Folgerungen fiir den Mathematikunterricht beschrieben.

6.8.1 Deutung der Wortvariablen ,Zahl‘ als Unbestimmte und
Zahl+20 als neue unabhiingige Variable

Till erkennt alle in den Aufgabenblittern intendierten Beziehungen zwischen den
Partnerzahlen. Fiir die Beschreibung seiner Strukturierung des Steins wihlt er
seinerseits selbststindig Wortvariablen ,die linke Zahl® und ,die rechte Zahl‘.
Mit deren Hilfe beschreibt er alle entdeckten Beziehungen auf einer sehr allge-
meinen Ebene.

Regel: Golbe
Mo e 56 L0l olor oDACIX) oo,

Abbildung 6.60: Tills Beschreibung der Beziehung 2x

Mo mvs oo Coner Lall] +5 nehimen -
m%%&é‘g& o i

Abbildung 6.61: Tills Beschreibung der Beziehung x+5
e nmer mall i Tl

Abbildung 6.62: Tills Beschreibung der Beziehung X

Es ist zu erkennen, dass Till alle Beziehungen in Form von einer auszufiihrenden
Operation beschreibt (,Man muss...*; vgl. dazu auch Kapitel 6.7). Fiir die Kurz-
regeln wihlt er jeweils Beispiele aus (flir 2x: (100;200), fiir x+5: (1;6) und fiir x*:
(3;9) und (2;4)). In dem folgenden Transkriptausschnitt bearbeitet Till das Auf-
gabenblatt Zahl+20, sodass hier eine Analyse von Tills Deutung der gegebenen
Kurzregel vorgenommen werden kann.
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Transkriptausschnitt zu Tills Deutung der Kurzregel Zahl+20

I.: Ja, dann schon das letzte Aufgabenblatt. Achso und jetzt, ahm, hier ist
jetzt immer nur ein Stein ausgefiillt, das heiBt, du kannst das Muster nicht
erkennen. Sondern hier ist die Regel jetzt gegeben. Kannst du mal die
Kurzregel durchlesen und gucken, ob du dir vorstellen kannst, was damit
gemeint ist?

T.: Die Zahl plus zwanzig.

I.: Mmh. Was meinst du, wie miissten dann die Steine ausgefiillt werden?

T.: Finf plus zwanzig, hundert Partnerzahlen
plus zwanzig, tausend plus zwan- : s ~
. . . N /357 (66126 -'.5_:;
zig, drei plus zwanzig, sechsund- ¥ - Yol &5
sechzig plus zwanzig, fiinfzig mi- e

3 : a0 00 [ 4o
nus zwanzig, zehn plus zwanzig, . o (3553 190 420
fiinfzehn plus zwanzig, eins plus . :
zwanzig. (Zeigt auf die entspre- 7000|1020

chenden Steine)

) Abbildung 6.63: Tills Bearbeitung
I.: Kannst du das mal machen? des Arbeitsblatts Zahl + 20

T.: (Fiillt die leeren Kdstchen aus.)

I.: Super. Warum meinst du, du hast das ja immer ein bisschen anders
aufgeschrieben, ne? Wenn du dir hier (zeigt auf Tills selbst verfasste
Kurzregel auf dem Arbeitsblatt x?) die Kurzregel mal anguckst. Woher
hast du jetzt erkannt, was man da machen muss, direkt?

T.: Weil da (zeigt auf die Kurzregel), die Zahl ist ja nicht abgebildet,
muss auch nicht sein, weil da steht, die Zahl (zeigt auf das linke Kdist-
chen) ist plus zwanzig die Zahl (zeigt auf das rechte Kdstchen der Kurz-
regel).

I.. Mmbh, ich weill noch nicht, ob ich dich richtig verstanden habe. Sag
nochmal, wie du das genau meinst.

T.: Die Zahl (zeigt auf das linke Kdstchen) plus zwanzig ist die Zahl
(zeigt auf das rechte Kdstchen). 420

Also die Zahl plus zwanzig ist die Zahl (zeichnet

einen Pfeil und schreibt "+20" iiber die Kdstchen).

I.. Mmh. Ok. Aber da steht ja jetzt gar keine Zahl @

drin. Da steht ja nur das Wort Zahl.  \pyiiqung 6.64: Tills Kurzregel
(Zeigt auf die Kurzregel) zur Beziehung Zahl + 20
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T.: Es, &hm sind ja auch immer verschiedene Zahlen. Es ist ja nicht im-
mer die drei (zeigt auf den Stein mit der drei im oberen Abschnitt des
Aufgabenblattes). Es konnt auch die fiinf sein oder die eins (zeigt auf die
entsprechenden Steine).

I.: Ok. Und deswegen meinst du, steht da Zahl?
T.: Mmh.
I.: Mhh, was heif3t das dann fiir dich das Wortchen?

T.: So fiir mich heilt das, ich denk mir dann, dh, die Zahl weg (zeigt auf
das Wort Zahl in dem linken Kdstchen).

I.: Mmh.

T.: Angenommen ich, dann denk ich mir da ne drei hin, zum Beispiel
(zeigt auf das linke Kdstchen der Kurzregel) und denk mir dann plus
zwanzig und denk mir da die dreiundzwanzig hin (zeigt auf das rechte
Kdstchen).

Analyse des Transkriptausschnitts zu Tills Deutung der Kurzregel Zahl+20

Till erkennt die Aufforderung der Kurzregel, eine Addition mit 20 durchzufiih-
ren, auf den ersten Blick. Auf Nachfrage hin z&hlt er die notwendigen Rechnun-
gen fiir alle auf dem Blatt gegebenen Steine auf und fiihrt diese dann anschlie-
Bend aus. Sowohl seiner miindlichen Erkldrung ,.fiinfzig minus zwanzig™ als
auch der Durchfiihrung auf dem Arbeitsblatt ist zu entnehmen, dass Till hier wie
zuvor bei den ersten Aufgabenblittern eine Unterscheidung zwischen linker und
rechter Zahl im Stein vornimmt. So konstruiert er eine Beziehung vom linken
zum rechten Stein ,plus 20’ und eine Beziehung vom rechten zum linken Stein
,minus 20’. AnschlieBend wird Till aufgefordert, seine Deutung der Kurzregel zu
erldutern und mit den von ihm erstellten Kurzregeln zu vergleichen, in welcher
die Beziehung der Partnerzahlen durch Zahlenbeispiele repriasentiert sind. Till
macht hier deutlich, dass die gegebene Kurzregel ein ,Abbilden‘ von Zahlen
iiberfliissig macht und erklért die Bedeutung der Kurzregel, indem er eine Opera-
tionsvorschrift mit den in der Kurzregel verwendeten Begriffe erstellt. Dabei
nutzt er deiktische Mittel, um Reihenfolge und Ergebnis seiner Rechnung zu
verdeutlichen. Durch seine Erkldrungen ist zu erkennen, dass Tills in Worten
aufgestellte Rechnung folgender Gleichung entspricht: Die Zahl im linken Kést-
chen + 20 = die Zahl im rechten Késtchen. Um die Rechenoperation zu verdeut-
lichen, mit der man vom linken zum rechten Kistchen gelangt, zeichnet er er-
génzend einen Pfeil mit der Beschriftung ,+20° iiber die Kurzregel. Durch Tills
Erklarung wird deutlich, dass er das Wort ,Zahl® im linken Késtchen mit der
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gegebenen Zahl in Verbindung bringt, das Wort ,Zahl® im rechten Késtchen
hingegen fiir das Ergebnis steht. Hierdurch ist erkennbar, dass Till Za#/+20 nicht
als Term auffasst, sondern ,Zahl‘ im rechten Késtchen fiir ihn eine neue unab-
hingige Variable darstellt. Auf Nachfrage hin zeigt Till, dass das verwendete
Wort ,Zahl‘ tatsdchlich im Sinne einer Unbestimmten auffasst, die als Platzhalter
fiir verschiedene mogliche, simultan einsetzbare Zahlen fungiert. Anschlieend
gibt Till durch die Beschreibung der Bedeutung des Wortes ,Zahl‘ in diesem
Kontext einen detaillierten Einblick in sein Verstdndnis einer Unbestimmten.
Seine Formulierung, in welcher er sich zunichst das Wort ,Zahl wegdenkt® und
stattdessen eine konkrete Zahl (z.B. drei) ,hindenkt, 1dsst deutlich ein Verstind-
nis der Wortvariablen als Platzhalter im Einsetzungsaspekt nach MALLE (1993)
zur Geltung kommen. Sie erinnert stark an GRIESELS (1982) Beschreibung der
Variablen als Platzhalter oder Leerstelle’”:

,Bei der Platzhalterauffassung stellt man sich vor, da3 die Variable ausge-
16scht wird, dal dann eine leere Stelle entsteht und dal3 dort eine Zahlbe-
zeichnung wie 5; 7; 3 usw. erscheint.” (GRIESEL 1982, 72)

6.8.2 Deutung der Wortvariablen ,Zahl‘ als Unbestimmte und
Zahl+20 als Term

Felix nutzt wahrend des gesamten klinischen Interviews in seinen miindlichen
und schriftlichen Beschreibungen haufig schon beildufig Wortvariablen, um die
entdeckten Muster zu verallgemeinern. So benennt er die Zahlen in den beiden
Késtchen der Steine oft als vordere und hintere Zahl, wobei fiir ihn die hintere
Zahl die ,Partnerzahl® darstellt. So beschreibt er die Muster der ersten Arbeits-
blatter wie folgt:

die Parntrgoll dor qnomoton, Quns, G o, Lodtrdrd
Abbildung 6.65: Felix Beschreibung der Beziehung 2x
b, ook, ZohTH . S ot s kb

Abbildung 6.66: Felix Beschreibung der Beziehung x+5

7 Der Platzhalteraspekt / Leerstellenaspekt nach GRIESEL (1982) entspricht dem in

Kapitel 1.1.2.1 beschriebenen Einsetzungsaspekt nach MALLE (1993), zur Zuordnung
siche MALLE (1993, 46), SIEBEL (2005, 83).
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Ha ferdor Zabl 3 10 o> mik reets peller wall o

Abbildung 6.67: Felix Beschreibung der Beziehung X

Fiir seine Kurzregeln nutzt Felix Beispiele, die er
in die leeren Késtchen einsetzt und verdeutlicht die
verlangte Rechenoperationen aber mit zusétzlichen
Pfeilen oder Operationssymbolen. Der vorliegende  Apbildung 6.68: Felix
Transkriptausschnitt zeigt die Bearbeitung des Ar- Kurzregel zur Bezichung
beitsblattes Zahl+20. x+5

Transkriptausschnitt zu Felix Deutung der Kurzregel Zahl+20

L.: Hier ist jetzt kein Muster (zeigt Partnerzahlen

auf die Steine oben auf dem Ar- 5 g i R
beitsblatf), sondern hier steht <D ~&)  (ele) ¢ 25>
schon die Kurzregel drin (zeigt .~ s i :
auf die Kurzregel). Kannst du dir P [100T25;
vorstellen, was das heiflen soll? [15 ] ] ' = -"25_' '

F.: Ja. (Fiillt die Steine aus.) Ach,
quatsch, quatsch, quatsch (korri-

giert den Stein mit der vorgege- Abbildung 6.69: Felix Bearbeitung
benen 50, fiillt dann weitere Steine  {es Arbeitsblattes Zahl + 20

aus). Ok.
I.: Mmh. Wie kommst du jetzt darauf?

(o000 | %720 |

F.: Weil die Zahl (zeigt auf die Kurzregel), irgendeine und dann plus zwanzig,
also diese Zahl und zwanzig noch dazu zihlen.

I.: Mmh.F.: Weil hier plus zwanzig steht. Ja.
I.: Ok. Kannst du dann auch die Regel dafiir aufschreiben?

F.: (Uberlegt 7 sek. Und schreibt dann die Regel auf’) Ok.
b s mains deg fordae Zalil 7B70 mik 10
wn Ao M%zfnw) g‘"%o o M

Abbildung 6.70: Felix Beschreibung der Beziehung x+20
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I.: Mmbh. Und jetzt mal erklaren.

F.: Also ich hab geschrieben, hier muss man die vordere Zahl zum Bei-
spiel siebzig mit zwanzig addieren um das Ergebnis herauszufinden.

I.: Mmh. Ok, klasse. Ich hab mal eine Frage, du hast das immer ein biss-
chen anders aufgeschrieben, ja? Woher wusstest du das jetzt trotzdem,
was du da machen musst?

F.: Mhh, weil hier steht ,Zahl‘. Zum Beispiel jetzt achtundachtzig und
dann steht da Zahl plus zwanzig (zeigt dabei auf die Kurzregel). Und im-
mer hab ich das diese (zeigt auf das linke Kdstchen der Kurzregel) Zahl
hier jetzt so genommen, also das das das ist (zeigt auf das rechte Kdst-
chen der Kurzregel) und diese Zahl dann plus zwanzig.

I.. Mmh. Ok. Warum meinst du, das ist ja jetzt anders beschrieben, mit
dem Wort Zahl (zeigt auf die Kurzregel) was das Wortchen Zahl da jetzt
genau bedeutet?

F.: Wie was das jetzt bedeutet?

I.: Ja, warum hat man jetzt hier Zahl hingeschrieben und nicht zum Bei-
spiel achtundachtzig?

F.: Mhh, weil, weil’s jede beliebige Zahl sein kann.
I.: Mmh.

F.: Es konnte auch null sein zum Beispiel.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Felix Deutung der Kurzregel Zahl+20

Felix versteht die Anforderung des Arbeitsblattes Zahl+20 sofort. So fiillt er alle
Steine aus, indem er jeweils 20 zu der gegebenen Zahl addiert. Dies macht er
auch bei dem Stein (70,50), in welchem die linke Zahl gegeben ist. Dies kdnnte
darauf hindeuten, dass Felix die Beziehung ,plus zwanzig® nicht zwischen dem
rechten und linken Késtchen des Steins sieht (vom rechten bis zum linken Stein
sind immer 20 zu addieren), sondern zwischen gegebener und gesuchter Zahl (zur
gegebenen Zahl sind immer 20 zu addieren — unabhéngig davon, ob sie links oder
rechts steht). Gegen eine solche Interpretation spricht jedoch, dass Felix bei allen
vorherigen Arbeitsblédttern immer eine Beziehung zwischen der ,,forderen” und
,hinteren® Zahl beschreibt sowie auf dem Arbeitsblatt x+5 auch einen dhnlichen
Stein, in dem die linke Zahl gegeben ist, durch Subtraktion ausfiillt (60,65), so-
dass hier eher ein Fliichtigkeitsfehler anzunehmen ist. Als Felix gebeten wird,
seine Interpretation der Kurzregel zu erldutern, ldsst er eine Deutung des Wortes
,Zahl* als Unbestimmte erkennen, indem er das Wort ,Zahl‘ direkt mit ,irgendei-
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ne‘ in Verbindung bringt. Als er eine passende Regel aufschreiben soll, wéhlt er
hier wie bei den anderen Arbeitsblittern die Bezeichnung ,,fordere Zahl* und gibt
als Beispiel dabei genau den Stein an (70,50), bei dem er selbst seine Rechnung
,720° nicht eingehalten hat. Als Felix auf erneute Aufforderung hin seine Deu-
tung der Kurzregel noch einmal im Detail erldutert, wird hier deutlich erkennbar,
wie er nicht nur das Wort ,Zahl‘ im linken Késtchen als Variable, sondern eben-
falls die Zeichen ,Zahl + 20° im rechten Késtchen als Term deutet, welcher durch
die Verwendung des gleichen Wortes auf die Variable im linken Késtchen ver-
weist. Dieser Verweischarakter kommt besonders stark in Felix Erkldrung ,,Und
immer hab ich das diese (zeigt auf das linke Kdstchen der Kurzregel) Zahl hier
jetzt so genommen, also das das das ist (zeigt auf das rechte Kdéstchen der Kurz-
regel) und diese Zahl dann plus zwanzig.“ zum Vorschein, da er hier deutlich
macht, dass an beiden Stellen der Verwendung des Wortes ,Zahl® ein gleicher
Zahlenwert eingesetzt werden muss. AbschlieBend gibt Felix in diesem Tran-
skriptausschnitt zu verstehen, dass er den Sinn der Verwendung des Wortes Zahl
in der Beliebigkeit der einzusetzenden Zahl im linken Kistchen der Steine sieht
und verdeutlicht hierdurch noch einmal seine Auffassung des Wortes als Unbe-
stimmte.

6.8.3 Orientierung an den Symbolen ,+20’ ohne explizite Deutung
der Wortvariablen

Die Schiilerin Cindy zeigt wéhrend des Interviews grofle Probleme in grundle-
genden arithmetischen Fahigkeiten und ebenso auf sprachlicher Ebene. Die Mus-
ter der Arbeitsblatter 2x und x+5 erkennt sie und beschreibt diese mit Hilfe von
Beispielen. Die quadratische Beziehung des Arbeitsblattes x? erkennt sie nicht,
sondern konstruiert stattdessen eine Reihe sich widersprechender Rechnungen,
die sich bei der Analyse der Interviewszenen nicht auf eine einheitliche Bezie-
hung zwischen den Kistchen zurlickzufiihren lassen. Sie benennt miindlich die
Beziehung ,+12°, die sie aber weder beim Ausfiillen der Steine durchgéngig an-
wendet, noch in ihrer schriftlichen Beschreibung des Musters erkennen lésst. Fiir
die Kurzregeln wihlt sie jeweils konkrete Zahlen, die sie in die vorgegebenen
Steine eintrigt. Sie gibt selbst an, sich bei ihren Beschreibungen nicht vom Bei-
spiel 16sen zu konnen ,,Ich kann das eigentlich nur mit Beispielen erklaren® (vgl.
Kapitel 6.2.2), nutzt miindlich aber hin und wieder Wortvariablen. Der vorliegen-
de Transkriptausschnitt gibt die Bearbeitung des Arbeitsblattes Zahl+20 und die
dortige Interpretation der Kurzregel wieder.
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Transkriptausschnitt zu Cindys Deutung der Kurzregel Zahl+20

I.: Ok. Jetzt hab ich nur noch ein letztes Arbeitsblatt und hier ist jetzt
nicht das Muster gegeben, sondern unten die Kurzregel schon eingetra-
gen. Kannst du mal iiberlegen, was, was das heilen konnte? Was man da
machen muss?

C.: Also, man muss, da muss man wieder ne Zahl angeben, die plus ein
ergibt (zeigt auf das linke Kdstchen der Kurzregel). Also zum Beispiel
jetzt, dreilig plus zwanzig.

I.: Mmh. Ok.
C.: Ergibt sechzig.

I.: Mmh. Kannst du das da wieder ausfiillen (zeigt auf die Steine auf dem
Arbeitsblatt)?

C.: Ja. (Schaut die Interviewerin skeptisch an)

I.: Was guckst du so?

C.: Weil das ist ein bisschen schwieriger.

I.: Warum?

C.: Weil vorher waren noch die Zahlen, eine angegeben.

I.: Mmh. Ja, jetzt ist ja hier die Kurzregel angegeben.

C.: Ja. Also plus zwanzig jetzt . Partnerzahlen
rechnen. [
AN ‘14;—‘5“ Aty {5
L: Mok & W oEe G
C.: (Fullt die leeren Kdstchen e
aus (1 min 10 sek.) 5T o
—1as |

I.: Kannst du mir nochmal erkla-
ren, wie du das jetzt verstanden -.;aaba".,_;w;
hast? (Zeigt auf die Kurzregel.) o

Woher du wusstest, was du da Abbildung 6.71: Cindys Bearbeitung
machen sollst? des Arbeitsblattes Zahl + 20

C.: Also, da steht auf jeden Fall plus zwanzig. Da kann man schon. Aha,
jetzt muss ich plus zwanzig da rechnen (zeigt auf die oberen Steine).

[.: Mmh. Ok, gut. Was kannst du dir auch vorstellen, was das Wortchen
,Zahl* heiflen soll?
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C.: Das ist bestimmt die sechzig. Nein, das kann auf jeden Fall nicht die
sech, doch das kdonnte schon die sechzig sein, weil hier gab’s ho, auch
hohere Zahlen, also konnte man auch ruhig die sechzig nehmen.

Analyse des Transkriptausschnitts zu Cindys Deutung der Kurzregel
Zahl+20

Cindy gibt mit dem Beispiel ,,dreilig plus zwanzig* zunéchst eine Rechnung an,
die zu der mit der Kurzregel intendierten Beziehung der Steine passt. Dennoch
zogert sie, als sie die Steine ausfiillen soll und gibt als Grund dafiir die fehlende
Angabe der Zahlen in den Steinen an. Als die Interviewerin noch einmal auf die
Kurzregel verweist, vergewissert sich Cindy, dass sie fiir das Ausfiillen der Steine
,plus zwanzig rechnen‘ soll. Da die Interviewerin dem zustimmt, fiillt Cindy die
Steine nach dieser Vorschrift aus. Nachdem sie ihre Rechnungen bei zwei Steinen
korrigiert, stimmen sechs der neun Steine mit der Beziehung ,+20° iiberein (7,27)
(Cindy erkennt die 1 als 7), (15,35), (10,30), (30,50), (3,23), (5,25). Bei zwei
Steinen subtrahiert Cindy 20 (1000, 980) und (100,80), bei einem Stein erhilt sie
eine Differenz von 40 (66,26), was aber bei den gezeigten schwachen arithmeti-
schen Kompetenzen als Rechenfehler interpretiert werden kann. Es wird vermu-
tet, dass die Subtraktion bei den Steinen (1000,980), (100,80) und (66,26) auf-
grund der verdnderten Operation bei dem zuvor ausgefiillten Stein (30,50) zu-
stande kommt. Anschlieend wird Cindy nach ihrer Interpretation der Kurzregel
gefragt. Thre Antwort ,,da steht auf jeden Fall plus zwanzig. Da kann man schon.
Aha, jetzt muss ich plus zwanzig da rechnen® lasst darauf schlieen, dass sie sich
zur Deutung der Kurzregel ausschlieBlich auf die Symbole ,+20° bezieht. Das
Wort ,Zahl® scheint sie fiir die Interpretation nicht beriicksichtigt zu haben. Dass
sie das Wort Zahl nicht als Unbestimmte auffasst, bestétigt sich in den nachfol-
genden Zeilen des Transkripts. Hier wird Cindy nach der Bedeutung des Wortes
,Zahl* gefragt, woraufhin sie beginnt einen konkreten Zahlenwert zu suchen und
schlieBlich sechzig als moglichen Wert fiir das Wort ,Zahl® angibt. Obwohl sich
bei Cindy eine Deutung der Wortvariablen ,Zahl® als Unbestimmte nicht feststel-
len ldsst, ist sie trotzdem in der Lage, die Steine auf dem Arbeitsblatt nach der
intendierten Beziehung auszufiillen. Thre Interpretation basiert vordergriindig auf
der Deutung der Symbole ,+20° und einer Einbettung dieser in den Kontext der
Partnerzahlen, den sie zuvor schon bei den bearbeiteten Aufgabenblittern ken-
nengelernt hat.
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6.8.4 Zusammenfassung und Fazit
In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Wie deuten Schiilerinnen und Schiiler die Wortvariable ,Zahl’ im Kontext des
Verallgemeinerns?

Die drei beschriebenen Interviewszenen zeigen drei unterschiedliche Deutungs-
weisen der Kurzregel und der dort enthaltenen Wortvariablen ,Zahl‘. Till deutet
das Wort ,Zahl® als Unbestimmte, die hier deutlich im Einsetzungsaspekt zur
Geltung kommt. Den Ausdruck Zahl/+20 im rechten Késtchen der Kurzregel
deutet er jedoch nicht als Term, in der die Variable ,Zahl® enthalten ist, sondern
sieht hier das Wort ,Zahl‘ als neue unabhéngige Variable, die hier fiir das Ergeb-
nis steht. Fiir ihn bedeutet das zweimalige Auftreten des Wortes ,Zahl‘ nicht, dass
in die beiden Platzhalter der gleiche Zahlenwert eingesetzt werden muss. Felix
deutet das Wort ,Zahl‘ ebenso als Unbestimmte, die fiir irgendeine beliebige Zahl
steht. Er versteht den Ausdruck Zahl+20 als Term und erkennt, dass das Wort
,Zahl‘ im rechten Kéastchen der Kurzregel auf das gleiche Wort im linken Kést-
chen verweisen soll und hierdurch die gleiche Zahl eingesetzt werden muss. Im
Gegensatz dazu kann bei Cindys Interpretation der Kurzregel kein Verstindnis
des Wortes ,Zahl® als Variable erkannt werden und dennoch ist sie in der Lage,
die Steine nach der in der Kurzregel intendierten Beziehung auszufiillen. Hierzu
gelangt sie durch eine Deutung der Zeichen ,+20° im Kontext des ihr durch die
ersten Arbeitsblitter nun vertrauten Aufgabenformats Partnerzahlen.

Es ist an dieser Stelle zu hinterfragen, weshalb viele Kinder das Wort ,Zahl® als
Unbestimmte interpretieren, auch wenn sie selbst zuvor Beispiele fiir die Kurzre-
gel verwenden und warum sich im Gegensatz zu anderen Studien (vgl. SPECHT
2009) keine Deutungsvielfalt beziiglich der Variablen vorfinden lasst. Es ist an-
zunehmen, dass eine Deutung des Wortes ,Zahl‘ als Unbestimmte durch die Be-
arbeitung der vorhergehenden Aufgaben und dem so entstehenden Kontext des
Verallgemeinerns nahegelegt wird. Bei dem Aufgabenformat Partnerzahlen miis-
sen die Schiilerinnen und Schiiler verallgemeinern, wenn sie die Beziehung zwi-
schen der linken und rechten Zahl der Steine der Arbeitsblétter rekonstruieren um
die weiteren leeren Steine auszufiillen (vgl. Kapitel 5.2.2.2).

Da die Beziehungen zwischen den Zahlen bei allen Arbeitsbléttern des Aufgaben-
formats im Fokus stehen, ist den Kindern bewusst, dass die Kurzregel auf dem
Arbeitsblatt Zahl+20 eine Beschreibung dieser gesuchten Beziehung darstellen
muss. Vor diesem Kontext gelingt es den Schiilerinnen und Schiilern nun das
Wort ,Zahl‘ als Unbestimmte zu deuten, da ein geeigneter Referenzkontext be-
reits durch das Aufgabenformat bereitgestellt wird. Es zeigt sich hier also, dass
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die Kinder in der Lage sind, die Wortvariable ,Zahl® als Unbestimmte zu deuten,
wenn sie im Kontext des Verallgemeinerns eingebettet ist. Hieraus l4sst sich die
Rolle eines sinnstiftenden Kontextes, in dem die Verallgemeinerung mathemati-
scher Muster und Strukturen im Zentrum steht, fiir die Erarbeitung von Variablen
erkennen.

Trotz der unterschiedlichen Deutungsweisen der Kurzregel fiillen alle Kinder der
Untersuchung die Steine des Aufgabenblattes aus, indem sie 20 zur Zahl im lin-
ken Késtchen addieren und das so erhaltene Ergebnis ins linke leere Késtchen
schreiben. Auch Cindy, die als einziges Kind der Untersuchung das Wort ,Zahl*
nicht eindeutig als Wortvariable deutet, gelingt es, die intendierte Rechenoperati-
on der Kurzregel zu erkennen. Daher ist festzuhalten, dass ein ,richtiges® Ausfiil-
len der Steine nicht von einer Deutung des Wortes ,Zahl® als Unbestimmte bei
der Interpretation der Kurzregel abhédngt. Ein Erkennen der Rechenvorschrift
kann auch aufgrund einer Deutung von anderen Bestandteilen der Kurzregel (hier
+20) vor dem Hintergrund des bekannten Kontextes Partnerzahlen erfolgen. So
kann die allgemeine Beziehung durch die Deutung des Operationszeichens in
Verbindung mit der Zahl 20 als allgemeingiiltige Rechenregel erkannt werden,
ohne dass die Wortvariablen ,Zahl® und der Term ,Zahl + 20° als Reprisentanten
flir diese Regel verstanden werden miissen. Es zeigt sich hier also fiir die Diagno-
se des Variablenkonzeptes im Mathematikunterricht, dass ein richtiges Befolgen
einer durch einen Term beschriebenen Rechenvorschrift nicht zwingend auf ein
Verstandnis der Unbestimmten schlieBen lasst.

6.9 Die Rolle der Verallgemeinerung beim Argumentieren

Bei dem Aufgabenformat Zaubertrick werden die Schiilerinnen und Schiiler im
Interview aufgefordert, zu begriinden, weshalb das Ergebnis der auszufithrenden
Rechnungen bei beliebiger Startzahl immer zehn betriagt (vgl. Kapitel 5.2.2.3).
Eine Besonderheit dieses Aufgabenformats im Vergleich zu den anderen beiden
Aufgabenformaten liegt folglich in der expliziten Forderung einer Argumentati-
on. Dazu werden die Kinder nach dem induktiven Priifen zunichst nach einer
Vermutung zur Allgemeingiiltigkeit des Zaubertricks gefragt und anschlieBend
um eine Begriindung ihrer geduflerten Annahme gebeten. Die Frage nach der
Begriindung des gleichbleibenden Ergebnisses der Rechnungen mit unterschiedli-
chen Startzahlen enthilt implizit die Anforderung an die Schiilerinnen und Schii-
ler, die Struktur des inne liegenden Terms a+4+8-a-2 (bei Startzahl a) zu be-
schreiben. Dieser liegt den Kinder natiirlich nicht als Term, sondern in Form von
Rechnungen mit unbestimmten Startzahlen, aber gleichbleibenden Operationen
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vor. Zur Begriindung des wiederkehrenden Ergebnisses zehn muss die Subtrakti-
on von a (,subtrahiere die gedachte Zahl) als inverses Element der am Anfang
gewihlten unbestimmten Zahl a (,denke dir eine Startzahl‘) erkannt und dieser
Zusammenhang dargestellt werden.

KRUMSDORF (2009a, 2009b) beschiftigt sich mit der Frage, wie Kinder ma-
thematische Zusammenhénge allgemein beweisen kdnnen, wenn sie noch nicht
iiber die verallgemeinernde formale Sprache der Algebra verfiigen. Dabei hebt er
die Rolle des beispielgebundenen Beweisens hervor, in welchem die Kinder sich
zwischen induktivem Priifen der Beweisidee und der Formulierung eines allge-
meinen Beweises bewegen. KRUMSDORF erscheint das beispielgebundene
Beweisen als ,,changierender Prozess zwischen Latenz, subjektiver Realisierung
und sprachlicher Manifestation einer allgemeinen Begriindung® (KRUMSDORF
2009a, 711). Beim beispielgebundenen Beweisen konnen Kinder dort auf konkre-
te Zahlen zuriickgreifen, wo eine Versprachlichung der allgemein gedachten
Zusammenhidnge aufgrund mangelnder Verallgemeinerungsmdoglichkeiten
Schwierigkeiten bereitet (vgl. Kapitel 3.3.3). ,,Im Vergleich zum formellen Be-
weisen ist die Beherrschung der mathematischen Fachsprache weniger notwen-
dig, jedoch fallt es einigen Schiilern nicht leicht, kreativ und versiert die Um-
gangssprache beim beispielgebundenen Beweisen zu nutzen® (KRUMSDORF
2009b, 11). Bei fehlenden Verallgemeinerungen sieht er die Gefahr, dass man
nicht unterscheiden kann zwischen dem induktiven Priifen anhand von Beispielen
und dem allgemeingiiltigen Beweisen einer Behauptung. Hierdurch betont er die
Bedeutsamkeit der Verallgemeinerung fiir den Argumentationsprozess.

In Kapitel 6.2 wurden verschiedene Verallgemeinerungsweisen herausgestellt,
welche die Schiilerinnen und Schiiler der Untersuchung nutzen, um mathemati-
sche Muster zu beschreiben. Auch wenn die Kinder dabei auf konkrete Zahlen
zuriickgreifen, wurden in allen Verallgemeinerungsweisen die Motivation und
auch die Moglichkeit herausgestellt, allgemeine Sachverhalte iiber die vorhande-
nen sichtbaren Objekte hinaus darzustellen. Auf Grundlage dieses Verstandnisses
von Verallgemeinerungen, ldsst sich in der Analyse der Untersuchungsdaten
feststellen, dass alle Kinder bei der Begriindung des Zaubertricks verallgemei-
nern. Die verschiedenen Verallgemeinerungsweisen nutzen sie, um die beliebig
zu wihlende, unbestimmte Startzahl zu benennen. Dennoch ldsst sich trotz Ver-
allgemeinerung der Startzahl nicht bei allen Kindern eine Beweisidee identifizie-
ren. Die Verallgemeinerung scheint also kein alleiniges Kriterium zum Nachvoll-
zug der Beweisidee zu sein.
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Die Bedeutung des Verallgemeinerns beim Argumentieren soll in diesem Kapitel
ndher in den Blick genommen und dabei auf die folgende Forschungsfrage einge-
gangen werden:

Welche Rolle spielt die Verallgemeinerung der unbestimmten Zahlen beim Argu-
mentieren?

Dazu werden bei der Analyse der Interviews des Aufgabenformats Zaubertrick
Merkmale der Argumentation herausgearbeitet, die dem Leser der Transkriptaus-
schnitte einen Nachvollzug einer Beweisidee erlauben. Dabei wird untersucht,
welchen Einfluss Verallgemeinerungen im Argumentationsprozess auf das Ver-
stindnis der Begriindung haben und welche weiteren Faktoren neben der Verall-
gemeinerung zu einer Einsicht in die Beweisidee beitragen. Ziel der Analyse der
Transkriptausschnitte zu den Begriindungen ist es, mdgliche Interpretationen der
Argumentationswege der Kinder darzustellen, ohne den Anspruch erheben zu
wollen, eine abschlieBende Aussage {iber das Vorhandensein einer Beweisidee zu
treffen.

Die in der Untersuchung herausgearbeiteten Ergebnisse sollen im Folgenden
exemplarisch anhand von Analysen der Transkriptausschnitte der Begriindungen
der beiden Schiiler Niklas und Ali verdeutlicht werden. Die aufgefiihrten Analy-
sen sind dabei als Zusammenfassungen der zentralen Punkte der extensiven Deu-
tungen der Transkriptausschnitte im Hinblick auf die hier dargelegte Forschungs-
frage zu verstehen.

6.9.1 Erstes Fallbeispiel: Niklas

Das klinische Interview mit dem Schiiler Niklas ldsst sich in vier Phasen untertei-
len, von denen im Folgenden nur die zweite und vierte Phase dargestellt und
analysiert werden, da diese Elemente der Argumentation beinhalten.

= Phase I: Einfithrung in das Aufgabenformat Zaubertrick
(AB Zaubertrick I)

= Phase 2: Durchfithrung und Begriindung des vorgelegten Zaubertricks
= Phase 3: Erfinden eines eigenen Zaubertricks (Arbeitsblatt Zaubertrick II)
= Phase 4: Begriindung des erfundenen Zaubertricks

Der erste Transkriptausschnitt setzt ein, nachdem Niklas in Phase 1 der Zauber-
trick vorgestellt und ihm das Arbeitsblatt vorgelegt wurde.
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Transkriptausschnitt zu Niklas Durchfiihrung und Begriindung des
vorgelegten Zaubertricks

I.: Vielleicht kannst du das einfach mal ausprobieren mit irgendein paar
Zahlen.

N.: Ahm, ok. Nehm ich einfach mal, gehen auch hohe Zahlen?

I.: Kannst du ausprobieren.

N.: (Fiillt die erste Spalte mit der Startzahl 60 aus.) Also &h, dann noch
eine Zahl?

I.: Mmh.

N.: Dann nehme ich die Zahl. (Fiillt die zweite Spalte mit der Startzahl
100 aus.) Und dann noch. (Fiillt die dritte Spalte mit der Startzahl 2232
und anschlieffend die vierte Spalte mit der Startzahl 1 aus.)

Niklas verrechnet sich bei der Startzahl 1 und wird durch die Interviewerin auf
seinen Fehler aufmerksam gemacht. Danach fiillt er drei weitere Spalten mit den
Startzahlen 8, 5 und 10 aus.

I.: Und was meinst du?

N.: Also, &hm, hier, wenn ich &hm (kurze Pause) also, wenn ich jetzt hier
dhm dings, wenn ich hier acht und vier zusammenzdhle, dann sind das ja
zwolf und dhm, wenn ich das dann durch die Zahl minus rechne, dann
ergibt‘s immer die Zwolf. Und dhm dann durch zwei sind immer zehn, al-
S0 ja.

I.: Meinst du, der funktioniert immer der Zaubertrick?

N.: Ja.

I.: Ja? Dann musst du mir nochmal genauer erkldren, warum du meinst,
dass der immer funktioniert.

N.: Also, &h, weil, &hm, jetzt kann ich auch ne Millionenzahl hierhin pa-
cken und 4hm dann kommt ja auch irgendwie immer hin. Weil ich dhm
teil ja ahm die Zahl, die ich rauskriege, teil ich ja nochmal durch die aus-
gedachte Zahl und dh dann, also wenn ich jetzt ne Millionenzahl habe,
dann muss ich das ja nochmal durch Millionen teilen.

I.: Mmh.

N.: Und dh, dann miisste das eigentlich immer passen.
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Niklas Begriindung des vorgelegten
Zaubertricks

Nachdem Niklas den Zaubertrick mit sieben Zahlen ausprobiert, duflert er sich auf
die Frage ,,Was meinst du?“ frei zu seinen Entdeckungen. Dabei scheint er zu-
nichst keine Begriindung zu beabsichtigen, sondern seine Erkenntnis beschreiben
zu wollen, dass das Ergebnis der Rechnungen immer zehn ist. Dennoch bringt der
Schiiler an dieser Stelle schon erste begriindende Elemente des Zaubertricks ein,
indem der das Zwischenergebnis zwolf in Verbindung mit den Rechnungen ,ad-
diere 4° und ,addiere 8° bringt. Gleichzeitig gibt er durch den Satz: ,,wenn ich das
dann durch die Zahl minus rechne, dann ergibt’s immer die zwolf.“ zu verstehen,
dass das Ergebnis zwolf nach der Subtraktion der gedachten Zahl entsteht. Mit
dem Demonstrativpronomen ,das‘ scheint Niklas sich auf die Zahlen der dritten
Zeile des Arbeitsblattes zu beziehen. Dass der Schiiler an dieser Stelle sowie an
weiteren folgenden Stellen des Transkriptausschnitts fiir die Subtraktion Worter
der Division verwendet, ist ein in den Interviews hiufig vorzufindendes Phéno-
men, welches wahrscheinlich damit zu erkldren ist, dass sich die Kinder der 4.
Klasse zum Zeitpunkt des Interviews im zweiten Schulhalbjahr intensiv mit der
schriftlichen Division beschiftigen. Die sich verdndernde Startzahl, die an dieser
Stelle abgezogen wird, umschreibt er mit dem Ausdruck ,die Zahl‘. Auf Nachfra-
ge gibt Niklas an, dass der Zaubertrick immer funktioniert und wird dann um eine
Begriindung dieser Vermutung gebeten. Dazu driickt der Schiiler zunéchst die
Beliebigkeit der Startzahl mit Hilfe der Wortvariablen ,Millionenzahl® aus. Eine
derartige Formulierung wurde bereits in Kapitel 6.4.3 als kontextspezifische Ver-
allgemeinerung des Aufgabenformats Zaubertrick herausgestellt. Niklas gibt hier
an, dass auch eine ,Millionenzahl’ als Startzahl gewihlt werden kann, weist aber
mit dem anschlieBenden Satz ,dann kommt [das] ja auch irgendwie immer hin’
nur auf das Resultat der beliebig gewéhlten Startzahl hin. Als Begriindung fiir das
Funktionieren des Tricks bei beliebiger Startzahl fiihrt er dann anschlieend den
Satz an ,,Weil ich d4hm teil ja &hm die Zahl, die ich rauskriege, teil ich ja nochmal
durch die ausgedachte Zahl“. Auch mit dem Ausdruck ,die Zahl, die ich rauskrie-
ge scheint sich Niklas wiederum auf die Zahlen der dritten Zeile zu beziehen,
von welcher er die ausgedachte Zahl abzieht. Bei der Verallgemeinerung der
Rechnung verwendet er hier die in der Aufgabe zur Verfligung gestellte Formu-
lierung ,die (aus-)gedachte Zahl‘. Diese Beschreibung bezieht der Schiiler wieder
auf den von ihm gewihlten Ausdruck ,Millionenzahl’ zuriick, weshalb er ab-
schlieBend den Satz hinzufiigt ,,also wenn ich jetzt ne Millionenzahl habe, dann
muss ich das ja nochmal durch Millionen teilen.”. Hier nutzt Niklas wieder seine
selbst gewihlte Wortvariable ,Millionenzahl‘ und verbindet diese mit einem
Bedingungssatz. Der Schiiler schafft hier einen Verweis zwischen ,der Millionen-
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zahl‘, welche die unbestimmte Startzahl darstellt, und der ,Millionen‘, die bei der
Rechnung abgezogen wird. Dadurch stellt er eine direkte Verbindung zwischen
diesen beiden unbestimmten Zahlen her und kann so den Kern der Begriindung
allgemein ausdriicken, indem er die Reversibilitit der unbestimmten Zahl durch
Subtraktion derselben darstellt.

Transkriptausschnitt zu Niklas Begriindung des erfundenen Zaubertricks

Noch deutlicher sind oben benannte Aspekte in Niklas zweiter Argumentation zu
erkennen, in welcher er aufbauend auf der ersten seinen selbst erfundenen Zau-
bertrick begriindet. Niklas erfindet folgenden Zaubertrick und testet diesen mit
den Zahlen 300, 1 und 200000.

Denke dir eine Zahl. 37 00 | o plvgldel,
/47 g 308 | 6 200065
48 31 Ml 2000
S 28 0 73
i 7 e e 0 i 0 R

Abbildung 6.72: Niklas erfundener Zaubertrick™®

I.: Ok. Und warum ist das jetzt egal, welche Zahl ich da oben eintrage?
Dreihundert, eins, zweihunderttausend. (Liest die genutzten Zahlen vom
Arbeitsblatt vor.) Warum kommt da immer am Ende zwdlf raus?

N.: Also weil, ahm ich kann jetzt auch ne wieder ne Millionen nehmen
und &h dann dhm, wenn ich dann weil dann hab ich ja nachher &hm, ne
Million und dreizehn, dhm und dann muss ich ja &hm diese Million d4hm
wieder abziehen und dann sind da ja nur dreizehn und minus eins sind
dann zwolf. Und da kann ich auch ne dh Zahl mit &hm hundertfiinfzehn
haben. Da komm’ ja noch dreizehn dazu und wenn ich die hundertfiinf-
zehn wieder abziehe, dann sind’s wieder dreizehn.

I.: Mmh. Ok.

N.: Und minus eins sind wieder zwolf.

3 In Phase 3 (Erfinden eines eigenen Zaubertricks) erklirt Niklas seine Abkiirzungen:

,A’ steht fiir ,Addiere’ und ,S’ fiir ,Subtrahiere die gedachte Zahl’.
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Niklas Begriindung des erfundenen
Zaubertricks

So wie bei der ersten Begriindung nutzt Niklas hier den Ausdruck ,Millionen‘,
um die Beliebigkeit der Startzahl auszudriicken. Durch die Addition der Zahlen
finf und acht erhélt er schlieBlich ,ne Million und dreizehn‘, wobei dieser Aus-
druck einerseits als Zahl 1.000.013, andererseits aber als Term 1.000.000+13
interpretiert werden kann. Noch deutlicher als bei der ersten Begriindung verweist
Niklas im gleichen Satz mit Hilfe der Formulierung ,diese Million® auf die unbe-
stimmte Startzahl. So setzt er die zu Beginn der Rechnung ausgedachte unbe-
stimmte Zahl hier deutlich in Beziehung zu der abzuziehenden Menge und driickt
so die Reversibilitdt des Hinzufligens der Unbestimmten durch die Subtraktion
derselben aus. Auch die Verwendung des Wortes ,wieder® verdeutlicht die Sub-
traktion (hier ,abziehen‘) als inverse Operation zum anfinglichen Hinzufiigen
(hier ,nehmen‘) der Startzahl. So erhélt Niklas anschlieBend die Zahl dreizehn,
von der die Zahl eins zu subtrahieren ist, um so zum Ergebnis zwolf zu gelangen.
Hinzufiigend verdeutlicht er seine Begriindung noch einmal anhand der Beispiel-
zahl 115. An der Formulierung ,Da komm* ja noch dreizehn dazu‘ wird hier seine
Auffassung der Zahlen in der dritten Zeile als Term 115+13 deutlich. Von diesem
Term bleiben nach Subtraktion der Zahl 115 so noch dreizehn iibrig. Obwohl die
Zahl 115 hier als konkretes Beispiel genutzt wird, kann Niklas doch auch durch
sie eine Beziehung zwischen der abzuziehenden Zahl und der Startzahl herstellen,
indem er die einzelnen Rechenschritte nicht direkt verkniipft, sondern diese als
Term stehen ldsst. So ist die beliebig gewihlte Zahl 115 als wiederkehrendes
Element zu identifizieren und das Abziehen der gedachten Zahl kann so als inver-
ses Element der unbestimmten Zahl veranschaulicht werden.

6.9.2 Zweites Fallbeispiel: Ali

Als Ali der Zaubertrick zu Beginn des Interviews vorgestellt wird, verrechnet er
sich zunéchst bei der Kopfrechnung. Aus diesem Grund fiillt Ali gemeinsam mit
der Interviewerin die erste Spalte des Arbeitsblattes mit der Startzahl 1 aus. Die
hier vorgestellte Szene setzt im Anschluss an das Ausfiillen der ersten Spalte an.

Transkriptausschnitt zu Alis Begriindung des Zaubertricks
I.: Okay. Kannst du das vielleicht nochmal mit ein paar Zahlen probieren?
A.: Soll ich jetzt selber?
I.: Mmbh. Irgendwelche Zahlen vielleicht einsetzen?

A.: Ist egal, was fiir ,ne Zahl?
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I.: Mmbh, kannst ja immer verschiedene ausprobieren.
A.:[...] (Fiillt die Spalte mit der Startzahl 20 aus.)
I.: Mmbh, ok.

A.: Wieso kommt eigentlich immer die zehn raus?

I.: (Lachelt.) Das ist der Zaubertrick. Vielleicht willst du es nochmal mit
ein paar Zahlen ausprobieren? Oder meinst du, da kommt immer die zehn
raus?

A.: Nee, nicht immer.
I.: Nee?

A.: Weil, wenn man die (kurze Pause), wenn man die zehn nimmt, dann
auch. Vierzehn, zweiundzwanzig, zwolf, zwei, dh, doch, kommt immer
die zehn raus. (Fiillt die Spalte mit der Startzahl 10 aus.)

I.: Mmbh. Meinst du, es gibt Zahlen, mit der das nicht funktioniert?
A.: Doch es funktioniert mit allen.
1.: Woher weil3t du das, warum bist du dir so sicher?

A.: Ja, weil, dhm hier steht ja, 4hm, subtrahiere die gedachte Zahl und
dann nimmt man ja sofort, wenn man jetzt zum Beispiel tausend nimmt,
dann kommt spiter dann, &hm zwolf raus und dann wieder hier minus
zwei und dann kommt dh die zehn raus.

I.: Mmh, okay. Willst du das vielleicht mal mit tausend auch nochmal
probieren?

A.: Okay. (Fiillt die Spalte mit der Startzahl 1000 aus). Kommt immer die
zehn raus.

I.: Ok, jetzt musst du mir das nochmal genau erkldren warum. Du hast
den ja schon durchschaut, warum das immer funktioniert.

A.: Weil hier steht, denke dir eine Startzahl, dann nimmt man jetzt zum
Beispiel tausend. Dann addiere plus vier (zeigt auf die letzte Spalte) sind
tausendvier, dann addiere plus acht sind wieder, &h, sind tausendzwdlf
und dann subtrahiere die gedachte Zahl und dann nimmt man ja tausend
minus tausend und das sind zwolf. Und in jeder Reihe steht zwdlf und
dann darunter zehn.
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Analyse des Transkriptausschnitts zu Alis Begriindung des Zaubertricks

Als Ali aufgefordert wird, den Zaubertrick mit verschiedenen Startzahlen auszu-
probieren, fiillt er eine Spalte des Arbeitsblattes mit der Startzahl 20 aus und fragt
die Interviewerin anschlieBend, nach dem Grund fiir das wiederkehrende Ergeb-
nis zehn. Diese Frage muss nicht zwingend als Ausdruck einer allgemeinen Ver-
mutung betrachtet werden, denn es konnte ebenso sein, dass der Schiiler sich mit
dem genutzten Ausdruck ,immer‘ nur auf die beiden bereits gewéhlten Startzah-
len bezieht. Fiir letztere Interpretation spricht die daran anschlieBende Szene, in
welcher der Schiiler die Vermutung dufert, dass ,nicht immer* das Ergebnis zehn
herauskommen muss, was aber ebenso auf die suggestiv gestellte Frage der Inter-
viewerin zuriickgefiihrt werden konnte. Als Begriindung fiir diese Vermutung
mochte Ali als Gegenbeispiel die Startzahl zehn anbringen (vermutlich in Bezug
zum Ergebnis zehn), muss seine Begriindung aber abbrechen, da er durch Nach-
rechnen erkennt, dass die Startzahl zehn kein Gegenbeispiel darstellt. Seiner
anschlieBende Vermutung ,doch, kommt immer die zehn raus‘, ist wie bei der
Interpretation der bereits beschriebenen Frage aufgrund der Mehrdeutigkeit des
Ausdrucks ,immer‘ nicht zu viel Bedeutung zuzumessen. Auf Nachfrage der
Interviewerin duBlert er anschlieend allerdings eindeutig die Vermutung, dass der
Zaubertrick mit allen Zahlen funktioniert. Bei der Begriindung bezieht Ali sich
sofort auf die relevante Stelle des Zaubertricks. Ahnlich wie Niklas driickt er die
Beliebigkeit der Startzahl mit Hilfe einer hohen Beispielzahl aus und verallge-
meinert mit einem Bedingungssatz. Bei diesem ist allerdings nun zu bemerken,
dass der zweite Teil des Satzes ,dann kommt spéter dann, &hm zwdlf raus‘ nicht
mehr in Abhingigkeit zur Bedingung der Verwendung der Zahl 1000 steht. Ali
erzeugt hier keinen Bezug zwischen der vorzunehmenden Rechnung und der
gewdhlten Startzahl, sondern gibt lediglich an, dass auch bei der beliebig gewéahl-
ten Zahl 1000 das Ergebnis 12 zu erwarten ist.

Die Beispielzahl 1000 verwendet Ali auch bei seinem zweiten Begriindungsan-
satz. Obwohl er seine Erkldrung mit der kausalen Konjunktion ,weil’ beginnt,
kann von den nachfolgenden Ausfithrungen nicht eindeutig festgestellt werden,
ob Ali mit ihrer Hilfe eine sich entwickelnde Beweisidee ausdriicken mdochte,
oder ob es sich um eine reine Beschreibung der erkannten Phinomene auf empiri-
scher Ebene handelt. Die Beliebigkeit der zu wihlenden Startzahl driickt Ali
zundchst aus, indem er die gewihlte Zahl 1000 als Beispiel angibt. Die daran
anschlieBenden Erlduterungen geben die nétigen Rechenschritte in Form einer
Beschreibung des Zaubertricks anhand der Startzahl 1000 wieder. Dabei rechnet
Ali im Gegensatz zu Niklas die Zwischenergebnisse 1004 und 1012 direkt aus.
Eine Ausnahme bildet die Stelle ,dann nimmt man ja tausend minus tausend und
das sind zwolf*. Diese Transkriptstelle ldsst zwei Interpretationswege offen. Ei-
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nerseits kann vermutet werden, dass Ali mit der ersten ,tausend‘ im Satz die zu-
letzt genannte Zahl 1012 meint und nur das Ende des Wortes unausgesprochen
lasst. Fiir diese Interpretation spricht das direkt im Anschluss benannte Ergebnis
,und das sind zwolf* ebenso, wie es seiner vorherigen Vorgehensweise entspré-
che, die einzelnen Rechnungen jeweils zu Teilergebnissen zusammenzurechnen.
Andererseits konnte Ali an dieser Stelle mit ,tausend minus tausend’ versuchen,
einen ersten Bezug zwischen Startzahl und zu subtrahierender Zahl herzustellen.
Der letzte Satz von Alis Erlduterung ,Und in jeder Reihe steht zwolf und dann
darunter zehn deutet auf eine empirische Feststellung hin. Sie beschreibt Alis
Entdeckung, dass in jeder Spalte zwolf herauskommt, nachdem man den von ihm
beschriebenen Rechenvorgang ausfiihrt.

Obwohl Ali hier d4hnlich wie Niklas eine hohe Zahl als Ausdruck der Beliebigkeit
der Startzahl nutzt, wird in seinen Erkldrungen nicht deutlich, ob er eine vorhan-
dene Beweisidee beschreiben mochte oder die Aussagen des Schiiler rein empi-
risch begriindet sind. Da an keiner Stelle eine eindeutige Verbindung zwischen
der abzuziehenden Zahl und der Startzahl hergestellt wird, ist nicht erkennbar, ob
der Schiiler die Reversibilitdt der unbestimmten beliebigen Startzahl durch deren
Subtraktion erkennt.

6.9.3 Zusammenfassung und Fazit

Der Verallgemeinerung wird beim Beweisen eine besondere Rolle zugesprochen
(vgl. Kapitel 3.3.3 oder KRUMSDORF 2009a, 2009b). Sie hilft, ein induktives
Priifen einer Behauptung von einer Versprachlichung der Beweisidee zu unter-
scheiden. Mit Hilfe der in Kapitel 6.2 aufgezeigten Verallgemeinerungsweisen
konnen die Kinder ihre allgemein gedachten Strukturen des Terms und die Bezie-
hungen zwischen den Zahlen des Zaubertricks ausdriicken. So kdnnen Verallge-
meinerungen die Kommunizierbarkeit der Beweisidee unterstiitzen, was einerseits
fiir andere Lernende in der Interaktion fiir den Nachvollzug der Begriindung
wichtig ist, andererseits ebenso fiir die Lehrkraft oder den mathematikdidakti-
schen Forscher, der Aufschluss iiber das Verstidndnis der Beweisidee des Schiilers
erhalten mochte (vgl. KRUMSDORF 2009b).

In diesem Kapitel wurde der folgenden Forschungsfrage nachgegangen:

Welche Rolle spielt die Verallgemeinerung der unbestimmten Zahlen beim Argu-
mentieren?

Die Rolle der Verallgemeinerung konnte durch einen Vergleich der oben be-
schriebenen Begriindungen nédher betrachtet werden. Die vorliegenden Analysen
beziehen sich dabei ausschlieBlich auf die Versprachlichung und Verallgemeine-
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rung einer eventuell gegebenen Begriindungsidee des Zaubertricks. Es ist nicht
Gegenstand der Arbeit, {iber das tatsdchliche Vorhandensein einer latenten oder
subjektiv realisierten Beweisidee der Schiiler zu diskutieren. Vielmehr werden
hier Aspekte der Versprachlichung in den Blick genommen, die das Ausdriicken
einer allgemeinen Begriindung ermdglichen. Diese sind dabei nur als aufgaben-
spezifische Merkmale fiir die Begriindung des Zaubertricks zu verstehen. Es
konnen hier keine allgemeinen Kriterien fiir Argumentationen herausgearbeitet
werden. Es soll aber im Sinne des Forschungsinteresses die Rolle der Verallge-
meinerung im Argumentationsprozess beleuchtet werden.

Die oben dargestellten Begriindungen zum Zaubertrick weisen verschiedene
Verallgemeinerungen auf (vgl. Kapitel 6.9.1: Wortvariablen und Kapitel 6.9.2:
Bedingungssitze und Verwendung eines Beispiels), mit deren Hilfe die beiden
Schiiler die unbestimmte Startzahl beschreiben. Diese Verallgemeinerungen
scheinen bei Niklas und Ali jedoch unterschiedliche Wirkungen auf das Ver-
stindnis der Begriindung zu haben. Niklas nutzt den Ausdruck ,Millionenzahl*
einerseits, um die Beliebigkeit der Startzahl auszudriicken. Andererseits erzeugt
er aber durch das mehrmalige Verwenden dieses Ausdrucks (bzw. den dhnlichen
Ausdruck ,Millionen‘) Beziehungen zwischen verschiedenen Stellen der Rech-
nung. So schafft er es, die Reversibilitit der zu Beginn der Rechnung gewéhlten
Startzahl durch deren Subtraktion an spiterer Stelle auszudriicken und so das
wiederkehrende Ergebnis zu begriinden. Den Verweis der abzuziehenden Menge
auf die unbestimmte, beliebig gewihlte Zahl kann er zusdtzlich auch anhand der
konkreten Zahl 115 darstellen, da er diese im Laufe der Rechnung nicht direkt
verrechnet, sondern die Rechnungsschritte in Form einer Art Term versprachlicht.

Obwohl auch Ali in seiner Begriindung seine Uberlegungen verallgemeinert,
nutzt er diese Verallgemeinerungen nicht, um die fiir den Zaubertrick relevanten
Beziehungen zwischen den unbestimmten Zahlen darzustellen. So kann er zwar
die Beliebigkeit der Startzahl auf empirischer Ebene verdeutlichen (unabhingig
davon, welche Startzahl ich wéhle, steht in der letzten Zeile immer zehn), nicht
aber den Grund dafiir in der Subtraktion eben dieser Startzahl als inverse Hand-
lung zum anfinglichen Wahlen (also Hinzufiigen) einer Zahl explizit angeben.
Seine Erlduterungen lassen im Gegensatz zu Niklas Begriindungen Raum fiir
Interpretationen, die Ali keine Beweisidee zusprechen, sondern von Beschreibun-
gen der erkannten Phanomene auf empirischer Ebene ausgehen.

Es zeigt sich folglich, dass der Allgemeinheitsgrad der Argumentation kein allei-
niges Unterscheidungskriterium fiir die Identifikation einer Beweisidee ist. Es
kann auch bei einer Verallgemeinerung nicht zwischen empirischen Beschreibun-
gen einer Entdeckung und einer theoretischen Begriindung derselben unterschie-
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den werden. Stattdessen zeigen sich bei dem Aufgabenformat Zaubertrick bei-
spielsweise die Verdeutlichung der Beziehung zwischen den Operationen des
anfanglichen Hinzufiigens und spiteren Abziehens der gleichen unbestimmten
Zahl als inverse Operationen sowie das Verweisen bei der Benennung der abzu-
ziehenden Menge auf die gewdhlte Ausgangsmenge als zentrale Elemente der
Argumentation. Diese hidngen natiirlich stark von der jeweiligen Aufgabe bezie-
hungsweise der auszudriickenden Beweisidee ab.

Es kann beziiglich der Rolle der Verallgemeinerung bei der Argumentation fest-
gehalten werden, dass die Verallgemeinerung zwar eine zentrale, aber keine allei-
nige Komponente der Argumentation darstellt. Vielmehr miissen Verallgemeine-
rungen als Grundlage genutzt werden, um mit ihrer Hilfe den kontextspezifischen
Kern der Beweisidee auszudriicken.
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Als Ausgangspunkt dieser Arbeit wurde im ersten Kapitel ein Spannungsverhalt-
nis dargestellt, welches aus der Diskrepanz zwischen der enormen Bedeutung von
Variablen fiir die elementare Algebra einerseits und den Schwierigkeiten der
Schiilerinnen und Schiiler beim Verstdndnis von Variablen andererseits fiir den
Mathematikunterricht der Sekundarstufe entsteht.

Der verstindige Umgang mit Variablen ist in der elementaren Algebra von hoher
Bedeutung, zum einen als Teil der algebraischen Sprache und der Formalisierung,
die in der Algebra fester Bestandteil des Unterrichts sind (vgl. Kapitel 1.1.2.1),
zum anderen aber auch als Mittel fiir mathematische Tatigkeiten auf allgemeiner
Ebene, da Variablen im Unterricht tagtiglich genutzt werden, um mit ihrer Hilfe
beispielsweise allgemein zu kommunizieren, zu argumentieren oder auch um
mathematische Sachverhalte zu explorieren (MALLE 1993; vgl. Kapitel 1.1.2.2).
In empirischen Untersuchungen zum Verstdndnis von Variablen zeigen Schiile-
rinnen und Schiiler der Sekundarstufe (und noch dariiber hinaus) jedoch erhebli-
che Schwierigkeiten im Umgang mit Variablen. Festgestellt wird vor allem, dass
die Lernenden kalkiilhaft mit Variablen umgehen, ohne diese inhaltlich deuten zu
konnen oder einen Sinn in deren Nutzung zu sehen (vgl. Kapitel 1.2.1), dass sie
vielfdltige Deutungen von Variablen vornehmen, die nicht tragfihig sind (vgl.
Kapitel 1.2.2) und dass das Auftauchen von Variablen eine algebraische Sicht-
weise auf Terme und Gleichungen verlangt, die nicht den Erfahrungen der Ler-
nenden aus dem Arithmetikunterricht entspricht (vgl. Kapitel 1.2.3).

Die Auseinandersetzung mit diesen Schwierigkeiten ist Aufgabe der rekonstruk-
tiven Mathematikdidaktik, die sich mit der Erforschung von Lern- und Denkpro-
zessen beim Aufbau von tragfihigen Variablenkonzepten befassen muss, und
gleichzeitig Aufgabe der konstruktiven Mathematikdidaktik, die sich um die
Entwicklung und Erforschung von forderlichen Unterrichtskulturen, Aufgaben
und Lernkontexten bemiihen muss (vgl. Kapitel 1.3).

Zu beiden Forschungsfeldern mdchte die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten.
Dazu beschiftigte sie sich in der empirischen Studie einerseits mit der Untersu-
chung der Begriffsbildungsprozesse der Schiilerinnen und Schiiler und rekonstru-
ierte die propadeutische Entwicklung von Variablenkonzepten in den klinischen
Interviews. Andererseits riickte sie den Lernkontext in den Forschungsfokus und
bereitete den Kontext des Verallgemeinerns aus theoretischer Perspektive auf, um
in der empirischen Studie spezifische Forschungsfragen zum Lernkontext und
den verwendeten Aufgabenformaten zu beantworten.

K. Akinwunmi, Zur Entwicklung von Variablenkonzepten beim Verallgemeinern
mathematischer Muster, DOI 10.1007/978-3-8348-2545-2 8,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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In der empirischen Studie beschiftigte sich die vorliegende Arbeit entsprechend
mit der zentralen Forschungsfrage:

Wie und mit welchen Mitteln verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler der
Grundschule mathematische Muster und wie entwickeln sich dabei Variablen-
konzepte?

Diese Forschungsfrage wurde in Kapitel 5.3 hinsichtlich ihrer verschiedenen
Facetten aufgefiachert und jeweils ein Teilaspekt in den Kapiteln 6.1 - 6.9 beant-
wortet. Dieser Strukturierung folgend werden in Kapitel 7.1 die zentralen Ergeb-
nisse der Arbeit zusammenfassend dargestellt, bevor im Ausblick Folgerungen
und Fragen aus den erhaltenen Ergebnissen abgeleitet werden (Kapitel 7.2).

7.1 Zusammenfassung

Zu den Forschungsfragen 1 bis 9, die im vorangehenden Kapitel jeweils einzeln
in den Teilkapiteln 6.1 - 6.9 thematisiert wurden, kdnnen die Ergebnisse der em-
pirischen Untersuchung zusammengefasst wie folgt festgehalten werden:

1. Wie lisst sich die Titigkeit des Verallgemeinerns aus epistemologischer
Perspektive fassen und kann im Verallgemeinerungsprozess eine Ent-
wicklung von Variablenkonzepten ausgemacht werden?

¢ Das Verallgemeinern mathematischer Muster, welches in dieser Arbeit ver-
standen wird als das Gemeinsame erfassen und beschreiben, welches vielen
einzelnen Fdllen oder Objekten zugrunde liegt und dadurch eine mathemati-
sche Regelmdpfigkeit, ein Muster, eine Struktur oder eine Beziehung bildet
(vgl. Kapitel 4.3), lasst sich in der empirischen Untersuchung in der Interakti-
on bei der Beschiftigung mit mathematischen Mustern erkennen. Verallge-
meinerungsprozesse entstehen bei den Schiilerinnen und Schiilern aus der Mo-
tivation, eine mathematische Struktur allgemein und {iber die konkreten Ob-
jekte hinaus zu kommunizieren.

* Aus epistemologischer Perspektive lassen sich Verallgemeinerungsprozesse
als Beziehungsherstellung zwischen allgemeinen mathematischen Mustern
und Strukturen und mathematischen Zeichen auf zweierlei untrennbar mitei-
nander verbundenen Weisen beschreiben. Einerseits deuten die Lernenden ei-
ne allgemeine Struktur in die gegebenen mathematischen Zeichen und ande-
rerseits nutzen sie ihnen bekannte Zeichen (Worter, Symbole) aus anderen
Kontexten, um die allgemeinen Muster und Strukturen zu beschreiben.

* Eine Entwicklung des Variablenbegriffs findet im Verallgemeinerungsprozess
durch die Herstellung neuartiger Wechselbeziehungen zwischen der allgemein
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zu beschreibenden Struktur und den in der Kommunikation verwendeten Zei-
chen statt, welche so bei der Verallgemeinerung die Rolle von Variablen ein-
nehmen und auf die mathematischen Muster in ihrer Allgemeinheit verweisen.

* Der sich hier entwickelnde Variablenbegriff ist nach der Kategorisierung
WYGOTSKIS (1986) den Alltagsbegriffen zuzuordnen und nimmt als solcher
einen zentralen Stellenwert in der propadeutischen Begriffsentwicklung ein.

2. Welche sprachlichen Mittel nutzen die Schiilerinnen und Schiiler bei der
Verallgemeinerung mathematischer Muster?

* Die Lernenden der vierten Jahrgangsstufe sind mit ihren Mitteln in der Lage,
die vorgelegten Muster zu verallgemeinern und greifen dabei auf sprachliche
Elemente zuriick, die sich iiber alle Aufgabenformate hinweg in folgende fiinf
Kategorien von Verallgemeinerungsweisen einordnen lassen.

- Angabe eines Beispiels

- Aufzdhlung mehrerer Beispiele
- Quasi-Variablen

- Bedingungssétze

- Variablen

* Von den dargestellten Verallgemeinerungsweisen der Schiilerinnen und Schii-
ler ist nur die letzte Kategorie (Variablen) geeignet, allgemeingiiltige Aussa-
gen zu treffen, wie sie in der Mathematik das Ziel von Verallgemeinerungen
sind (eine Beschreibung gilt fiir alle Objekte des Musters / mit gleicher Struk-
tur). Die ersten vier Verallgemeinerungsweisen treffen Aussagen fiir ein oder
mehrere konkrete Beispiele und verweisen darauf, dass es noch andere Fille
gibt, auf welche die getroffene Aussage bezogen und veréndert werden muss.
Alle vorgefundenen Verallgemeinerungsweisen sind jedoch dazu geeignet,
den allgemeinen Charakter des Musters aufzuzeigen, da sie auf die allgemeine
Struktur iiber die konkreten Objekte hinaus aufmerksam machen. Sie dienen
so dem ,Allgemein-verstanden-Werden’ in der Interaktion.

* Vor dem Hintergrund der aufgefiihrten Ziele des Verallgemeinerns (allge-
meingiiltige Aussagen zu treffen, beziechungsweise auf den allgemeinen Cha-
rakter des Musters zu verweisen) entstechen Bewertungsdifferenzen der ver-
schiedenen Verallgemeinerungsweisen, die bedeutsam fiir eine Sinnstiftung
von Variablen sind. Variablen sind nicht unbedingt notwendig, um allgemein
kommunizieren oder sich in der Interaktion {iber mathematische Muster und
Strukturen verstindigen zu konnen, aber um Beschreibungen von Mustern
und Strukturen vollstdndig und allgemeingiiltig zu gestalten.
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Wie hingen Musterstrukturierung und Versprachlichung bei der Verall-
gemeinerung mathematischer Muster zusammen?

Das Erkennen und das Beschreiben mathematischer Muster stellen sich als
zwei sich wechselseitig bedingende Prozesse bei der Verallgemeinerung ma-
thematischer Muster dar, sodass das Beschreiben nicht als der Deutung nach-
rangiger Prozess verstanden werden darf.

Ein Einfluss von Versprachlichung auf die Musterstrukturierung geschieht
durch eine Bezugnahme von der Versprachlichung auf die mathematischen
Mustern und Strukturen. Bei der Versprachlichung kénnen einerseits Informa-
tionen abstrahiert werden, sodass diese nicht mehr die Genauigkeit oder De-
tails der allgemeinen Struktur enthalten und diese Diskrepanz zwischen Struk-
tur und Beschreibung beim Riickbezug Verdnderungen der Musterstrukturie-
rung hervorrufen kann. Andererseits kann auch aufgrund mangelnder Ver-
sprachlichungsmoglichkeiten fiir die zunéchst erkannte Struktur eine Umdeu-
tung erfolgen und das Muster wird dann hinsichtlich seiner Kommunizierbar-
keit strukturiert.

Welche Rolle spielt der Kontext bei der Verallgemeinerung mathemati-
scher Muster?

Verallgemeinerungen mathematischer Muster sind stark an den Kontext ge-
bunden, in den die Muster eingebettet sind. Der Kontext stellt den Lernenden
spezifische Maoglichkeiten fiir Verallgemeinerungen und insbesondere zur
Konstruktion von Zeichen mit Variablencharakter bereit.

Die unterschiedlichen Zeichen, die von den Lernenden zur Verallgemeinerung
in den jeweiligen Kontexten herangezogen werden, betonen unterschiedliche
Facetten des Variablenbegriffs, sodass die kontextspezifischen Erfahrungen
mit mathematischen Mustern und Strukturen eine Bereicherung des Variab-
lenbegriffs darstellen konnen.

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster,
die durch verschiedene Darstellungsebenen geprigt sind?

Bei der Verallgemeinerung mathematischer Muster auf verschiedenen Dar-
stellungsebenen lassen sich hinsichtlich des Wechsels zwischen und der Ver-
kniipfung von diesen Darstellungsebenen zwei eng verflochtene Prozesse er-
kennen:
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- Bei der Verallgemeinerung der Muster erfolgt eine Ablosung von der
geometrisch-visualisierten Ebene, da die Lernenden die Vorteile (bzgl.
Schnelligkeit und Aufwand) des Einbeziehens der arithmetischen Ebe-
ne erkennen und nutzen.

- Die Lernenden wechseln bei der Verallgemeinerung der Muster flexi-
bel zwischen den Darstellungsebenen und nehmen auch nach der Ablo-
sung von der geometrisch-visualisierten Ebene (oftmals spontan)
Riickbezug zu dieser.

* Aufgrund dieser beiden Komponenten stellt sich die Verallgemeinerung ma-
thematischer Muster als Prozess dar, der durch die Vernetzung unterschiedli-
cher Darstellungsebenen gepragt ist. Auf den verschiedenen Darstellungsebe-
nen werden Aspekte der Struktur entdeckt, verallgemeinert und aufeinander
bezogen. Die Verkniipfung der Darstellungsebenen trigt dabei zur Entwick-
Iung und Verallgemeinerung der Musterstrukturierung bei und lisst die dyna-
mische Wechselbeziehung zwischen geometrisch-visualisierter und arithmeti-
scher Darstellung sichtbar werden.

6. Welche Rolle spielen rekursive und explizite Sichtweisen bei der Verall-
gemeinerung mathematischer Muster?

* Aus epistemologischer Perspektive lassen sich explizite und rekursive
Musterstrukturierungen auf verschiedene Fokussierungen in den Deutungen
der geometrisch-visualisierten Folge zuriickfithren, wobei explizite Sicht-
weisen auf die Strukturen innerhalb der einzelnen Objekte und ihrer Stelle
innerhalb des Musters (hier der Folge) fokussieren und rekursive Sichtweisen
sich vorrangig auf die Beziehungen zwischen den Objekten des Musters und
auf die Verdnderung (hier des Zuwachses von Figur zu Figur) beziehen.
Zwischen diesen beiden Sichtweisen konnen die Lernenden bei der
Beschéftigung mit mathematischen Mustern wechseln.

* Zur Bestimmung der Plittchenanzahl einzelner Musterfiguren nehmen einige
Schiilerinnen und Schiiler spontan ein proportionales Wachstum der
Musterfolge an. Das proportionale Wachstum ldsst sich als Deutung der
Beziehungen des Musters auf arithmetischer Ebene (hier Beziehungen
zwischen den Zahlen der Tabelle) erkennen.

* Verallgemeinerungen der Muster und Strukturen sind an die beschriebenen
Sichtweisen gebunden. Fiir eine Verallgemeinerung einer rekursiv
betrachteten Struktur ist eine Beschreibung der verschiedenen Stellen der
Musterfolge und deren Beziehung notwendig sowie des Zuwachses zwischen
den Musterfiguren. Bei einer expliziten Perspektive miissen die Strukturen
innerhalb der Figur (z.B. durch eine Beschreibung von Raum-Lage-
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Beziehungen von Teilfiguren) und deren Bezug zu ihrer Stelle innerhalb der
Muster beschrieben werden. Je nach Sichtweise entstehen folglich
unterschiedliche Anforderungen an die Schiilerinnen und Schiiler bei der
Beschreibung der Musterfolge.

Wie verallgemeinern Schiilerinnen und Schiiler mathematische Muster,
die durch eine regelmiiflige Beziehung zwischen unbestimmten Zahlen
gebildet werden?

Bei dem Aufgabenformat Partnerzahlen konnen die Verallgemeinerungen der
Beziehungen zwischen den unbestimmten Zahlen beziiglich verschiedener
Merkmale differenziert werden:

- Erstens lassen sich in Anlehnung an SFARD (1991; vgl. Kapitel 2)
operationale und strukturelle Beschreibungen der erkannten Bezie-
hungen unterscheiden.

- Zweitens wird die erkannte Beziehung in verschiedene Richtungen
gedeutet, sodass entweder einseitige™ oder beidseitige® Beziehun-
gen zwischen den unbestimmten Zahlen verallgemeinert werden.

Die beschriebenen Sichtweisen auf das mathematische Muster hidngen von der
kontextspezifischen Anforderung bei der Auseinandersetzung mit dem gege-
benen Muster ab. Die Aufgabenstellung, die das Erkennen und Verallgemei-
nern des Musters impliziert, hat bereits einen Einfluss auf die Deutung des
Musters.

Die beschriebenen Sichtweisen auf das mathematische Muster hingen von
dessen spezifischem Charakter ab. Lernende wechseln bei quadratischen Be-
ziehungen, die sehr schwer strukturell zu verallgemeinern sind, zu einer ope-
rationalen, einseitigen Beschreibung der Beziehung.

Wie deuten Schiilerinnen und Schiiler die Wortvariable ,Zahl’ im Kon-
text des Verallgemeinerns?

Bei der Deutung der Wortvariablen ,Zahl’ und dem Term ,Zahl + 20’ im
Aufgabenformat Partnerzahlen (vgl. Abb. 5.9 auf S. 138) lassen sich drei un-
terschiedliche Interpretationen erkennen:

- Die Wortvariable ,Zahl’ im linken Kédstchen wird als Unbestimmte
gedeutet. Das Wort ,Zahl’ im Ausdruck ,Zahl + 20’ im rechten

39
40

Beziehung der einen zur anderen Zahl.
Beziehung beider Zahlen zur jeweils anderen Zahl.
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Kastchen wird als neue unabhidngige Variable gedeutet, die als
Platzhalter fiir das Ergebnis dient.

- Die Wortvariable ,Zahl’ im linken Kédstchen wird als Unbestimmte
gedeutet und das Wort ,Zahl’ im rechten Kéastchen wird als Be-
standteil des Ausdrucks ,Zahl + 20’ gedeutet, sodass die Wortvari-
able in beiden Fillen als Platzhalter fiir dieselbe unbestimmte Zahl
dient.

- Das Wort ,Zahl’ wird weder im rechten noch im linken Késtchen
erkennbar als Wortvariable gedeutet. Die Anforderung, das Muster
nach der beschriebenen Kurzregel fortzusetzen wird dennoch durch
eine Interpretation der Zeichen ,+20° im Kontext des Aufgaben-
formats Partnerzahlen bewéltigt.

* Es ldsst sich entsprechend der drei beschriebenen vorgefundenen Deutungen
keine Deutungsvielfalt erkennen, so wie sie in Studien zur Interpretation von
Variablen beschrieben wird (vgl. Kapitel 1.2.2). Es zeigt sich in den ersten
beiden oben beschriebenen Deutungsweisen der Lernenden, dass diese in der
Lage sind, die Wortvariable ,Zahl® als Unbestimmte zu deuten, wenn sie im
Kontext des Verallgemeinerns eingebettet ist, da durch diesen ein geeigneter
Referenzkontext zur Deutung der Variablen bereitgestellt wird.

* Auch ohne Deutung des Wortes ,Zahl’ als Unbestimmte ist es Lernenden
moglich, die Aufgabe der Fortsetzung des Musters zu bewiltigen, indem die
intendierte Anforderung durch eine Interpretation anderer Bestandteile (hier
+20) des Terms erkannt wird. Es zeigt sich hier folglich fiir die Diagnose des
Variablenkonzeptes im Mathematikunterricht, dass ein richtiges Befolgen ei-
ner durch einen Term beschriebenen Rechenvorschrift nicht zwingend auf ein
Verstandnis der Unbestimmten schlieBen lasst.

9. Welche Rolle spielt die Verallgemeinerung der unbestimmten Zahlen
beim Argumentieren?

* Beim Argumentieren nutzen die Lernenden verschiedene der in Kapitel 6.2
dargestellten Verallgemeinerungsweisen, mit deren Hilfe sie die im Aufga-
benformat zu verbalisierende Struktur des Terms und deren Unabhédngigkeit
von der unbestimmten Startzahl beschreiben.

* Es kann auch bei einer Verallgemeinerung nicht zwischen empirischen Be-
schreibungen einer Entdeckung und einer theoretischen Begriindung derselben
unterschieden werden. Fiir den Nachvollzug einer Beweisidee reicht die Ver-
allgemeinerung der unbestimmten Startzahl nicht aus, wenn diese nicht ge-
nutzt wird, um mit ihrer Hilfe den kontextspezifischen Kern der Beweisidee
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auszudriicken. Verallgemeinerungen stellen folglich eine zentrale, aber keine
alleinige Komponente der Argumentation dar.

7.2 Ausblick

Die Ergebnisse der empirischen Studie verdeutlichen, welche nicht zu unterschét-
zende Bedeutung dem Verallgemeinern mathematischer Muster in der Grund-
schule im Hinblick auf die Entwicklung von Variablenkonzepten zuzumessen ist.
Es nimmt einen wichtigen Stellenwert in der Entwicklung des algebraischen
Denkens ein und stellt gleichzeitig einen Ankniipfungspunkt fiir die Erarbeitung
von Variablenkonzepten in der Sekundarstufe dar.

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Arbeit auf zwei unterschiedlichen Ebe-
nen reflektiert. Dazu wird in Kapitel 7.2.1 dargestellt, welche Folgerungen und
Fragen sich hinsichtlich der beiden herausgearbeiteten Forschungsfelder (vgl.
Kapitel 1.3) ergeben. In Kapitel 7.2.2 werden Schlussfolgerungen fiir die Unter-
richtspraxis beschrieben.

7.2.1 Folgerungen und Fragen fiir die Erforschung von
Lernprozessen und fiir die Unterrichtsentwicklung

In der empirischen Studie dieser Arbeit wurde eine Verbindung verschiedener
Perspektiven auf das Verallgemeinern mathematischer Muster — als Zugang zur
Algebra und als grundlegende Tatigkeit im Mathematikunterricht — dazu genutzt,
die Moglichkeiten und die Bedeutsamkeit der propadeutischen Entwicklung von
Variablenkonzepten in der Grundschule aufzuzeigen. Hinsichtlich beider in Kapi-
tel 1 dargestellten Forschungsfelder — beziiglich der Erforschung von Lern- und
Denkprozessen der Schiilerinnen und Schiiler beim Aufbau von Variablenkon-
zepten und fiir die Entwicklung und Erforschung von neuen Unterrichtskultu-
ren, Aufgaben und Lernkontexten zur Forderung der Entwicklung von Variab-
lenkonzepten — sind an die vorliegende Studie anschlieend weitere Untersu-
chungen von Verallgemeinerungen mathematischer Muster in der Grundschule
und insbesondere deren Initiierung und Férderung erforderlich.

Verallgemeinerungen im Unterrichtsdiskurs

Zur Bedeutung des Diskurses bei der Entwicklung mathematischen Wissens he-
ben NUHRENBORGER & SCHWARZKOPF (2010b) hervor, dass Kinder im
Mathematikunterricht Zeichen gemeinsam nutzen, diese aber vor ihren individu-
ellen Referenzkontexten unterschiedlich deuten und diese Deutungsunterschiede
im Diskurs zu erweiterten Betrachtungen und Umdeutungen fiihren. Die Erweite-
rung der eigenen Perspektive durch die Aushandlung von Deutungen ldsst neues
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mathematisches Wissen erst in der Interaktion entstehen. In Kapitel 2.2.2 wurde
beschrieben, dass sich mathematische Zeichen in Aushandlungen von Bedeutung
in der Interaktion als tragfihige, adiquate Codierungsmittel fiir das strukturelle
mathematische Wissen erweisen miissen und sich so entwickeln (STEINBRING
2006). In der empirischen Untersuchung wurde die Kommunikation iiber die
mathematischen Muster und Strukturen als Moment heraus gestellt, in der die
Kinder die Notwendigkeit zur Verallgemeinerung verspiiren, wenn sie ihrem
Kommunikationspartner die erkannte allgemeine Struktur {iber das konkrete Bei-
spiel hinaus beschreiben mdchten. Verallgemeinerungsprozesse wurden in der
vorliegenden Arbeit jedoch nur in der Interaktion zwischen Schiilerin bzw. Schii-
ler und Interviewerin untersucht. Von weiterem Interesse sind deshalb Aushand-
lungsprozesse im Unterricht:

=  Wie gestalten sich Verallgemeinerungsprozesse in der Interaktion zwi-
schen Lernenden und zwischen Lernenden und Lehrenden im Mathema-
tikunterricht?

=  Wie entwickeln sich Variablenkonzepte in der Aushandlung von mathe-
matischen Zeichen bei der Verallgemeinerung mathematischer Muster und
Strukturen im Unterricht?

=  Welche Chancen und Herausforderungen zeigen sich in der Interaktion im
Mathematikunterricht flir die Forderung von Verallgemeinerungsprozes-
sen und die Initiierung von Aushandlungen von mathematischen Zeichen
mit Variablencharakter?

An verschiedenen Stellen wurden in der vorliegenden Arbeit verschiedene Sicht-
weisen der Kinder auf die vorgelegten Muster und Strukturen und deren Einfluss
auf die Verallgemeinerung dargestellt. Interessant ist in diesem Hinblick eine
Erforschung der Lernprozesse in der Interaktion, wenn Kinder mit unterschiedli-
chen Sichtweisen aufeinandertreffen und addquate Verallgemeinerungen fiir die
erkannten Muster aushandeln:

=  Welche Lernprozesse zeigen sich im Diskurs {iber rekursive und explizite
Sichtweisen auf Muster?

=  Welche Lernprozesse zeigen sich im Diskurs iiber operationale und struk-
turelle Verallgemeinerungen von Beziehungen zwischen unbestimmten
Zahlen?

=  Welche Lernprozesse zeigen sich bei der Aushandlung von unterschiedli-
chen Deutungen von Zeichen oder Symbolen mit Variablencharakter (wie
dem Ausdruck ,Zahl+20’ im Aufgabenformat Partnerzahlen)?
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Die Bedeutung des Lernkontextes

BLANTON & KAPUT (2002) betonen, dass eine Forderung des algebraischen
Denkens in der Grundschule (bzw. eine ,,Algebraisierung des Grundschulunter-
richts) keiner Neuentwicklung von Aufgaben oder Lernmaterialien bedarf, son-
dern lediglich eines anderen Umgangs mit dem Material und einer Unterrichtskul-
tur, die algebraische Denkhandlungen ermdglicht (vgl. auch Kapitel 3.2). Aufga-
ben im Arithmetikunterricht miissen so beschaffen sein, dass sie eine algebraische
Sichtweise auf Zahlen, Terme und Gleichungen zulassen, gleichzeitig aber reich-
haltig fiir arithmetische Prozesse sind und somit die Verbindung zwischen Arith-
metik und Algebra stirken (BLANTON & KAPUT 2002, 111). Geeignet erschei-
nen hierfiir substantielle Lernumgebungen (vgl. auch Kapitel 3.3), welche algeb-
raische und arithmetische Prozesse ebenso ganzheitlich anregen konnen, wie
inhaltliche und allgemeine oder entdeckende und iibende Lernprozesse (WITT-
MANN 1995b). In der vorliegenden Arbeit wurden die Verallgemeinerungspro-
zesse vor dem Hintergrund der drei konzipierten Aufgabenformate Pléittchenmus-
ter, Partnerzahlen und Zaubertrick untersucht. Dabei wurde in Kapitel 6.3 her-
ausgestellt, dass jeder Lernkontext neue, spezifische Moglichkeiten zur Verall-
gemeinerung bietet und in den Kapiteln 6.5 bis 6.9 wurden den jeweiligen Lern-
kontext betreffende Forschungsfragen formuliert. Forschungsfragen fiir die kon-
struktive Mathematikdidaktik ergeben sich folglich beziiglich einer weiterfiihren-
den Erforschung substantieller Aufgabenformate, die zur Beschéftigung mit und
zur Verallgemeinerung von mathematischen Mustern anregen:

* Welche kontextspezifischen Moglichkeiten zur Verallgemeinerung und
zur Nutzung von Zeichen oder Wortern mit Variablencharakter stehen den
Schiilerinnen und Schiilern in anderen Aufgabenformaten zur Verfiigung?

*  Welche Elemente von substantiellen Aufgabenformaten erweisen sich (im
Unterricht) als gewinnbringend fiir eine Forderung von Verallgemeine-
rungsprozessen?

* Welche Lernprozesse lassen sich langsschnittlich, im Verlauf mehrerer
Aufgabenformate zur Verallgemeinerung mathematischer Muster, be-
obachten?

7.2.2 Folgerungen fiir die Praxis

Nicht nur fiir die mathematikdidaktische Forschung ergeben sich Anregungen aus
den gewonnenen Ergebnissen der vorliegenden Arbeit, sondern auch fiir die Un-
terrichtspraxis besitzen die Ergebnisse der Studie Bedeutung. Deshalb werden im
Folgenden Uberlegungen zur Integration des Verallgemeinerns in den Mathema-
tikunterricht der Primarstufe diskutiert — zum einen bezogen auf Curricula und
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deren Implementierung, zum anderen im Hinblick auf mdgliche Inhalte fiir die
Lehrerbildung.

Folgerungen fiir Curricula und deren Implementierung

Die Entwicklung des algebraischen Denkens ist in Deutschland nicht so explizit
in den Standards integriert, wie beispielsweise in den USA (NATIONAL COUN-
CIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS 2000). Jedoch findet sich in den bun-
desweiten Bildungsstandards (KMK 2005) der Inhaltsbereich Muster und Struk-
turen, dessen Verbindung mit der Entwicklung des algebraischen Denkens in
dieser Arbeit aufgezeigt wurde. Dort sind die zu erreichenden Kompetenzen fiir
die Schiilerinnen und Schiiler am Ende der 4. Jahrgansstufe wie folgt formuliert
(vgl. Tab. 7.1):

Tabelle 7.1: Auszug aus den bundesweiten Bildungsstandards (KMK 2005, 10f)

GesetzméBigkeiten - strukturierte Zahldarstellungen (z.B. Hunderter-Tafel)
erkennen, beschrei- verstehen und nutzen,
ben und darstellen - GesetzméaBigkeiten in geometrischen und arithmetischen

Mustern (z.B. in Zahlenfolgen oder strukturierten Aufga-
benfolgen) erkennen, beschreiben und fortsetzen,

- arithmetische und geometrische Muster selbst entwickeln,
systematisch verdndern und beschreiben.

funktionale - funktionale Beziehungen in Sachsituationen erkennen,

Beziehungen er- sprachlich beschreiben (z.B. Menge — Preis) und entspre-

kennen, beschrei- chende Aufgaben l6sen,

ben und darstellen - funktionale Beziehungen in Tabellen darstellen und
untersuchen,

- einfache Sachaufgaben zur Proportionalitét 16sen.

Die Entwicklung von Variablenkonzepten und die Verallgemeinerung mathema-
tischer Muster ist eng an diesen inhaltsbezogenen Bereich Muster und Strukturen
und an die prozessbezogenen Bereiche Argumentieren und Kommunizieren ge-
bunden (KMK 2005, 8) und somit bereits Bestandteil der existierenden Standards.

Bei der Implementierung bedarf die Rolle der Verallgemeinerung von mathemati-
schen Mustern im Hinblick auf die propddeutische Entwicklung des algebrai-
schen Denkens einer weiteren Ausschéarfung. So sind beispielsweise die Moglich-
keiten und Herausforderungen des Verallgemeinerns als Bestandteil des ,Erken-
nens, Beschreibens und Fortsetzens von GesetzméaBigkeiten in geometrischen
oder arithmetischen Mustern’ fiir die jeweiligen Schuljahre auszuarbeiten. Soll
das Verallgemeinern mathematischer Muster den gesamten Mathematikunter-
richt der Primarstufe durchziehen, so wie WITTMANN & MULLER (2008) es
fiir die Leitidee ,Muster und Strukturen® fordern (vgl. Kapitel 4.2.1), ist es not-
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wendig, auf Verallgemeinerungsprozesse und entsprechende Lerngelegenheiten
von der ersten Klasse an (z.B. durch Schone Péickchen (WITTMANN & MUL-
LER 1990) aufmerksam zu machen.

Folgerungen fiir die Lehreraus- und -weiterbildung

Sollen Verallgemeinerungen in der Unterrichtspraxis der Grundschule genutzt
werden, um den Mathematikunterricht der Primarstufe einerseits zu bereichern
und andererseits um Variablenkonzepte propadeutisch aufzubauen, so miissen die
Lehrkréfte auf diese ,Algebraisierung‘ vorbereitet werden (SIEBEL & FISCHER
2010). CHAZAN (2008) berichtet iiber Erfahrungen aus den USA, in welchen die
schnelle Umsetzung der Forderungen nach einer neuen Sichtweise auf das Lehren
und Lernen der Algebra in den Curricula viele Lehrkréfte {iberfordert, welche
weder iiber das Wissen um das neue Verstindnis der Algebra, noch iiber Diagno-
se- und Anleitungsmoglichkeiten der Lernprozesse ihrer Schiilerinnen und Schii-
ler verfiigen. Deshalb ist bei allen didaktischen Uberlegungen fiir den propadeuti-
schen Aufbau von Variablenkonzepten im Grundschulunterricht zu beachten,
dass diese sukzessiv in den bestehenden Unterricht integriert werden kdnnen und
keine nicht zu bewéltigenden Anforderungen fiir die Lehrkréifte darstellen (vgl.
KAPUT & BLANTON 2000). Sie miissen also sowohl an die im Unterricht ver-
wendeten Materialien und Schulbiicher als auch an die Kompetenzen von Lehr-
kraften ankniipfen.

Folglich ist zu iiberlegen, wie die in der vorliegenden Arbeit erarbeiteten Ergeb-
nisse zur propddeutischen Entwicklung von Variablenkonzepten und zur Bedeu-
tung der Verallgemeinerung mathematischer Muster und Strukturen fiir den Auf-
bau diesbeziiglicher Diagnose- und Handlungskompetenzen der Lehrkréfte in der
Primarstufe genutzt werden konnen. SIEBEL & FISCHER (2010) betonen, dass
es hinsichtlich der neuen Sichtweise auf das algebraische Denken nicht bei einer
einfachen Implementierung in die Lehreraus- und -fortbildung belassen werden
darf, sondern weitere Forschung in der Lehrerbildung erforderlich ist (vgl. auch
BLANTON & KAPUT 2002, KAPUT & BLANTON 1999). Entstehende Anfor-
derungen an die Lehrkréfte, bei deren Bewiltigung sie von Seiten der Mathema-
tikdidaktik unterstiitzt werden miissen, konnen wie folgt dargestellt werden:

* Denkwege der Kinder verstehen und anregen: Die Lehrkrifte miissen fiir
die Verallgemeinerungen der Schiilerinnen und Schiiler sensibilisiert wer-
den und zudem wissen, welche Moglichkeiten den Kindern ohne die Mit-
tel der algebraischen Sprache zur Verallgemeinerung zur Verfligung ste-
hen. KAPUT & BLANTON (1999) sprechen von der Ausbildung von
,teachers algebra eyes and ears‘ und meinen damit, dass die Lehrer in der
Lage sein miissen, die Verallgemeinerungsversuche der Lernenden zu er-
kennen und auch weiterzuentwickeln. Sie miissen verstehen, mit welchen
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Zielen Kinder verallgemeinern (vgl. Kapitel 6.2) und Moglichkeiten und
Grenzen von Verallgemeinerungen kennen.

* Lerngelegenheiten schaffen: Lehrkrafte miissen Situationen erkennen, nut-
zen und auch schaffen kdnnen, in denen sich Moglichkeiten zur Verallge-
meinerung ergeben. Dazu miissen sie Aufgabenformate zur Entdeckung,
Beschreibung und Begriindung von mathematischen Mustern und Struktu-
ren geeignet aufbereiten konnen und eine Unterrichtskultur schaffen, die
zur Beschreibung und zum Austausch ihrer allgemeinen Entdeckungen an-
regt.

*  Ankniipfungspunkte nutzen: Fiir eine gelingende Sinnstiftung fiir die Not-
wendigkeit von Variablen in der Sekundarstufe miissen sich die Lehrkrifte
der Moglichkeiten und Ziele des Verallgemeinerns (Kapitel 6.2) bewusst
sein und die Bewertungskriterien im Unterricht transparent machen koén-
nen. Dies kann im Unterricht sicherlich nicht durch eine einmalige Thema-
tisierung der unterschiedlichen Funktionen von Variablen geschehen.
Vielmehr miissen Lehrkrifte wissen, wie sie die kindlichen Verallgemei-
nerungsweisen aufgreifen und zur Aushandlung von deren Moglichkeiten
und Grenzen anregen kdnnen.

7.3 Schlussbemerkung
Zu Beginn dieser Arbeit wurde die Frage aufgeworfen, wie die Schiilerin Kia ihr
erfundenes Muster ,Blumen-Zahlen’ (Abb. 7.1, vgl. Abb. 0.1) beschreiben kann,

wenn ihr noch keine Variablen zur Verfiigung stehen, die als Mittel der Verall-
gemeinerung dienen kdnnen.

Rlauwmen -Zahlen

Abbildung 7.1: Erfundenes Plattchenmuster der Viertklédsslerin Kia
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Es wurde in der Arbeit herausgestellt, dass es sich um eine mathematikspezifische
Anforderung an die Lernenden der Grundschule handelt, wenn diese im Mathe-
matikunterricht iiber ihre entdeckten oder auch entwickelten Muster sprechen
mochten, bevor sie der algebraischen Sprache méchtig sind, und so vor der Auf-
gabe stehen, iiber RegelméBigkeiten, Strukturen und Beziehungen zu kommuni-
zieren, die wie in Kias Muster iiber die gegebenen Objekte hinaus gehen und
einen allgemeinen Charakter besitzen.

Es wurde in dieser Arbeit nicht nur dargestellt, dass Lernende der Primarstufe in
der Lage sind, mit ihren eigenen Mitteln auf verschiedene Weise zu verallgemei-
nern und in der Interaktion den besonderen Charakter von mathematischen Mus-
tern zu beschreiben, sondern auch dass diese Verallgemeinerungsprozesse eine
fruchtbare Basis fiir die Entwicklung von Variablenkonzepten und dem algebrai-
schen Denken darstellen.

Daher mag es nun nicht mehr {iberraschen, dass es auch der Schiilerin Kia ge-
lingt, ihr Muster zu verallgemeinern. Dazu nutzt sie die Wortvariable ,Nummer’
flir die unbestimmte Stelle der Folge und gibt zusitzlich ein Beispiel an, fiir wel-
ches sie eine Berechnungsmoglichkeit der Plattchenanzahl beschreibt:

\f(’?ﬂdﬁ/mﬂ SC,EM;},; ~em W asitche n aus ,
mAvsimen) @ 840 iz Yot v
OUQ Nuwimanga- hiw walewn. Wm ouws” %W-"\"‘ﬁ\(_’:/h
wie vebe KEskTIn N oy Blume wh vt

dix ber 2.0 beider Zawl Ny 2, 4341 verhwen.

Abbildung 7.2: Kias Beschreibung des Plattchenmusters
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