Was ist Algebra?

eine didaktische Perspektive
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Ubersicht

* wissenschatftlich
Perspektive

* historische _
Perspektive Das Verallgemeinern,
das Abstrahieren und

* didaktische das Generieren von Wissen

Perspektive

begrinden auch
die Algebra in der Schule

www.pinkernell.online



en und Subtrahieren (iben
el S ,Das Ergebnis berechnet

sich als Summe der

mit gleichen Grundsteinen

,...denn die mittlere Zahl Werte des linken und
geht ja zweimal in das rechten Basissteins und
Ergebnis ein. des doppelten Werts des

mittleren.

d=5b;+ 2"b,, + b

,...das sind die zwei
Mauern mit 23 und 12
auflen und 31 innen”

Mitte die grofite von drei
Zahlen steht, dann steht
im DecKstein das grofite
Ergebnis.

... .da steht die grofite
Zahl der drei Zahlen
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Algebra aus didaktischer Perspektive

» Algebraisches * Radford (2010) : Algebraisches Denken ist...

Denken

o

o

» Algebraische
Lerngegenstande °

...Denken mit unbestimmten Objekten
...Denken durch Erfassen von Beziehungen zwischen den Objekten

...Denken vermittels (symbolischer und anderer) Reprasentationen der
Objekte und ihrer Beziehungen

 Hefendehl-Hebeker und Rezat (2015)

Algebraisches Denken impliziert ein sich im Lernprozess ausweitendes
Spektrum von Fahigkeiten, das sich in Tatigkeiten wie den folgenden

artikuliert:

1. Strukturen in Form von Beziehungen zwischen Zahlen und Gro63en erkennen

2. Gesetzmaldigkeiten des Operierens mit Zahlen und Grél3en erfassen

3. Strukturen und Gesetzmaligkeiten in begrifflicher und symbolischer Form
beschreiben

4. symbolische Ausdricke regelgeleitet und zielbezogen umformen

5. sachgerecht interpretieren und neue Informationen ablesen

www.pinkernell.online @



Algebra aus didaktischer Perspektive

» Algebraisches
Denken

» Algebraische
Lerngegenstande
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e Variablen
. Terme

* Gleichungen
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Variablenaspekte

 symbol sense * Der Buchstabe wird
(Arcavi, 1993) als Zeichen fir eine Zahl
verstanden
* Terme (Gegenstandsaspekt)
*  Gleichungen  Der Buchstabe wird

tatsachlich oder gedanklich
durch eine Zahl ersetzt
(Einsetzungsaspekt)

e Der Buchstabe ist
Gegenstand eines Kalkiils
(Kalkiilaspekt)

(Malle, 1993)

www.pinkernell.online



...wenn Symbolsinn fehlt
fruit salad algebra

“a is apples and b is bananas,
and so 3a + 2b is like 3 apples and 2 bananas,

* symbol sense and since you can’t add apples and bananas
(Arcavi, 1993) we just write it as 3a + 2b.”
* Terme
Umkehrfehler

* Gleichungen

"There are
Six times as many students
as professors at this university."

Use S for the number of students
and P for the number of professors.

beS = 1P

~(MacGregor & Stacey, 1997; Chick, . a ' R ' R % ' ' ; 'Eﬁ@g’:&%ﬁ]@ﬁﬁﬁé’l@gﬂ'Old'e"r'ibij'r"g'&'Hé’r’i'z','"2'015) """""""""""""""""



Symbolsinn unterstitzen

 symbol sense e sprachliche Sorgfalt:
(Arcavi, 1993)
“a steht fur die Anzahl der Apfel...”
© Terme “a steht fur die Lange der Seite a...”

" Gleichungen  Wertetabellen:

X 2X+3 3x-1 | wif

Bestimme x als

- : 2 7 5 f
Lbésung der Gleichung

%X +3=3x-1 7 17 20 f

5 13 14 | f

4 11 11 | w
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Symbolsinn unterstitzen

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

J Terme

* Gleichungen

* sprachliche Sorgfalt:

“a steht fur die Anzahl der Apfel...”
“a steht fur die Lange der Seite a...”

 Wertetabellen:

Entwickle eine Formel Anzahl

fir die Anzahl der Punkte 4

in der n-ten Figur -
N ) 12

eeoo o (]

o0e O e o Y 16

o0 0600 0000 4-(n-1)

n=2 n=3 n=4
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Symbolsinn unterstitzen

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

J Terme

* Gleichungen

* sprachliche Sorgfalt:

“a steht fur die Anzahl der Apfel...”
“a steht fur die Lange der Seite a...”

 Wertetabellen: e Strukturieren:

Entwickle eine Formel
fiir die Anzahl der Punkte

in der n-ten Figur
A(n) = 4-(n-1)

seooe A(n) = 2n + 2(n-2)
eee0 o ° , ,
o0 o o o ° A(n) = n?—(n-2)
®e 000 000

www.pinkernell.online @



"There are

Symbolsinn unterstitzen six times as many students
as professors at this university."

Use S for the number of students
and P for the number of professors.”

beS = 1P
* symbol sense

(Arcavi, 1993)
e Terme

* Gleichungen

www.pinkernell.onlir..



"There are
Symbolsinn unterstiitzen Six times as many students
as professors at this university."
Use S for the number of students
and P for the number of professors.”

LeS = 10P
* symbol sense

(Arcavi, 1993) ——

. f

Terme 1. konkret- 1|\
° G|e|chungen .a.nSCha.U“Ch T .
im Kontext j b

!

I
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Symbolsinn unterstitzen

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

J Terme

* Gleichungen

"There are
six times as many students

as professors at this university."
Use S for the number of students
and P for the number of professors.”

608 =

1. konkret-
anschaulich
im Kontext

2. abstrakt-
formal
im Kontext

www.pinkernell.onlir
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"There are
Symbolsinn unterstiitzen Six times as many students
as professors at this university."
Use S for the number of students
and P for the number of professors.”

1. konkret- 2os o
* symbol sense anschaulich p
(Arcavi, 1993) im Kontext ri\

| B

- Terme " ¢
* Gleichungen 2. abstrakt- i

formal

im Kontext { @

| I

P o0

| I

3. abstrakt- P 0

formal in der I

Algebra S = 6P

www.pinkernell.online



Bezlige herstellen und Wiedererkennen

Vereinfache:
* symbol sense Strukturieren meint
(Arcavi, 1993) 6749 x>
e das Herstellen von Beziigen | ——————
* slructure sense zwischen Teiltermen 4x+6
(Arcavi, 2005) eines gegebenen Terms
«  Gleichungen . . Verwende
J » das Wiedererkennen einer a2 — b2 = (a+b)(a-b),
bekannten Termstruktur um den Term x* — y*

in einem gegebenen Term zu faktorisieren.
im Effekt die Konstruktion

einer “der Algebra immanenten”
Semantik

Faktorisiere nun auch
den Term (x-3)* — (x+3)%.

(Kieran, 1989; Malle, 1993; Hoch & Dreyfus, 2006; Riede, 2015)
www.pinkernell.online



...\Wenn Struktursinn fehlt

 symbol sense
(Arcavi, 1993)

e structure sense
(Arcavi, 2005)

Sie brauchen die folgende Gleichung nicht vollstandig zu

Gleichungen vereinfachen.

342-(a—4)=3-(a—4)
Aber wie wurden Sie als erstes umformen?
A 3+2-g—8=3.q—12 B 5(a—4)=3(a—4)
C 3=a—4 D 5a-20=3-a—12

____________________________________________________________________________________________________________________________ (MallelQQB)@
www.pinkernell.online



...\Wenn Struktursinn fehlt

perzeptive
Ahnlichkeit

 symbol sense
(Arcavi, 1993) . c

e structure sense
(Arcavi, 2005)

Abtec  bte Va-b=+a b

* Gleichungen

A-d d Ubergeneralisierung
inadaquate
Schemata

ab+\‘\ = %\-d => a-b = d

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" lle 052, Rosfle 2gre) - (ae)



...wenn Struktursinn fehlt

 symbol sense
(Arcavi, 1993)

e structure sense
(Arcavi, 2005)

* Gleichungen

(x—3)2(x—3)2 —(x+ 3)2(x+3)2

2

(Jc2 —6x+9)2 —(x2 +6x+9)
=x"=36x" +81-x"-36x>-81

xP=12x+81—x*—12x-81

x—3—-x-3 2(x—3+x+3)2
( )

Verwende
a2 — b? = (a+b)(a-b),
um den Term x* — y*
zu faktorisieren.

Faktorisiere nun auch
den Term (x—3)* — (x+3)*.

__________________________________________________________________________________________________________________ (Hoch&DrenySZOOS)
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Struktursinn unterstttzen : Strukturen analysieren

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

e structure sense
(Arcavi, 2005)

5 | Ein Term passt
zum Rechenbaum.
Welcher?

3*6 — 20;

20 - 3%6;

20 -18

* Gleichungen

Rechenbiaume

Klammergebirge

([9181=-[(12lo[-FI- B3 s (1]el=[1])

(ZO”Q-S)‘ |
R E Ly e
Y90 . 9 == 0

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Weigand, Schuler-Meyer, Pinkernell, 2022, Kortenkamp, 2006
( gWWW.pII‘l erngﬁ.onw}\e P )



Struktursinn unterstttzen : Terme und Figuren strukturieren

Alle drei Terme bilden

*  symbol sense gultige Berechnungsformeln
(Arcavi, 1993) fur den Dreieckflacheninhalt.
* structure sense h h
(Arcavi, 2005) gn L 9 h
2 2 2

* Gleichungen

Welcher Term gehoért zu welcher Figur?

g | g g

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Weigand; Schijter;, Pi netlt; 2022 @
( Wpln erner“{e |ne )



Struktursinn unterstttzen : Terme und Figuren strukturieren

Alle drei Terme bilden

- symbol sense gultige Berechnungsformeln
(Arcavi, 1993) fir den Trapezflacheninhalt.
* structure sense
(Arcavi, 2005) h-(a+b) (a+b)- 1 ha hb
2 2 2 2

* Gleichungen

Begrinde jeden Term
anhand einer geeigneten Strukturierung
dieser Figur:

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Weigand; Schijter;, Pi Nt 2022)
( \%IWWpIn erner“(e |ne )



Struktursinn unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

« structure sense Klammern
(Arcavi, 2005) 1 Nimm die Zahl 2000 und verstecke sie auf verschiedene Arten:
. 2000 2000 2000
* Gleichungen Einfach versteckt (10000 : 5) (1357 +643) (8 - 250)
Doppelt versteckt ((4 . 2500) : 5) (1357 +(1929: 3))
Dreifach versteckt ((4 - 2500) : (12-7))
Vierfach versteckt

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" ( Stelnvve% Zq(ieii_ﬁe ienb ch 6)@



Struktursinn unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

Entwickle einen Anwendungsfall

*  symbol sense fir die dritte binomische Formel,

(Arcavi, 1993) indem du die Variablen ersetzt:
* structure sense

(Arcavi, 2005) a?—b?2=(atb)(a-b) [a2=16

. 16 — b2 = (4+b)(4-b) |b =12
e Gleichungen 16 — b* = (4+t2)(4-12)
oder:
= (a+b)(a-b) | a=2u
4u? — b? = (2u+b)(2u-b) | b = (v+u)?

uz — (v+u)* = (2u + (v+u)?)(2u — (v+u)?)

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" ( S’telnwer 13'"Zaﬂienbuch 6)
ernell.online



zwei Lesarten des Gleichheitszeichens

« symbol sense *Das Gleichheitszeichen eDas Gleichheitszeichen
(Arcavi, 1993) signalisiert eine Berechnung ist Ausdruck eines
oder eine Umformung. Vergleichs.
«  structure sense _ o
(Arcavi, 2005) Ein Term ist die “Aufgabe”, Beide Terme
der andere Term bzw. Zahl sind
« relational das “Ergebnis” gleichwertig
thinking operationale Lesart: relationale Lesart:
“Ergebniszeichen” "Vergleichszeichen”

(Kieran, 1981, Filloy & Rojano, 1989; Malle, 1993)

www.pinkernell.online



zwei Lesarten des Gleichheitszeichens

nur die
operationale relationale Lesart
* symbol sense . 1e
(Arcavi, 1993) vorherrschend moglich
*  structure sense
(Arcavi, 2005) 3+5=8 3+5 = 2+6
* relational _
thinking 2x+3=11 2x+3 = 3x-1
A = h-(a+b)
2

az2—b? = (a+b)(a-b)

www.pinkernell.online



...wenn Gleichheit als Relation fehlt

. ?XEQ@’: S1egn9833 Gleichungsketten

3+5=g8+6 = 14

e structure sense
(Arcavi, 2005)

« relational lack of closure
thinking
If e+f =8
e+f+g= €+g = €9

(Hodgen & al., 2008)

www.pinkernell.online



...\WeNN Gleichheit als Relation fehlt

 symbol sense
(Arcavi, 1993)

A = h-(a+b)

e structure sense 2
(Arcavi, 2005) oy — 4-(10+b)

B 2

* relational . \
thinking 24 = 2{10+b)

Formel 12 = 10+b

umstellen 2 = »

(Kieran, 1981; Malle, 1993)

www.pinkernell.online

Gleichungen l6sen, Grundlg

2x +3 =11
durch Operationsumkehr
verstandig l6sbar,

2x+3 = 3x-1
nicht

M

“riiberholen’

X-8=<2
?
10 -8 = 2

,,Ich hole also
die minus 8 von der
einen Seite
plus 8 auf die andere.”




Gleichheit als Relation

 symbol sense
(Arcavi, 1993)

e  structure sense
(Arcavi, 2005)

* relational
thinking

www.pinkernell.online

unterstutzen : Die Waage als Erklarungsmodell

-5

_7( x+7=3 D‘—7

x + 7 =7 =350
=—4

(mathe live 8)

Gleichungen l6sen, Grundlg

,,Ich hole also
die minus 8 von der
einen Seite
plus 8 auf die andere.”




Gleichheit als Relation unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

e structure sense
(Arcavi, 2005)

* relational
thinking

LYIZ 3= 48G#4 y =



Gleichheit als Relation unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

* symbol sense = ‘4# M W%

(Arcavi, 1993) L9

e structure sense
(Arcavi, 2005)

* relational
thinking

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________ (StemwegZOlB)@
www.pinkernell.online



Gleichheit als Relation unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

) |

. symbol sense Ergadnze (ohne umzuformen!)
(Arcavi, 1993) 131z + 133z + 1352 = 1322 + 1322 + J

»  structure sense 17z-3—-0-3z = 119-2x —2-1192

(Arcavi, 2005)

* relational
thinking Uberlege fur jede Gleichung:

Sind die beiden Terme tatsachlich
wie behauptet wertgleich?

24d7x — 178x = x + 246x — 179z«
65(122x —7) = 13(60x — 35)

___________________________________________________________________________________________________________________________________________ (Ruede,.2012, 2015)
www.pinkernell.online



Gleichheit als Relation unterstttzen : “Wirkungslose Variation”

Entwickle eine komplexe Bestimmungsgleichung
durch fortgesetzte Anwendung von Term- und
. symbol sense Aquivalenzumformungen:
(Arcavi, 1993)

structure sense X =2 | -4
’ . 4x = 8 | +3

A , 2005

(Arcavi, 2005) 4x +3=11 | -6x
« relational 22X+ 3 =11 -6X

thinking

oder:
x2 = 4 | -16

X?—16 =-12 | Binomi 3
(x+4)(x-4) =-12 |-3
3(x-4)(x-4) = -36

www.pinkernell.online



Gleichheit als Relation

 symbol sense
(Arcavi, 1993)

e  structure sense
(Arcavi, 2005)

 relational
thinking

unterstitzen : Flexibilitat entwickeln

1. Losen Sie die Gleichung
7(16 + 3x) =100 — 3(16 + 3x).

2. L6sen Sie dieselbe Gleichung noch einmal,
jetzt aber auf anderem Weg.

3. L6sen Sie dieselbe Gleichung ein drittes Mal,
jetzt wieder auf andere Weise.

(Ruede, 2012)

www.pinkernell.online



Gleichheit als Relation unterstiitzen : Flexibilitat entwickeln

Bertas Losung: FErikas Losung:
4x—16 Ausklammern 4x—16 3. binomische Formel
m m anwenden
* Symbo.l sense 4(,(2_4) Kiirzen (2x+4/[2x— 4] Kiirzen
(Arcavi, 1993) : —_—
2(x-2) 2x—4
® structure sense 2[x*— 4 3. binomische Formel 2x+4
(Arcavi, 2005) x—2 amenden
2(x+2)(x—2 Kiirzen
* relational x—2
thlnkl ng 2(X+2:) Ausmultiplizieren
2x+4

1. Beide haben die Aufgabe unterschiedlich gelost,
erhalten aber dasselbe Ergebnis — warum?
2. Welchen Weg wiurdest du wahlen?

""""""""""""'""""""""""""""""""'(R’i’t’t’[é’-l]’(’)’ﬁhé’(’)’ﬁ"&"Sfé"r",'m@:@m&m{éﬁ%p‘ﬁﬁ@é%ﬁ"Pihk'é'fh'é'ﬂ,"ZO'Z'Z) """"""""""""""""""""""""""""""" @



Gleichheit als Relation unterstiitzen : Flexibilitat entwickeln

* symbol sense
(Arcavi, 1993)

e  structure sense
(Arcavi, 2005)

* relational
thinking

27| Welches Verfahren ist das ginstigste?

In der Tabelle sind verschiedene Verfahren zum Losen einer quadratischen Gleichung
zusammengefasst.

Waurzelziehen 4x% =20
Wurzelziehen (x+4)2=15
Ausklammern 3Ix2—-15x=0
(Faktorisieren) ,Produkt=0"-Regel

Quadratisches Erganzen x2—12x+10=0

pq-Formel 3x2—-8x—15=0

a) Lose die Gleichungen in der Tabelle nach dem jeweiligen Verfahren.

b) Die pg-Formel kann man immer anwenden. Lose die Gleichung in der ersten Zeile der
Tabelle mit der pg-Formel. Was geht schneller, das Lésen durch Wurzelziehen oder mit
der pg-Formel?

¢) Lose die quadratischen Gleichungen. Entscheide zunachst, nach welchem Verfahren
du rechnen willst.

1) 35t Ax—4=0. (2) (x+7)°=5 _ (3) 15x*=5% (4) 8x2-16=0

(5) x2414x+49=0 (6) x*+20x=0  (7) (x+3)*=36 (8) (x+6)(x—4)=0
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