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VORWORT

Die ersten Anséatze zu diesem Buch liegen schon ca. zwel Jahrzehnte zuriick und haben
sich in verschiedenen Publikationen niedergeschlagen. Sie gingen aus der Lehrerfort-
bildung hervor und waren als Gegengewicht gegen die damals in Mode gekommene,
an Logik und Mengenlehre orientierte Gleichungslehre der ,Neuen Mathematik® ge-
dacht. Inzwischen hat sich die didaktische Forschung in diesem Gebiet geradezu
explosionsartig entwickelt. Es ist heute nicht mehr méglich, in einem Buch des vor-
liegenden Umfangs alles zu beriicksichtigen, was dazu publiziert wurde. Deshalb
orientiert sich das vorliegende Buch eher an bestimmten Leitideen bzw. Anliegen, die

mir fiir den Mathematikunterricht wichtig erscheinen.

Beim Aufbau des Buches ergab sich eine na.heliegende'Zweiteilung. Nach einer Einlei-
tung (Kapitel 1) beschaftigt sich die erste Hélfte des Buches (Kapitel 2 bis 5) vorwie-
gend mit semantischen Aspekten der elementaren Algebra, vor allem mit Aspekten
des Variablenbegriffs und Fragen zum Aufstellen und Interpretieren von Termen bzw.
Formeln. Die zweite Halfte des Buches (Kapitel 7 bis 12) beschiftigt sich vorwiegend
mit syntaktischen Aspekten der elementaren Algebra, vor allem mit dem regelhaf-
ten Umformen algebraischer Ausdriicke. Das Kapitel 6 nimmt eine Sonderstellung
ein und behandelt Verinderungen, die beim Ubergang von der Arithmetik zur Alge-
bra auftreten. Im allgemeinen habe ich versucht, einzelne Themenbereiche (die sich
iiber mehrere Kapitel erstrecken kénnen) so abzuhandeln, dafl mit empirischen Beob-
achtungen begonnen wird, dann grundlegende Uberlegungen zum jeweiligen Thema
angestellt und schlieflich Unterrichtsvorschlige gemacht werden. Darin spiegelt sich
meine Auffassung von Mathematikdidaktik als einer vielschichtigen (in verschiedenen
Bereichen und auf verschiedenen Niveaus arbeitenden) Wissenschaft wider, die die
Fiden zwischen theoretischer Forschung und Unterrichtspraxis nicht aus den Augen

zu verlieren hat.

Ich bin einer Reihe von Personen zu Dank verpflichtet. In erster Linie gebiihrt die-

ser Dank Herrn Roland Fischer, der mich vor zwei Jahrzehnten zur Beschiftigung
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mit diesem Thema anregte und vor allem in der Anfangsphase wesentliche Ideen
beisteuerte. Auch in der vorliegenden Fassung des Buches kann manches als eine
Ausarbeitung seiner urspriinglichen Ideen angesehen werden. Dartiber hinaus gilt
mein besonderer Dank Herrn Heinrich Biirger, der wichtige inhaltliche Beitrige ge-
liefert hat und an der Entstehung dieses Buches so wesentlichen Anteil genommen
hat, daB es mir nur gerechtfertigt erschien, ihn als Mitarbeiter auf dem Titelblatt
zu nennen. Schliefllich gilt mein Dank dem Herausgeber dieser Reihe, Herrn Erich
Wittmann, nicht nur fiir die Aufnahme des Buches in die Reihe, sondern auch fiir
viele Hinweise und Vorschlige zur Gestaltung des Buches.

Bei der Durchfithrung der vielen in diesem Buch angefiihrten Schillerinterviews wurde
ich dankenswerterweise von Frau Edith Schneider und vielen anderen Personen un-
terstiitzt, die ich hier nicht alle namentlich anfithren kann. Frau Monika Deutsch,
Frau Christa Mitterfellner und Frau Karin Picek danke ich fiir die Herstellung des
Manuskripts und die manchmal {iberaus mithevollen Umarbeitungen, Herrn Hans
Dirnbock fiir die saubere Anfertigung der Zeichnungen. Schlieflich gilt mein Dank
den Mitarbeitern des Vieweg-Verlages fiir die verlegerische Betreuung. Durch be-
sondere Umsténde hat die Herstellung dieses Buches lange gedauert und mehrere

Verlagslektoren tiberlebt; ihnen allen, insbesondere Frau Brigitte Dobert, sei fiir ihre
Geduld gedankt.
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1 EINIGE EINLEITENDE GEDANKEN ZUR
ELEMENTAREN ALGEBRA

1.1 Was leistet der derzeitige Unterricht aus

elementarer Algebra?

Zur ,elementaren® Algebra wird in diesem Buch alles gezahlt, was mit Variablen, Ter-
men und Formeln (Gleichungen, Ungleichungen) auf Schulniveau zu tun hat. Fir
dieses Stoffgebiet wird im derzeitigen Mathematikunterficht grofier Aufwand geleistet.
Die Schiiler betreiben mehrere Jahre hindurch (zumindest ab dem 7. Schuljahr) das
sog. ,Buchstabenrechnen®, wobei im allgemeinen viel Zeit und Energle investiert wird
(durchaus auf Kosten anderer Stoffgebiete wie etwa der Geometrie). Die Anzahl der
gerechneten Ubungsbeispiele ist dabei oft ungeheuer groB. Wie aber ist der Effekt
dieser Anstrengungen einzuschitzen? Wir betrachten dazu einige Interviews mit Per-
sonen, die alle eine mindestens sechsjahrige Ausbildung in elementarer Algebra hinter

sich haben:

Christa (36, Akademikerin):
Interviewer (legt folgende Aufgabe vor):

An einer Universitdt sind P Professoren und § Studenten. Auf einen
Professor kommen 6 Studenten. Driicken Sie die Beziehung zwischen §
und P durch eine Gleichung aus!

Ch:  (schreibt) 65 = P

I: Nehmen wir einmal an, es sind 10 Professoren. Wie viele Studenten sind
es dann?

Ch: 60.

I: Setzen Sie das in die Gleichung ein!

Ch: 6-60 = 10. Aha, das kann nicht stimmen. (Nach einer Pause schreibt
sie) P+65S=P+S.

I: Was bedeutet das?

Ch:  Die Professoren und die auf jeden Professor fallenden 6 Studenten erge-
ben zusammen alle Professoren und Studenten.

I: Hhmm ... Bei dieser Gleichung kdnnte man auf beiden Seiten P subtra-
hieren. Was ergibt sich dann?

Ch:  (streicht P auf beiden Seiten durch) 65 = §.



I: Kann das stimmen?

Ch: Ja natiirlich ... die Gruppen zu 6 Studenten ergeben zusammen alle
Studenten.

1I: Setzen Sie wieder die Zahlen ein!

Ch: 10 Professoren und 60 Studenten. Dann ist das 6 - 60 = 10. Das kann
nicht stimmen. (Nach einer Pause schreibt sie) P+ .5 = 7.

I: (rauspert sich)
Ch:  (bessert aus zu) P+ 65 =7
I: Was bedeutet das?

Ch: Ein Professor und seine 6 Studenten sind zusammen 7 Personen.

Helga (29, Akademikerin):

I: (legt folgende Aufgabe vor) In einem Sazal sind z Ménner und y Frauen.
Was bedeutet die Formel y =2 + 2 ?

H: (schweigt minutenlang)

I:  Vielleicht ist die Aufgabe leichter, wenn wir die Anzahl der Minper mit
M und die Anzahl der Frauen mit F bezeichnen. Dann lautet die Formel
F = M 4+ 2. Was bedeutet das?

H: (spontan) Die Frau hat einen Mann und zwei Kinder.

I: MuB denn diese 2 unbedingt 2 Kinder bedeuten. Konnen es nicht zwei
Mainner oder zwei Frauen sein?

H: Nein, denn sonst miifite ja hierstehen: FF = M +2M. Oder: F = M + 2F.

[l
.

Wenn es zwei Kinder sind, dann miifite ja eigentlich ¥ = M +2K hierstehen.
H: Ja... richtig.

In diesen beiden Interviews ging es um das Aufstellen bzw. Interpretieren einer For-
mel. Zur Entschuldigung der Versuchspersonen kénnte man hier anfithren, da8 solche
Aufgaben im Mathematikunterricht der Schule picht besonders geiibt werden. Der
schulunterricht konzentriert sich ja weitgehend auf ein Umformen von Termen und

Lésen von Gleichungen. Betrachten wir also auch dazu zwei Interviews (diesmal mit

ménnlichen Versuchspersonen):

Bernhard (22, Student):

I:  (legt die folgende Formel vor)

]

o
+
a

Kannst du d ausrechnen?




B: Ja...ich gebe zuerst d nach links:

a—d= b
¢
Dann gebe ich a nach rechts:
—d= b
c—a
Also:
_—b
Tc—a
Walter (23, Akademiker)
I: Ko6nnen Sie die Gleichung £ = 9 16sen?

W: (schweigt minutenlang) Ich wei nicht mehr, wie das geht. Da gibt es eine
Regel, aber die habe ich leider vergessen.

Wer zum ersten Mal mit solchen Interviewergebnissen konfrontiert wird, zeigt meist
eine gewisse Skepsis. Typische Reaktionen sind etwa: ,Das sind doch Extrembeispiele,
die sich Mathematikdidaktiker ausgesucht haben, um sich wichtig zu machen®“ oder
»Mag sein, dafl es solche Leute gibt, aber bel meinen Schillern passiert das sicher
nicht“. Der Leser kann sich jedoch auf eine einfache Weise davon iberzeugen, daf§
es sich bel den dargestellten Schwierigkeiten nicht um seltene, sondern eher hiufige
Vorkommnisse handelt, indem er die obigen Aufgaben oder dhnliche Aufgaben sei-
nen Bekannten oder Schillern stellt. Ich kenne eine Reihe von Lehrern, die nach der
Durchfithrung solcher Interviews mit ihren Schiilern aus allen Wolken gefallen sind. Wir
werden in diesem Buch noch viele weitere Interviews zur elementaren Algebra kennen-
lernen, die enorme Defizite der befragten Personen aufweisen und zeigen, da diese
Personen trotz mehrjihriger Ausbildung in elementarer Algebra nicht gelernt haben,
Variable so zu gebrauchen, wie sie von Mathematikern gebraucht werden. Wenngleich
keine statistisch abgesicherten Aussagen gemacht werden kdnnen, kann aufgrund der
vorliegenden Daten (Interviews und schriftliche Befragungen) vermutet werden, da8 zu-

mindest die Halfte aller Schulabgdnger Schwierigkeiten im Umgang mit Variablen hat,

die denen der oben vorgestellten Versuchspersonen ahnlich sind. Eine Reihe von em-

pirischen Untersuchungen stiitzt diese Vermutung (z.B. ROSNICK/CLEMENT 1980,
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CARPENTER et al. 1982, NAGERL 1984, LORCHER 1986, MALLE 1986 ¢, EKEN-
STAM/GREGER 1987, BROWN et al. 1988, TIETZE 1987, 1988, LEE/WHEELER
1989, FRANKE/WYNANDS 1991).

Als weiteres Beispiel fiir solche Befunde filhre ich einen Ausschnitt aus einer Untersu-
chung von BORNELEIT (1982) an, der zeigt wie einfache sprachliche Ausdriicke von

manchen Schiilern in Terme libersetzt werden:

Text: ' Finige Schiilerantworten:

Ich vermehre eine Zahl um 7.
Das Sechsfache der Zahl 2.
Das Dreifache einer Zahl.

-7
2.2-2.2-2-2
1+ T2+ 23

—  Monika ist @ Jahre alt, Thre
Mutter ist dreimal so alt. Sie
ist ... Jahre alt. e Q@

— Eine Seite eines Rechtecks
betrdgt @ cm. Die andere Seite
ist 4 cm kiirzer. Sie betragt ...
cm. oo 8a+4,a4+a-4-4-2, a-4

~ Der Umfang dieses Rechtecks
betragt ... cm.

— FEin Lehrbuch kostet z Mark.
Ein Roman ist um 2 Mark teu-
rer als das Lehrbuch. 4 Lehr-
biicher und 5 dieser Romane
kosten zusammen ... Mark.

3, a+3

32, a(a—4), 2a—4-2a, a-b-c

z+2-445, 3z4+2-44+5, z:4+2-5,
z-24+44+5, z4+2.5, z+2-4z 42z,
4z-5+2, 24+2z-4-5, z-2+4-5

Erfahrungen dieser Art legen den Schluf nahe, dafl der derzeitige Unterricht aus ele-
mentarer Algebra betrichtliche Méngel aufweist. Wenn ein mehrjihriger Unterricht
in diesem Stoffgebiet nicht mehr bewirkt als das Vorgestellte, dann ist etwas schief-
gelaufen, Kurios ist dabel folgendes: Beim Buchstabenrechnen wird in der Schule
eine betrachtliche Komplexitat erreicht. Es werden ja relativ umfangreiche Terme und

komplizierte Gleichungen bzw. Ungleichungen behandelt. Termumformungen wie

( b 1 ) a
a2—ab a—-b"" a?— b2

oder Gleichungen wie

c-2 5-3z 45-3
z—~3 2z—-6 3z-—90




'sind ja im 7. oder 8. Schuljahr geradezu an der Tagesordnung. Manchmal werden
auch relativ komplexe Textaufgaben behandelt, wie Bewegungsaufgaben, Mischungs-
aufgaben usw. In hoheren Klassen kommen anspruchsvolle Anwendungen des Buchsta-
benrechnens hinzu (man denke beispielsweise an die Herleitung der Ellipsengleichung
aus der Brennpunktdefinition oder an die Differentiation einer gebrochen-rationalen
Funktion). Irgendwie schaffen es die meisten Schiiler auch, mit dieser Komplexitat
fertigzuwerden. Trotzdem zeigen die eingangs vorgestellten Interviews, dafl oft Finfa-
ches und Grundsdtzliches unverstanden bleibt, etwa das Aufstellen und Interpretieren
simpler Formeln oder das Umformen simpler Terme bzw. Gleichungen. Deshalb beti-
teln ROSNICK und CLEMENT eine einschlégige Arbeit (1980) mit ,Learning without
Understanding*.

Wenn die Situation wirklich so deprimierend ist, wie wir leider annehmen missen,
drangen sich Fragen der folgenden Art auf: Was lduft denn im derzeitigen Unterricht
aus elementarer Algebra schief? Wie miite man elementare Algebra unterrichten, um
bessere Erfolge zu erzielen? Es ist nicht die Absicht dieses Buches, vorschnelle Antwor-
ten auf solche Fragen zu geben und unreflektierte Vorschlige fir Unterrichtsmethoden
zu machen, die angeblich effizienter sein sollen. Dies hiefle ja, an einer Hauptaufgabe
der Mathematikdidaktik vorbeizugehen, namlich die Hintergriinde solcher Vorschlage
zu untersuchen. Ich halte mich an eine Auffassung von Mathematikdidaktik, die in
dem Buch ,Mensch und Mathematik® (FISCHER/MALLE 1985) entwickelt wurde,
und derzufolge die Mathematik das Verhdltnis des Menschen (Lernenden) zur Mathe-
matik ins Auge zu fassen hat, dessen Kern die Frage nach dem Sinn der Mathematik
und ihrer Inhalte fiir den Menschen (Lernenden) ist. Aus dieser Auffassung resul-
tiert, daB man in einer mathematikdidaktischen Untersuchung sowohl den Menschen
(Lernenden) als auch den Stoff (die Mathematik) ernstzunehmen hat (man vergleiche -
dazu auch die Ausfiihrungen in GALLIN/RUF 1990 zum Thema ,,Mensch und Stoff
im Dialog“). Wir werden also einerseits grofie Teile dieses Buches der Beobachtung
von Lernenden widmen, insbesondere anhand von Interviews versuchen, mehr {iber ’
deren Schwierigkeiten beim Erlernen der elementaren Algebra zu erfahren, ihre Fehler
genauer anzusehen und die dahinterliegenden kognitiven Prozesse zu rekonstruieren.

Andererseits werden wir grofie Teile des Buches dem Stoff selbst widmen und etwa fra-



gen, was denn eigentlich Variable sind, wozu Variable, Terme und Formeln gebraucht
werden und welche Rolle sie in der Mathematik und ihren Anwendungen spielen. Die
Beobachtung der Lernenden kann als eine eher psychologische, die Analyse des Stoffes
als eine eher epistemologische Komponente dieses Buches betrachtet werden. Beide
Komponenten beeinflussen einander. Zum Beispiel konnen bestimmte Schwierigkeiten
von Schiilern einem die Augen fir bestimmte stoffliche Eigenheiten der Mathematik
offnen und umgekehrt. Beide Komponenten werden zusammengefithrt durch die Frage
nach dem Sinn von Variablen, Termen, Formeln usw. fiir den Lernenden - eine Frage,
die in vielfiltigen Variationen in diesem Buch auftauchen wird. Aus den psychologi-
schen und epistemologischen Analysen, vor allem aber aus den Antworten zur Sinnfrage

werden schlieBlich reflektierte methodische Vorschlige fiir den Unterricht erfliefen.

1.2 Worum geht es in der elementaren Algebra?

Bevor wir uns auf weitere ("Iberlegungen zum Unterricht aus elementarer Algebra einlas-
sen, wollen wir — in einem ersten Anlauf — anhand eines Beispiels untersuchen, welche
Tatigkeiten in der elementaren Algebra auftreten kénnen und welchen Zielen diese
dienen koénnen. Wir gehen von folgender Aufgabenstellung aus, die zu verschiedenen

Tatigkeiten fihrt, die fiir die elementare Algebra (aber leider nicht fiir den Unterricht)
typisch sind:

Der Nettopreis einer Ware betrigt 140 DM. Man berechne den Bruttopreis bei
20 % Mehrwertsteuer!

Damit diese Aufgabe fiberhaupt geldst werden kann, sind einige Vorkenntnisse nétig.
Man muf wissen, was die Worte ,Nettopreis®, , Bruttopreis“ und , Mehrwertsteuer® be-
deuten und insbesondere den Zusammenhang zwischen diesen Begriffen kennen. Dieser
Zusammenhang kann in Worten etwa so ausgedriickt werden:

Der Bruttopreis ergibt sich, wenn man zum Nettopreis die Mehrwertsteuer, das
sind 20 % des Nettopreises, hinzufiigt.

Dieser Zusammenhang ist ein allgemeiner Zusammenhang, der mit Hilfe von Wort-




variablen ausgedriickt ist (,Bruttopreis®, ,Nettopreis“, ,Mehrwertsteuer®). Zur Losung
der gestellten Aufgabe ist es nicht unbedingt notwendig, diesen Zusammenhang in
Form eines sprachlichen Satzes darzustellen. Wesentlich ist jedoch, daB die Kenntnis
des allgemeinen Zusammenhanges der besonderen Rechnung vorausgehen muf , weil
man sonst gar nicht weil , welche Rechenoperationen man auszufiihren hat. Aus ver-
schiedenen Griinden (z.B. um den Rechengang zu planen, zu speichern oder jemandem
mitzuteilen) kann eine andere Darstellung des Zusammmenhanges zweckmafig oder not-
wendig werden. Eine iibersichtlichere Darstellung als einen sprachlichen Satz erhalt

man, wenn man zu einer Wortformel ibergeht:
Bruttopreis = Nettopreis + 20 % vom Nettopreis

Noch iibersichtlicher wird die Darstellung, wenn man Buchstaben als Abkiirzungen

einfithrt, etwa B fiir den Bruttopreis und N fiir den Nettopreis:
B=N+20%von N

Besitzt man einige Kenntnisse aus der Prozentrechnung und kann man einfache Terme

umformen, erhélt man eine noch ibersichtlichere Buchstabenformel:
B=N+0,2-N=(1+40,2)- N=1,2-N

Mit Hilfe dieser Formel kann man nicht nur die Ausgangsaufgabe losen, sondern zu
Jjedem Nettopreis den dazugehorigen Bruttopreis errechnen. Dariiber hinaus kann man
die Formel in verschiedener Hinsicht untersuchen und damit weitere allgemeine Ein-
sichten in die besondere Situation erlangen. Zum Beispiel kann man bei entsprechen-
den Vorkenntnissen aus der Formel ablesen, daB8 der Bruttopreis zum Nettopreis direkt
proportional ist und erhalt damit die Einsicht daB stets dem a-fachen Nettopreis der

a-fache Bruttopreis entspricht.

Soferne man einfache Gleichungen umformen kann, kann man die Formel B =1,2- N

umformen zu:

B
= . B
1\/’_.1’2 0,83

Mit' Hilfe dieser Formel kann man umgekehrt zu jedem Bruttopreis den Nettopreis

ausrechnen. Man erkennt weiters, daBl auch der Nettopreis zum Bruttopreis direkt



proportional ist und erhélt damit die Einsicht, daB auch stets dem a-fachen Bruttopreis

der a-fache Nettopreis entspricht.

Weitere allgemeine Einsichten erhalt man, wenn man in
der Formel B = 1,2 - N die Funktion N — B sieht.
Man kann den Graphen dieser Funktion zeichnen (siehe
Fig. 1), dabei den Proportionalititsfaktor als Steigung

der erhaltenen Geraden auffassen und auf die iiblichen

Arten interpretieren, z.B.: nimmt der Nettopreis um

1 DM zu, so nimmt der Bruttopreis um 1,2 DM zu.

Man kann weitere Fragen stellen, z.B.: In welchem Be-
reich ist dieser Graph sinnvoll? Darf man eine nicht

unterbrochene Gerade zeichnen?

Um die Abhangigkeit des Nettopreises vom Bruttopreis zu betonen, kann man schrei-

ben:

B(N)=1,2-N

Mit dieser Schreibweise kann man verschiedene Fragen formal behandeln und eventuell

schon frither gefundene Einsichten genauer begriinden, z.B:

a) Begriinde genauer, daff dem a-fachen Nettopreis der a-fache Bruttopreis ent-

spricht!
B{a-N)=1,2-(ea-N)=a-(1,2- N)=a B(N)

b) Wenn der Nettopreis um a DM erhéht wird, wird dann auch der Bruttopreis um
a DM erhdht?
B(N+a)=1,2:-(N+a)=1,2-N+1,2-a=B(N)+1,2-a>B(N)+a

Ahnliche Aktivititen kann man durchfiihren, wenn man in der Formel N = % die
Funktion B — N sieht,

Mit etwas Phantasie konnte man die Liste der Tatigkeiten, die sich an das Aufstellen der
Formel B = 1,2-N ausschlieBen kénnen, noch fortsetzen. Man sieht aber auch so schon,

daB die Formel ein reichhaltiges Feld von allgemeinen Fragen und Einsichten erschliet.




Sie wird zu einem Fzplorationsinstrument im betreffenden Bereich. Auch wenn wir
von einer besonderen Situation ausgegangen sind, erhalten wir mit Hilfe der Formel
allgemeine Finsichien in diese Situation (wobei die eher zufilligen Eigenschaften der

Situation, z.B. die gegebenen Zahlenwerte, in den Hintergrund gedringt werden).

Uberblicken wir nochmals dieses Beispiel, so sehen wir, daB darin verschiedene Tatig-
keiten mit Formeln durchgefiihrt werden, z.B.:

— Aufstellen einer Formel

— Einsetzen von Zahlen und numerisches Berechnen einer Grofe

— Interpretieren einer Formel

— Herauslesen von Zusammenhangen (z.B. Proportionalititen)

— Graphisches Darstellen von solchen Zusammenhingen
—  Umformen einer Formel

— Adaptieren einer Formel fiir bestimmte Zwecke (z.B. Ubergang von einer Wort-
formel zu einer Buchstabenformel oder Ubergang von B =1,2- N zu

B(N)=1,2-N)
Warum fithren wir diese Tatigkeiten durch? Beginnen wir mit der Frage, warum wir
iiberhaupt eine Formel aufstellen. Es ist leicht zu erkennen, daB eine Formel dazu
dient, einen Sachverhalt bzw. verschiedene Zusammenhinge aligemein darzustellen,
wobei wir uns verschiedener Variablen bedienen. Wir halten also als eine simple (aber

in der Schule viel zu wenig berticksichtigte) Erkenntnis fest:

Variable (und damit Terme und Formeln) sind Mittel zur allgemeinen Darstellung von

Sachverhalten.

Eine allgemeine Darstellung eines Sachverhaltes mit Hilfe von Variablen wird im allge-
meinen durchgefithrt, um bestimmte Ziele zu erreichen. Die allgemeine Darstellung
des Sachverhaltes kann selbst ein solches Ziel sein. Haufig ist eine solche Darstellung
aber nur ein erster Schritt zur Erreichung weiterer Ziele, wobei mit der aufgestellten
Formel weitere der oben angefiihrten Tatigkeiten durchgefiilhrt werden. Eine Inspek-

tion des Beispiels zeigt, daBl es vor allem um folgende weitere Ziele geht:

—~ Wir wollen allgemeine Probleme losen. Z.B. wollen wir herausfinden, wie man
mit Hilfe der Formel B = 1,2 - N aus dem Bruttopreis den Nettopreis berechnen

kann. Oder wir wollen herausfinden, um wieviel der Bruttopreis steigt, wenn der
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Nettopreis um 1 DM erhoht wird.

—  Wir wollen jemandem auf allgemeine Weise etwas mitteilen, also kommunizie-
ren. Z.B. wollen wir jemandem einfach und unmiBverstandlich erkldren, wie der
Bruttopreis aus dem Nettopreis berechnet werden kann. (Man kann auch mit sich

selbst oder einer Maschine kommunizieren.)

—  Wir wollen allgemein argumentieren (begriinden, beweisen). Z.B. wollen wir all-

gemein begriinden, daB dem a-fachen Nettopreis der a-fache Bruttopreis entspricht.

—  Wir wollen eine Situation allgemein explorieren, d.h. allgemeine Einsichten in
die besondere Situation gewinnen. Z.B. sind wir im Verlauf der Tatigkeiten drauf-
gekommen, daB einer Erhohung des Nettopreises um @ DM nicht unbedingt eine

Erhohung des Bruttopreises um a DM entspricht.

Wir halten also fest:

Die Moglichkeit, mit Variablen Sachverhalte allgemein darzustellen, lgft sich einsetzen
zu allgemeinem Problemlésen, allgemeinem Kommunizieren (Mitteilen), alljemeinem

Argumentieren (Begrinden, Beweisen) und allgemeinem Ezxplorieren.

1.3 Was konnte Unterricht aus elementarer

Algebra leisten?

Die Defizite vieler Menschen im Bereich der elementaren Algebra lassen nicht nur den
Schluf8 zu, da mit dem derzeitigen Unterricht aus elementarer Algebra etwas nicht
stimmt, sondern auch den Schlufi, daB die elementare Algebra fiir viele Menschen
nicht so wichtig sein kann, wie in der Schule meist getan wird. Denn wenn es Menschen
gibt, die ein akademisches Studium bewaltigen, ihren Beruf ohne Tadel ausiiben und
in ihrem Privatleben zurechtkommen, ohne die elementare Algebra zu beherrschen, ja
mehr noch: ohne ihre Defizite in elementarer Algebra jemals zu bemerken, dann kann
dieses Stoffgebiet fiir diese Personen nach der Schule keine nennenswerte Rolle méhr

spielen. Anscheinend gilt das fiir viele Menschen, soda$ sich ernsthaft die Frage stellt,

ob denn alle Schiiler elementare Algebra erlernen sollen.
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Man kann natiirlich darauf verweisen, daf§ die elementare Algebra eine unabdingbare
Voraussetzung fiir jede weitere mathematische Betatigung ist, soferne sich diese nicht
im elementaren Zahlenrechnen erschopft (siehe z.B. WALSCH 1992) . Schon die
hoberen Klassen der Schule konnen ohne entsprechende Kenntnisse aus elementarer
Algebra nicht bewiltigt werden. Viele Studienginge setzen solche Kenntnisse vor-
aus und schlieBlich gibt es einige Berufe, in denen die elementare Algebra ganz sicher
gebraucht wird (Naturwissenschaftler, Techniker, Programmierer, Okonomen usw.).
Ohne Kenntnisse aus elementarer Algebra kann man heute praktisch kein Fachbuch
aus Mathematik oder ihren Anwendungen lesen oder sich in keinen entsprechenden
Kursen weiterbilden. Um also Schiilern die weitere Beschiftigung mit Mathematik zu
ermoglichen, ihnen keine Studienginge, Ausbildungsmdglichkeiten oder gar Berufe zu
versperren, 1afit sich die Forderung ableiten, daf mdglichst alle Schiiler die elementare
Algebra kennenlernen sollen. Meines Erachtens ist das ein starkes Argument, das zu
Recht angefithrt wird. Es verbleibt allerdings ein schaler Beigeschmack: Was ist mit
jenen Schillern, die sich spater mathematisch nicht weiterbilden, :iie keine héheren Klas-
sen besuchen, kein entsprechendes Studium ergreifen oder keinen entsprechenden Beruf
ausiben. Missen auch diese Schiiller mit elementarer Algebra ,traktiert* werden? Was

koénnen diese Schiiler von einem Unterricht aus elementarer Algebra profitieren?

Auf diese Frage mdchte ich eine zweifache Antwort geben: Erstens kann die elemen-
tare Algebra fiir alle Menschen von gelegentlichem praktischen Nutzen im Leben sein.
Daf sie vielen Menschen nicht abgeht, liegt oft daran, dafl diese Menschen nicht wissen,
welch nitzliches Werkzeug ihnen entgeht. Zweitens kann die elementare Algebra be-
deutende Beitrige zu allgemeinen Lernzielen leisten und damit auch fir jene Schiiler
von Bedeutung sein, die spiter nichts mehr mit elementarer Algebra zu tun haben. Im
letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl es vor allem um das grundlegende Lernziel
des Darstellens geht, welches zum Problemlésen, Kommunizieren, Argumen-
tieren (Begriinden, Beweisen) und Explorieren eingesetzt werden kann. Dariiber
hinaus werden auch andere Lernziele angesprochen wie Ezaktes Arbeiten, Durchhalte-

vermogen, Selbstdisziplin usw.

In bezug auf die genannten Ziele gibt es enorme Defizite bei unseren heutigen Schul-
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abgangern. Ich illustriere dies an einer Reihe von Beispielen, die alle auf wahren Be-
gebenheiten beruhen. Der Leser moge bei jedem Beispiel auch bedenken, wie nitzlich

Kenntnisse aus elementarer Algebra fiir die betreffende Person gewesen wéren.

a) Ein Defizit im Darstellen: Elektrolehrlingen, denen man
keine Formeln zutraut, wird manchmal das nebenste-
bend abgebildete ,Ohmsche Dreieck® als Ersatz fiir das
Ohmsche Gesetz U = I - R angeboten. Deckt man eine

der drei GroBen ab, ergibt sich der Zusammenhang der

abgedeckten Grofie mit den beiden anderen Grofen. Fig. 2

b) Ein Defizit im Problemlésen: Ein Arzt wandte sich an den Koautor dieses Buches,
weil er nicht imstande war, aus einem Bruttohonorar das Nettohonorar bei 20 %
Mehrwertsteuer zu berechnen. Ware dieser Arzt in der Lage gewesen, die einfache
Formel B = 1,2 - N aufzustellen und zu N = 1% umzuformen, wire dies fir ihn

wohl kein essentielles Problem gewesen.

¢) Ein Defizit im Kommunizieren: Ein Steuerberater erklirte mir die Berechnung

der Lohnsteuer (in Osterreich). Diese beruht auf folgenden Formeln:
G=B-S-P , St=-"——-G-A

Dabei ist G die Steuerbemessungsgrundlage (die auf 100 S gerundet wird), B
der Jahresbruttolohn, S die Summe der Sozialversicherungsabgaben, P ein Pau-
schalbetrag, St die zu zahlende Lohnsteuer, p der Steuersatz und A ein aus
verschiedenen Posten zusammengesetzter Absetzbetrag (die Werte von p und A
héngen von der Bemessungsgrundlage G ab und kénnen einer Tabelle entnom-
men werden). Der Steuerberater erklirte mir diese Berechnung jedoch verbal.
Am Ende war er sich nicht sicher, ob er die Berechnung richtig erklart hitte und
vor allem, ob ich sie richtig verstanden hitte. Er schiug daher vor, ein nume-
risches Beispiel durchzurechnen. Erst als sein numerisches Resultat bis auf eine
kleine Abweichung mit dem entsprechenden Wert in seinen Steuertabellen iiber-
einstimmte, gab er sich zufrieden. In seiner eigenen Arbeit verwendete er zur

Lohnsteuerberechnung ein Computerprogramm. Formeln hétten ihm dazu wenig
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geniitzt. Zur Kommunikation mit seinen Klienten aber waren sie sehr niitzlich

gewesen, vorausgesetzt daB die Klienten der algebraischen Sprache machtig sind.

d) FEin Defizit im Argumentieren: Folgende Szene wurde mir berichtet. Ein Deutsch-
lehrer und eine Englischlehrerin waren sich uneins, wie man den Prozentsatz
derjenigen Schiiler einer Klasse ausrechnet, die mit ,Nicht genligend“ (schlech-
teste Note in Osterreich) beurteilt wurden. Die Lehrerin wollte die Anzahl der
Schiiler in der Klasse mit 100 multiplizieren und durch die Anzahl der mit ,,Nicht
geniigend“ Beurteilten dividieren. Der Lehrer wollte es umgekehrt machen. Jeder
war von der Richtigkeit seines Vorgehens iiberzeugt, keiner war aber in der Lage,
das Vorgehen des anderen zu widerlegen. Die beiden hatten die Frage durch ein
numerisches Beispiel entscheiden kénnen. Dies taten sie jedoch nicht, sondern
sie fragten einen Mathematiklehrer. Waren sie in der Lage gewesen, die For-
mel N = {& - § aufzustellen (N=Anzahl der mit ,Nicht geniigend“ Beurteilten,
S=Anzahl der Schiiler, p = gesuchter Prozentsatz) und wéren sie in der Lage

% umzuformen, wire es wohl kein besonderes

gewesen, diese Formel zu p =
Problem gewesen, die Frage zu klaren. Darliber hinaus wére der Lehrer wohl auch
in der Lage gewesen, durch eine klare Argumentation seine Kollegin von der Un-
richtigkeit ihres Vorgehens zu iiberzeugen — und diese hitte die Argumentation

vermutlich auch verstanden.

Man koénnte die Liste dieser Beispiele leicht fortsetzen. Aus ihnen ergibt sich als erstre-
benswertes Ziel, daB groBere Teile der Bevolkerung lernen, die Sprache der elementaren
Algebra als Ausdrucksmittel zu gebrauchen. Die algebraische Notation sollte geradezu
ein Bestandteil der Umgangssprache werden, der mehr oder weniger von jedermann
verstanden wird. In bezug auf andere Darstellungsformen ist durchaus in letzter Zeit
ein gewisser Bildungszuwachs zu verzeichnen. Z.B. scheuen sich Tageszeitungen heute
nicht mehr, Graphiken abzudrucken, die friiher kaum jemand verstanden hitte. Wohl

aber scheuen sie sich nach wie vor, Formeln abzudrucken.

Es gibt ganze Bereiche, die durch besondere Formelabstinenz auffallen, etwa der Be-
reich der Gesetzgebung. Numerische Vorschriften (etwa in der Steuergesetzgebung)

werden in den meisten Fallen nicht durch Formeln, sondern durch oft halsbrecherische
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verbale Beschreibungen angegeben, die Mifiversténdnissen Tir und Tor ffnen. Ohne
jirgendjemandem nahetreten zu wollen, vermute ich, daf diese Situation dadurch zu-
standegekommen ist, dal man Juristen und den sonstigen Lesern der Gesetzestexte
zu wenig algebraische Kenntnisse zugemutet hat. (Nur béswillige Zungen behaupter,
daB die durch die algebraische Notation erreichbare Klarheit von den Verantwortlichen
nicht gewollt wird.) KIRSCH (1983) berichtet dhnliches aus dem Bankwesen. Um den
Darlehensbetrag aus der Monatsrate (oder umgekehrt) zu berechnen, wird den Bank-
angestellten in Deutschland von Amts wegen vorgeschrieben, anstelle der zustéindigen
genauen Formel eine ungenaue (durch Linearisierung erhaltene) Naherungsformel zu
verwenden. Der Grund: Im Gegensatz zur genauen Formel enthilt die Naherungsfor-
mel keine gebrochenen Exponenten, die man Bankangestellten offenbar nicht zumutet.
Es 148t sich im vorliegenden Fall durchaus dariiber streiten, ob die Naherungsformel
algebraisch einfacher gebaut ist als die genaue Formel, doch scheint eine Bemerkung
von DRYGAS (1982) zuzutseffen, der meint, ,daB die Bankleute die mathematische

Whurzel ebenso fiurchten wie die Wurzel, die ihnen von einem Zahnarzt gezogen wird.*

Auch Autoren mathematischer und naturwissenschaftlicher Einfihrungswerke begin-
nen sich auf die verbreitete ,Formelphobie“ einzustellen. Einen besonders gelunge-
nen Versuch in dieser Richfung stellt das Buch von FREEDMAN/PISANI/PURVES
(1978) dar, welches eine ausgezeichnete Einfithrung in die Statistik enthalt, die prak-
tisch ohne Verwendung von Buchstabenvariablen auskommt. Der theoretische Physiker

HAWKING schreibt im Vorwort seines Buches ,,Eine kurze Geschichte der Zeit:

Man hat mir gesagt, dafl jede Gleichung im Buch die Verkaufszahlen halbiert. Ich
beschloB also, auf mathematische Formeln ganz zu verzichten. SchlieBlich habe
ich doch eine Ausnahme gemacht: Es handelt sich um die beriihmte Finsteinsche

Formel E = mc?. Ich hoffe, dies wird nicht die Halfte meiner potentiellen Leser
verschrecken.

In der derzeitigen Situation mdgen solche Versuche begriienswert sein. Zur allgemei-
nen Nachahmung méchte ich diese Versuche aber nicht empfehlen. Es erscheint mir
sinnvoller, die Algebrakenntnisse der Leser anzuheben, statt die Autoren in ihren Dar-

stellungsmdglichkeiten einzuschrinken. Irgendwie bleiben blo8 verbale Erlauterungen

auch unbefriedigend und tragen oft zum Verstindnis wenig bei.
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1.4 Trennung von Inhalt und Form

Der heutige Unterricht aus elementarer Algebra ist durch eine verhdngnisvolle Spaltung
gekennzeichnet. Im 5. und 6. Schuljahr wird vorwiegend das Zahlen- und Sachrechnen
gepflegt, wobei grofiler Wert darauf gelegt wird, dieses den Schiilern in verschiedenen
inhaltlichen Einkleidungen zu vermitteln. Das Buchstabenrechnen beginnt meist erst
im 7. Schuljahr, stiirmt dann allerdings mit voller Wucht auf die Schiler ein. Da-
bei wird von Anfang an die Hauptkonzentration auf regelhaftes Umformen gelegt, die
inhaltlichen Einkleidungen verschwinden, es dominieren ,nackte“ Termumformungen
und Gleichungslosungen. Abgesehen von einem gelegentlichen Einsetzen von Zahlen
fiir Buchstaben (etwa bei Proben) wird wenig getan, um das Buchstabenrechnen mit
dem Zahlenrechnen in Verbindung zu bringen, Interpretationen von Termen bzw. Glei-
chungen in Sachsituationen kommen fast tiberhaupt nicht mehr vor. Die Folge ist eine
fast vollstindige Trennung von Syntax und Semantik. Der Kalkil wird als Kunst

fir sich, abgehoben von jeglicher inhaltlichen Bedeutung, behandelt.

Zur simplen Erkenntnis, dal Variable fir Zahlen stehen, kommen Schiiler allerdings
nicht immer von selbst. DaB diese Einsicht nicht naheliegend ist, zeigen Interviews mit
Grundschulkindern, die dem Phanomen der Buchstaben oft fassungslos gegeniiberste-
hen und nicht wissen, was sie mit ihnen anfangen sollen. Betrachten wir als Beispiel
einen Ausschnitt aus einem Interview mit Arno und Markus (beide 7). Es geht dabei

um den Text:

Hansi bekommt dreimal soviel Taschengeld wie Toni.

I Und wieviel bekommt der Hansi, wenn der Toni a Schilling bekommt?

A: Hm ... ich weiB nicht, was das heiBt: a Schilling. Ich kann nur mit Zahlen
rechnen.

I: Stell dir vor, a steht fiir eine Zahl.
A: Hm ... das geht nicht. Statt einer Zahl kann kein Buchstabe stehen.

I: Was konntest du machen, wenn du nicht weiBt, wieviel Taschengeld Toni
bekommt? Du weit nur, dal ... der Hansi dreimal so viel erhilt.

M: Hm ... da kann ich gar nichts machen, weil ich nicht weil , wieviel der
Toni bekommt.
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I:  Nehmen wir an, er bekommt z Schilling Taschengeld.
M: &z, was ist das?
I: 2 steht fiir wieviel Toni Taschengeld bekommt.
M: Das geht nicht, er kann ja nicht einen Buchstaben als Taschengeld bekom-

men. Da muB eine Zah! stehen, sonst geht das nicht; weil mit Buchstaben
kann man bei einer Rechnung nichts machen.

Fin solches Verhalten mag einem bei siebenjihrigen Kindern nicht verwundern. Lei-
der zeigen empirische Untersuchungen (z.B. MALLE 1986 e), daf gelegentlich auch
noch vierzehnjihrige Kinder das Buchstabenrechnen nicht mit dem Zahlenrechnen
in Verbindung bringen. Manche sehen Buchstaben bloS als Objekte an, mit denen
man in irgendeiner Weise auf dem Papier jonglieren kann. Sie fassen das Buchsta-
benrechnen als ein Spiel mit mehr oder weniger willkirlichen Spielregeln auf, die
nicht mit den Spielregeln des Zahlenrechnens {ibereinzustimmen brauchen. Wir ha-
ben etwa Schiller angetroffen, die die Formel (a + 5)? = a? + 2ab + b* akzeptierten,
weil sie vom Lehrer so angegeben wurde bzw. so im Lehrbuch steht. Sie waren
aber sofort bereit gewesen, auf Vorschlag des Interviewers das Spiel ab jetzt mit der
einfacheren Spielregel (a + b)? = a® + b? zu spielen. So wie man die Regeln von
Brettspielen nach Belieben dndern darf, kann man nach Meinung dieser Schiiler auch
das Buchstabenspiel in verschiedenen Varianten spielen. Numerische Gegenbeispiele
zur Regel (a + b)? = a® + & beeindruckten diese Schiiler wenig, da das Buchsta-
benrechnen ihrer Meinung nach mit dem Zahlenrechnen nichts zu tun hatte. Das
Zahlenrechnen und das Buchstabenrechnen wurden also in verschiedenen Schubladen
abgelegt (verschiedene Mikrowelten nach LAWLER 1981 bzw. subjektive Erfahrungs-

bereiche nach BAUERSFELD 1983). Auch die bekannte geometrische Interpretation
der Formel (a + b)* = a® + 2ab + b?

wie in Fig. 3 war den meisten Schiilern ab b2 b

unbekannt. Wurde diese Interpretation

vom Interviewer vorgefiihrt, sahen die

Schiiler darin nicht unbedingt einen Grund, * e

die einfachere Spielregel (a + b)? = a2 + 2

zu verwerfen, weil das Buchstabenspiel ? ® Fig. 3
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ihrer Meinung nach mit Geometrie nichts zu tun hatte. DaB viele Schiiler kaum Verbin-
dungen zwischen Formeln und den zugrundeliegenden Sachsituationen (aufierhalb des
Zahlenrechnens bzw. der Geometrie) herstellen konnen, kann schon an den eingangs

vorgestellten Interviews abgelesen werden.

LEE und WHEELER (1989) haben in einer empirischen Untersuchung an 15- und
16-jahrigen Schiilern eine betréchtliche Dissoziation zwischen dem arithmetischen und
algebraischen Denken dieser Schiiler festgestellt: ,students behaved as though algebra

were a closed system untroubled by arithmetic“. Ein Schiiler rechnete etwa
(az + 62)3 — a6 + bG

und wurde aufgefordert, dies fir a = 1 und b = 2 zu uberpriifen. In der Arithmetik

(vor dem Kennenlernen der Algebra) hitte er wahrscheinlich gerechnet:
(1+4)P=5"=12

Da diese Rechnung jedoch jetzt in einem algebraischen Kontext auftrat, blieb er bei

der Anwendung seiner fehlerhaften Regel:
(1+4)°=13+43=65

Es gab auch Schiiler, die die Gleichung 20 = 4 in der Arithmetik als puren Nonsens
ansahen, in der Algebra jedoch als einen Zwischenschritt beim Gleichungslésen akzep-
tierten und weitere Operationen wie 4 — 20 oder 20 — 4 ausfiihren wollten.

Den Fliacheninhalt des in Fig. 4 dar-

gestellten Rechtecks berechnete ein
Schiil :
chiiler so 5
5-(c+2)=5-2-¢=10-¢ 1

c 2 Fig. 4
Waurde fiir ¢ = 4 eingesetzt, rechnete

er allerdings: 5-(4+2) =5-6 = 30.

Ahnliche Ergebnisse wurden von PEREIRA-MENDOZA (1987) erhalten.
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Verlust inhaltlichen Denkens

Durch die Uberbetonung des Formalen im Unterricht geht bei vielen Schilern ,inhalt-
liches Denken® verloren. (Zur Rolle des inhaltlichen Denkens bei Gleichungen siehe
FLADE/GOLDBERG/MOUNNARATH 1992.) Paradoxerweise wirkt sich die Uber-
betonung des Formalen auf den Kalkil selbst nachteilig aus. Manche Schiller scheitern
an Aufgaben oder bewiltigen sie nur durch eine komplizierte Regelakrobatik, obwohl
diese durch inhaltliche Uberlegungen leicht zu 16sen waren. Wir betrachten dazu einige

Beispiele:

a) Kurt (14) soll die Gleichung 2z = § 16sen. Die simple Vorstellung, daff = eine
unbekannte Zahl ist, wiirde zu einer einfachen Losung fuhren: Wenn das Doppelte
der Zah! z gleich 4 ist, dann ist die Zahl z die Halfte von £, also 2. Kurt bevorzugt
jedoch einen komplizierteren formalen Weg unter Anwendung von Regeln:

K: Nun dividiert durch zwei, 2z = % . g

I:  Was hast du dir dabei gedacht?

K: Zwei Ganze mit 6 Drittel und der Bruch dividiert ist gleich mit Kehrwert multi-

- 4 . "
pliziert, z = 5 kann man wieder kiirzen, z = 3

b) Angelika (14) 165t die Gleichung 2z = # aufgrund eines kleinen inhaltlichen An-
stofles durch den Interviewer zunichst dadurch, daB sie durch 2 dividiert, und
erhélt z = 2. Sie erkldrt aber anschlieBend, da ihr diese Methode nicht gefallt

und daf sie die Gleichung lieber anders l6sen méchte. Sie erweitert 2 zu § und

geht so vor:

) 4 3 .
A:  Ja! (Schreibt) 2z = 35 gekiirzt, z = —2— ... Man kénnte auch durch :;)- oder
1
mal 5 Es kommt das gleiche heraus: %

Was ist fiir dich einfacher, zu erweitern oder gleich durch 2 zu dividieren?

Fiir mich ist es einfacher, mit Drittel zu rechnen, weil das ist anschaulicher.

Was heifit fiir dich anschaulicher?

Dafl ich dann gleich kiirzen kann und dann z =

Wi

Der Rechenweg ist dann aber linger.

R R

Aber anschaulicher!
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c) Viele Schiiler scheiterten in unseren Versuchen an Ausdriicken der Form (a - 6)?,
weil sie dafir keine Formel wuBlten. Die simple Vorstellung, dal a und b Zahlen
sind, hitte zusammen mit der Definition des Quadrates einer Zahl eine einfache
Losung erméglicht:

(@8 =(a-b)-(a-b)=a -0

Trotzdem suchten viele Schiiler verzweifelt nach einer Formel, z.B.: Barbara
(14):

(z - y)? ...Dazu brauche ich eine Formel.

Was fiir eine Formel?

Weif nicht, ich denke gerade nach. (Pause). Ich kann die Formel nicht.
Meinst du die Formel (a + 8)% = a2 + 2ab + b*?

Nein. Da gibt es ja normal gar keine, oder?

Hm, du hast gesagt, da8 du zum Ausrechnen von (zy)? eine Formel brauchst.

PrE R

Sicher, ja, eine Formel. Aber da mufl normal plus oder minus stehen. Aber da
steht ein Mal.

I: Was ist, wenn ein Mal steht?
B: Dann gibt es keine Formel.

I: Wie rechnest du es dann aus?
B: Wei} nicht!

Wir baben ein solches Verhalten im Rahmen unserer Interviews als Formelsucht be-

zeichnet,

1.5 Eine Ideologie: Stereotypes Uben

Bis zur Reformbewegung der ,Neuen Mathematik® in den sechziger Jahren gab es keine
besonders ausgeprigte Didaktik der elementaren Algebra. Variable wurden meist als
nallgemeine Zahlen“ oder "unbekannte Zahlen” aufgefaBt. Fir das Umformen von Ter-
men und Gleichungen wurden einige (meist verbal formulierte) Regeln bereitgestellt,
die Umformungstatigkeiten wurden dann an einer oft horrenden Zahl von I"Jbungsa.uf—
gaben eingeiibt. Daneben gab es noch eine blithende Tradition von Textaufgaben. Als
Beispiele sind auf den folgenden beiden Seiten typische Passagen eines sterreichischen

Schulbuches um die Jahrhundertwende abgedruckt (WALLENTIN 1899).
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§ 23. — Gleidungen bed erften Srabes mit siner Unbelonmien
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+
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$. 25. — Gleidungen des erjten Graded mit einer Unbefaimten.

. Gine Dampfmafdyine Hebt in 5 Minuten 18 Gubitmeter Waffer 36 Wieter

hod), einc jweite in 2 Mlinuten 9 Gubifmeter 27 Veter fod). Wenn
beide Miajchinen thitig find, 12555 Gubifmeter Waffer aud einev Tiefe
vont 30 Mieter ;u Heben, wann wecben fie damit fertig fein?

Gin Mahlrad madht i 3 Diinuten 5 Umbdrehungen und mafhlt bei
120 Umbrehungen ein Heltoliter Weizen; cin andered Rad, dad pwet
Stunden piter in Vewegung gejeht wird, madt affe 4 Dlinuten 3 Um.
drehungen und mahlt {dhon bet 108 Umbdrefungen cin Heftoliter. Wann
wivd durd) beide Nader gleidyoiel gemafhlen fein, und wie viel Hat dann
jeded Had gemafhlen?

A wnd B patten ujauimen 33% Thaler und waven jujammen eine
bejtimmte Summe [duldig. Da feiner jo viel Hatte, dafé ev allein die
©duld hatte bezahlen tonuen, jo jagte A zu B: Gib miv } deined
Oelded, jo fann i) die Sduld ullein besahlen. Davauf jogte B ju A:
@b mir 2 deined Gelde3, jo fann i) die Edjuld allein bezahlen. Wie
viel fhatte jeder, und wie viel betvug die SHuld?

A fatte jwel €djiffe mit Wein, auj dem erften 70 Faf@ und auj dem
swoeiten 200 Fajd. Den LWein mujste e vevzollen und gab dafer vom
eviten &dyifje cin Fajd ab und empjieng 32 fl. juriid, vom gweiten Echijfe
gab er aud) ein Fajd ab und mujste nod) 20 {l. daju zahlen. Wie thruer
wurde cin Fajs geredynet?*)

Gin Epieler gewinnt tn drei aujeinander jolgenden Spiclen jedesmal
vie Hilfte feined jeweiligen Vefiged; im vievten Spiele vexlicvt er 3
feined Bejiges, und jo fhirt ex it cinem Gewinne vor 2 K ju jpielen
auj. Miit welder Summe Gat er ju jpiclen begonnen?

Gin anderer Spieler fet jeine ganje Barjidajt und gewinnt den vievten
Theil, dann jept er wieder cbenjo und gewinut die Halfte; ald er jum
drittenmal feine gange Barjdjaft einjesit, verliert ev ein Drittel davon.
Gr ;aflt fein Geld und findet fid wm 4 K veidjer ald vor dem Spiele;
mit wie viel Gat er gu fpielen begounen?

3 Perjouen, A, B, C, befommen gujanunen a ., und jwar B doppelt
jo oiel alé A und auferdem nod) b Gulden, C boppelt jo viel ald BB
und aud) augerdem nod) b Guider. Wie viel crhielt jeder?

Auj dbie Frage, wie alt ex fei, gab A jur UAntwort: Wave id) nod) einmal
jo alt a8 id) bin und nod) j;wei Jafve daju, jo Hatte ih gerade {o vicl
fibev 100 Jafre, ald miv jet davon abgehen. Wie alt bin id)?

Wie viel Waffer mufd man zu 4 Heltoliter 8Oprocentigen und ju
3 PHeitoliter GO procentigen Spiritud geben, um 50 proceutigen Spivitug
ju evhalten?

* Qof2, Gp. 147, Folio 281; oj2 Bar Fubder.
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Uber solche Aufgaben hinaus wurde kaum etwas zur elementaren Algebra getan. M
kann die zugrundeliegende Lernauffassung als Ubungsideologie bezeichnen. Sie |
steht in der Annahme, daB man das Umformen von Termen und Gleichungen sov
das Losen von Textaufgaben allein durch stures, stereotypes Uben anhand einer grof
Zahl von Ubungsaufgaben erlernen kann. Der Hinweis auf stures bzw. stereotyy
Uben ist hier notwendig, da es neben dieser Art des Ubens durchaus sinnvollere Art
des Ubens gibt, die aber nicht Bestandteil dieser Ubungsideologie sind und eher e
heute von Mathematikdidaktikern genauer betrachtet werden (siehe z.B. BROWNEI
1987, FLADE/GOLDBERG 1992, HIGGINS 1988, RESNICK/FORD 1981, WINTE
1984, WITTMANN 1989).

Im Lauf der Jahre ist die Anzahl der Ubungsaufgaben zum Umformen und auch die d
Textaufgaben in den Lehrbiichern stets zuriickgegangen. In der Unterrichtspraxis h
sich jedoch die Ubungsideologie hartnickig erhalten. Sie beruft sich (meist implizi
auf behavouristische Lerntheorien. Denn wie wird bei diesem Uben vorgegangen? S
ferne der Schiiler alles richtig macht, wird er vom Lehrer in irgendeiner Weise ,,belohn
(oder zumindest in Ruhe gelassen), wenn er Fehler macht, wird er in irgendeiner Wei
sbestraft“. Man erhofft sich durch ein solches Vorgehen, daB8 erwiinschte Verhaltenswe
sen verstirkt und unerwiinschte ausgeldscht werden. Der Schiiler soll also elementa:

Algebra - dhnlich wie der PAWLOWSsche Hund - durch Konditionierung erlernen. Kan

denn so etwas funktionieren?

In der Tat bemerkt fast jeder Lehrer nach einer gewissen Zeit, daB die I"Jbungsideolog:
relativ wirkungslos ist. Ich erinnere mich an zahlreiche Klagen von Lehrern, die nict
verstehen konnten, warum ihre Schiler trotz ,hunderter* Ubungsaufgaben immer noc
Fehler beim Termumformen oder Gleichungslésen machen. Manche Lehrer waren rect
verzweifelt und suchten letztlich die Schuld bei den Schiilern. Auf die Idee, dafl da
sture Uben selbst eine Ursache der MiBerfolge sein kénnte, kam eigentlich kaum eine:
Es wird meist ndmlich nicht bemerkt, da8 das sture Uben auf die eigentlichen Fel
lerursachen nicht explizit eingeht, dem Schiiler somit wenig konstruktive Hilfen bietet
Ja sogar falsche Denkweisen zementieren kann. Deshalb ist auch die Bereitschaft, vo.

der Ubungsideologie abzugehen, im allgemeinen gering, obwohl die MiBerfolge gesehe:
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werden. Vielfach werden die MiBerfolge so umgedeutet, dafl man noch zu wenig geiibt
hitte. Es werden weitere Ubungsaufgaben gestelll — und damit wird die Sache oft

noch schlimmer gemacht.

Das Uben im heutigen Unterricht der elementaren Algebra verlduft nicht nur grofiteils
stereotyp, sondern auch grofiteils unreflektiert. Es wird zu wenig Riicksicht auf das
genommen, was in spateren Schul- oder Studienjahren gebraucht wird bzw. Schwierig-
keiten bereitet. Dafiir wird vieles getibt, was spater mit ziemlicher Sicherheit nicht mehr
gebraucht wird. Kurz: Es werden die falschen Dinge geiibt. Es gibt leider noch keine
ausfiihrlichen Analysen von Lehrbiichern in Hinblick auf die Anforderungen aus ele-
mentarer Algebra, ich bin mir aber ziemlich sicher, daB solche Analysen zutage fordern
wiirden, dafl im 7. und 8. Schuljahr vieles gelibt wird, was in den nachfolgenden Schul-
jahren nicht mehr vorkommt oder nur eine ganz untergeordnete Rolle spielt. (Ein erster
Schritt in diese Richtung wurde von KORN 1992 unternommen.) Es ist recht lehrreich,
algebraische Fehler zu beobachten, die Mathematikstudenten an der Universitdt ma-
chen, und diese mit typischen Schulaufgaben zu vergleichen. Eine gewisse Diskrepanz
ist dabei kaum zu ubersehen. Meist stellt sich auch heraus, dafi die Fehler der Stu-
denten recht einfache algebraische Ausdriicke betreffen, wahrend in der Schule oft viel
komplexere Beisi)iele gelibt werden. Allerdings weichen die Strukturen der Ausdricke,
die Schwierigkeiten machen, von den Strukturen der Schulbeispiele oft recht deutlich
ab. Einige Beispiele sind in der (zugegebenermafen plakativen) Gegenliberstellung auf

Seite 24 angefiihrt.

Von den in dieser Tabelle angeftihrten Schulaufgaben kann man mit gutem Gewissen
sagen, daf sie einem Schiiler weder in hdheren Schulklassen, noch an der Universitat,
noch in seinem Beruf jemals begegnen werden (von exotischen Ausnahmen abgesehen,
die man einem Computeralgebrasystem tibergeben kann). Lehrer verteidigen die Kom-
plexitat ihrer ﬁbungsaufgaben oft mit dem Argument, dal man Kompliziertes iiben
miisse, um Einfaches zu beherrschen. Dieses Argument geht leider ganz ins Leere,
wenn Unnétiges geiibt wird, etwa das Umformen von Ausdriicken, deren Strukturen
spater nicht mehr auftreten. Auflerdem wird tibersehen, dafl Komplexitat eigenstindige

Probleme mit sich bringt, die beim Einfachen wenig Rolle spielen, wie etwa: sich in
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einem Zeichenwald zurechtzufinden, Ubersicht zu bewahren, unterwegs nichts.zu ver-
lieren usw. Diese Probleme iiberwiegen die Umformungsaufgaben oft so, daB das ei-
gentliche Ziel, ndmlich einfache Umformungen durch bewuftes Anwenden von Regeln
durchfihren und begrinden zu kénnen, aus den Augen verloren wird. Termschlan-
gen und Gleichungsungeheuer der angefilhrten Art kénnen zwar einen Beitrag zmr
Bewaltigung komplexer Zeichenreihen leisten, bewirken aber eher, daB das Einfache

und Grundsatzliche vernachlassigt wird.

Was beil Studenten ‘Was in der Schule
beobachtet wurde geibt wird :
Vereinfache:
P S (-2_ o 1y. =ty
4 T 3 3~y 2/ ° 6x—2y
Lose:
,5_'1.1—-1'_ Lo z+1 z—9 e+9
s B 7 S12= F — 812 e T e T e = 0
Lose:
32
R=l-Besh,=1-2% V2 F1l- Bz 1l =Bz +4 -2z}
c= VAP U = = VBT | (392 /2va] VE = ..
Lose:
t—e<z<lie=a-l>z>a+l 5(32+7) =3tz —2) > 9(Lz —5) +91

1.6 Eine andere Ideologie: Sauberes Erkliren

Durch die Reform der ,Neuen Mathematik in den sechziger Jahren kamen neue Denk-
weisen in die Schulmathematik, die ganz besonders in der elementaren Algebra sicht-
bar wurden. Unter dem EinfluB von Hochschulmathematikern orientierte man sich
an Strukturmathematik (BOURBAKI) und Grundlagen der Mathematik (Mengen-

lehre und Logik), wobei man sich von diesen Disziplinen begriffliche Klirungen und
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damit Hilfen fiir die Schiller erwartete. In bezug auf die elementare Gleichungslehre
hat sich diese Denkweise etwa in den Artikeln LAUTER 1964 und WASCHE 1963,
1964 niedergeschlagen. Bei dieser Reform fallt zunachst auf, daB eine Unzahl von
neuen Begriffen und Sprechweisen in den Algebraunterricht Einzug gehalten hat. Va-
riable wurden als ,,Platzhalter” oder ,Leerstellen® aufgefait, Gleichungen als ,Aussage-
formen“, die durch Einsetzen von Zahlen in wahre oder falsche ,Aussagen® iiber-
gefiihrt werden kénnen. Beim Losen einer Gleichung hatte man die ,,Grundmenge®
und ,,Definitionsmenge® zu beachten und die ,Lésungsmenge® hinzuschreiben. Das
Termumformen und Gleichungslésen wurden als , Aquivalenzumformungen® aufgefait,
und dhnliches mehr. Die elementare Algebra wurde von einem richtigen Begriffs- und

Terminologiewust iibersit (vgl. dazu BARTH 1978).

Dies fiihrte zu teilweise recht kuriosen Entwicklungen. Mir sind Falle bekannt, in denen
es Schiilern verboten wurde, eine Variable als ,,Unbekannte® zu bezeichnen. Schiiler
mufiten mit einem Tadel rechnen, wenn sie am Schluf einer Gleichungslésung statt
L = {5} schlicht z = 5 schrieben, oder bekamen das Beispiel gar nicht angerechnet,
weil die Zahl 5 ungliickseligerweise nicht in der Grundmenge G = {—3;/2; 7310758}
lag und somit gar keine Losung war. Ich kannte einen Schiiler, der seinem Lehrer
gegentiber den Ausdruck ,eine Gleichung lésen® durch ,eine Aquiva,lenzumformung
durchfiihren“ ersetzen mufite. Ein Osterreichisches Lehrbuch unterschied streng zwi-
schen Gleichheitsaussagen und Gleichungen. Die ersteren waren Aussagen, die letzteren
Aussageformen, wobei von einer Aussageform verlangt wurde, daf sie mindestens einen
Platzhalter enthilt. Dies veranlafte einige Lehrer, ihren Schiilern zu verbieten, in der
Gleichung g—z = 3~z auf beiden Seiten z zu addieren, da dabei eine Gleichung in eine
Gleichheitsaussage iibergehen wiirde. Fiir derlei Additionen sah das Lehrbuch tbrigens
zwei Regeln vor, eine fiir die Addition derselben Zahl auf beiden Seiten der Gleichung
und eine fir die Addition desselben Platzhalters auf beiden Seiten. (Da8 eine Addition

von Platzhaltern nie definiert wurde, scheint den Autoren nicht aufgefallen zu sein.)

Angesichts dieser Entwicklungen fragt man sich heute, wie es denn méglich war, da8 die
Schule so bereitwillig grundlagenorientierte Ideen iibernommen und hypertrophiert hat.

Diese Frage 148t sich meines Erachtens damit beantworten, daff die , Neue Mathematik®
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einer Unterrichtsideologie entgegenkam, die in der Schule schon frither vorhanden war
und die ich als Erklarungsideologie bezeichnen mochte. Sie besteht in der Annahme,
daB man durch klare und saubere Erklirungen Verstandnisschwierigkeiten weitgehend
ausriumen und Fehler vermeiden kann. Verstarkend wirkte hier noch die These, daf
solche Erklirungen im Prinzip auf jeder Altersstufe in yintellektuell ehrlicher Form*
méglich sind (BRUNER 1973). Da man nicht alle Details in der Mathematik erkliren
kann, fithrte diese Ideologie zwangslaufig dazu, vorwiegend Grundsatzliches zu erklaren
und 138t damit bis zu einem gewissen Grad die Bereitwilligkeit verstehen, Grundlagen-
orientiertes aufzunehmen. (Wie WITTMANN 1989 herausgearbeitet hat, fihrt diese
Ideologie in letzter Konsequenz sogar dazu, dafi Didaktik durch Grundlagenforschung
ersetzt wird.) Die durch die Neue Mathematik gestirkte Erklirungsideologie fiihrte
im Unterricht zu einem stindigen Erklirenwollen der Inhalte, im vorliegenden Fall von
Variablen, Termen und Gleichungen. Statt diese Inhalte vorwiegend zu gebrauchen,
wurde dber sie gesprochen und zwar in einer Metasprache: im Vordergrund standen
nicht mehr die Zahlen bzw. GroBen als Objekte, deren Beziehungen durch Gleichun-
gen beschrieben werden, sondern die Gleichungen selbst wurden zu Objekten, iber die
gesprochen wurde, indem man ihre Grundmengen, Definitionsmengen, Losungsmen-
gen, Aquivalenzen usw. untersuchte. Dies forderte eine Flut von metasprachlichen
Begriffen zﬁtage, von denen man sich saubere Erklarungen und mehr Verstiandnis er-
hoffte. Das damals in Osterreich verbreitetste Lehrwerk LAUB JHRUBY et al. 1977

(das inzwischen vollstandig umgearbeitet wurde) fithrte 22 solche Begriffe ein.

Anch wenn Biicher dieser Art nicht mehr ganz aktuell sind, lohnt es sich, den
Aufbau der Gleichungslehre im obengenannten Lehrbuch kurz zu skizzieren, weil
er nicht untypisch fiir den Geist der ,Neuen Mathematik war und weil sich man-
ches davon heute noch immer in Lehrbiichern vorfindet. Bereits im ersten Band
dieses Lehrwerkes werden wahre und falsche Aussagen behandelt, Variable als
Platzhalter eingefiihrt, Gleichungen und Ungleichungen als Aussageformen auf-
gefaft, der Begriff ,Losung® wird erklirt. Nach Einfiihrung einer Grundmenge
G und einer Lésungsmenge L wird festgestellt, daB L C G gilt. Tm dritten
Band wird dieser Einstieg wiederholt und noch verschied;ntﬁch exaktifiziert,
z.B. inrd zwischen der Aussageform z = 7 und der Wertbelegung = := 7 un-
terschieden. Nach einer relativ aufwendigen Definition eines Terms werden die
Wertemenge und Definitionsmenge eines Terms eingefiihrt. Bis hierher wird al-
les an einfachen bis trivialen Beispielen illustriert, etwa an der Gleichung ¢ = 7
oder der Ungleichung # > 7. Erst nach der Besprechung der Aquivalenz von
Termen beziglich einer Grundmenge und Angabe verschiedener Termumfor-
mungsregeln tauchen kompliziertere Ausdriicke auf. Das Termumformen wird



an i{iber 600 Aufgaben eingeiibt (ein Erbteil der ﬂbungsideologie). Dann wird
mit Hilfe des Termbegriffes definiert, was eine Gleichung bzw. Ungleichung ist.
Anschliefend wird eine Ubersicht iiber Aussageformen gegeben, wobei erfili-
bare und nicht erfillbare sowie teilgiltige und allgemeingiiltige Aussageformen
unterschieden werden. Dann erfolgt eine Klassifizierung einfacher linearer Un-
gleichungen (z < @, ¢ > a, < z, £ < £+ a, z > z + a) sowie Gleichungen
(zr=a, 2 =z, = =z +a). SchlieBlich wird die Agquivalenz von Gleichungen
(Ungleichungen) beziglich einer Grundmenge definiert. Es werden Aquivalen-
zumformungsregeln angegeben, wobei nicht nur festgestellt wird, daB man auf
beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl addieren, subtrahieren, usw. darf,
sondern daff man auf beiden Seiten dasselbe auch mit einem Term (etwa z)
machen darf. Diese Regeln werden an 155 Aufgaben eingelibt. Erst jetzt —
nach ca. 55 Seiten im Buch — kommen die ersten Textaufgaben und damit An-
wendungen. Anschlieflend wird in verkiirzter Form ein &hnliches Programm wie
fir das Umformen von Gleichungen noch fiir das Umformen von Upgleichungen
abgespult.
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Man sieht, da8 die Ubungsideologie mit der Erklarungsideologie eine anscheinend pro-

blemlose Ehe eingegangen ist. Bei genauerem Hinsehen wird jedoch eine grundlegende

Sinnlosigkeit sichtbar: Um die massenhaft angebotenen I"Jbungsaufgaben zu ldsen, sind

die vorangegangenen Erklarungen weder notwendig noch in irgendeiner Weise hilfreich.

Dieser Ansatz mufl heute wohl als gescheitert betrachtet werden. Die Schiiler beherr-

schen allem Anschein nach die elementare Algebra nicht besser als friiher, wie empi-

rische Untersuchungen zefgen. Dieses Scheitern ist jedoch paradox. Wie kommt es,

daB8 gerade ein Ansatz scheitert, der so viel Wert auf Klarheit und Hilfestellung durch

saubere Erklirungen legt? Ich méchte diese Frage dadurch beantworten, dafl ich einige

grundlegende Irrtiimer der Erklarungsideologie aufzuweisen versuche.

Irrtum 1: Saubere Erklirungen ersetzen eigenes Tun.

DaB eigenes Tun beim Lernen von Mathematik unverzichtbar ist, ist eine
alte und seit PIAGET besonders intensivierte didaktische Binsenweisheit.
Um so erstaunlicher, daB diese Idee in der ,Neuen Mathematik“ von an-
deren Ideen iiberrollt wurde! Was eine ,,Variable“, eine ,Gleichung*, eine
,Losung®, eine ,Aquivalenzumformung® usw. ist, kann man durch die beste
Erklarung nicht erfassen, wenn man vorher mit Gleichungen nicht umge-
gangen ist. Auch WITTMANN (1975) fordert im Zusammenhang mit dem
Aufbauprinzip von DIENES, daf im allgemeinen einfache Anwendungen
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lextum 2: Wer das Prinzip verstanden hat, kann es in jedem Einzelfall anwenden.

und das ,In-Gebrauch-Nehmen “ mathematischer Inhalte einer Begriffs- und
Strukturanalyse dieser Inhalte vorauszugehen haben. Er wirft insbesondere

der ,Neuen Mathematik* eine Tendenz zur verfrithten Analyse vor.

Etwas spottisch kdnnte man sogar sagen, daf die Schiiler vor lauter Reden
iiber Gleichungen gar nicht mehr richtig zum Losen von Gleichungen ge-
kommen sind. Man stelle sich ein Kind vor, das frohen Mutes an die Lésung
einer Gleichung schreiten will. Doch halt! Da mu8 zuerst eine Grundmenge
und eine Definitionsmenge aufgestellt werden. Und wenn man am Schlufl
eine Losung erhilt, ist dies noch lange kein Grund zur Freude. Denn da
mud erst eine Losungsmenge aufgestellt werden (d.h. man mufl um die
Lésung geschlungene Klammern machen) und es muf nachgesehen werden,
ob diese Menge in der Grund- bzw. Definitionsmenge enthalten ist, auch
wenn man mittels einer simplen Probe langst gesehen hat, dafi die Losung

wirklich eine Losung ist. Wer hat da eigentlich noch Lust, anzufangen?

Dieser Irrtum ist eine Folge des Glaubens, dafl man alles erkliren konne.
Da man namlich nicht alles bis ins letzte Detail erklaren kann (man kana ja
nicht jede Gleichung in der Schule behandeln, die einem im Leben vielleicht
einmal begegnen kénnte), ist man gezwungen, auf ein hoheres Abstrakti-
onsniveau zu gehen und gewisse allgemeine Prinzipien zu erkliren. Um den
Glauben, da8 alles erklirbar sei, aufrecht zu erhalten, muB dabei jedoch an-
genommen werden, dafl die Anwendung dieser Prinzipien auf konkrete Fille
dem Lernenden keine wesentlichen Schwierigkeiten macht. Dies stimmt je-
doch nicht. Auch wenn man einem Lernenden genau erklirt, was eine Va-
riable, eine Gleichung, eine Aquivalenzumformung usw, ist und damit eine
zwar exakte, aber abstrakte Beschreibung des Gleichungslosungsprozesses
liefert, niitzt ihm dies zur Losung einer konkret vorgelegten Gleichung so
gut wie nichts. Dies gilt auch fiir die Angabe abstrakter Regeln wie etwa
A= B <= A+C = B+C. Regeln dieser Art als allgemeine Prinzipien

einzusehen, ist trivial. Nichttrivial wird die Angelegenheit erst, wenn man




eine solche Regel auf eine konkret vorgelegte Gleichung anwenden soll (denn

dann muf man u.a. entscheiden, was dem A, B bzw. C entsprechen soll).

Irrtum 3: Was klar und sauber erkldrt wird, wird als sinnvoll erkannt.

Man denke an das oben genannte Schulbuch: Wenn beinahe der gesamte
theoretische Apparat mit einer Fille metasprachlicher Begriffe (,,Aussage-
form*®, ,,Grundmenge®, , Loésungsmenge® usw.) an einer trivialen Gleichung
wie z = 7 erlautert wird, mag es zwar sein, daB sich diese Begriffe einfach
demonstrieren lassen, aber wie soll ein Schiiler den Sinn des Ganzen begrei-
fen? Warum wird mit Kanonen auf Spatzen geschossen? Was fiir Probleme
gibt es iberhaupt mit der Gleichung z = 7?7 Wenn ¢ = 7 ist, dann ist z
die Zahl 7; was hat es da noch fiir einen Sinn, der Reihe nach die Zahlen
der Grundmenge G = {2,3,7, 11,28} einzusetzen und so zu tun, als ob eine
besondere Intelligenz erforderlich wére, zu sehen, da8 nur 7 als Ldsung in
Frage kommt? Viel besser wird die Situation auch nicht, wenn der theoreti-
sche Apparat an komplexeren Gleichungen erlautert wird. Wozu betrachten
wir iiberhaupt Gleichungen? Wozu lésen wir sie? Wozu die Theorie und

der ganze Begriffswust?

Irrtum 4: Man kann alle Eventualfille in der Theorie vorweg kldren.

Auf Lehrerfortbildungsveranstaltungen habe ich desofteren Lehrer ange-
troffen, die eine Lanze fur die Begriffe ,, Grundmenge* und ,Lésungsmenge*
brachen (zum Ritual , Lsungsmenge® vergleiche man anch KIRSCH 1991).
Dabei wurde auf die bekannte Tatsache verwiesen, dal Schiiler bei Textauf-
gaben oft Antworten geben, die in der auBlermathematischen Realitit keinen
Sinn ergeben, z.B.: ,Der Turm ist —8 m hoch.“ Es wurde argumentiert, daf§
die Einfihrung einer Grundmenge G und einer Losungsmenge L sowie die
Uberpriifung der Beziehung L € G helfen kénnen, solche Fehler zu vermei-
den. Aber stimmt das wirklich? Bei Textaufgaben ist die Grundmenge ja
nicht vorgegeben, sondern muf} vom Schiiler selbst aufgestellt werden. Aber
was ist eine sinnvolle Grundmenge fiir die Hohe eines Turms? Die Menge

R wohl nicht, da negative Zahlen als Turmhdhen nicht in Frage kommen;
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die Menge Rt wohl auch nicht, da etwa /2 oder 10% als Turmhdhen kaum
in Frage kommen; die Menge @* wohl auch nicht, da etwa 3, 496789654204
als Turmhohe auch nicht in Frage kommt. Wie viele Kommastellen soll
man zulassen? Oder ist vielleicht die Menge {0,2; 0,4; 0,6; ...} besser?
Aber wie gro8 soll die Schrittweite sein und was ist das kleinste bzw. groBte
Element? Und der'lei Fragen mehr! Letzten Endes konnen diese Fragen nur
anhand der aufermathematischen Situation entschieden werden, aber dann
ist es doch einfacher, gleich die erhaltene Losung anhand der jeweiligen Si-
tuation zu prifen und sich dabei zu iberlegen, wie genau man sie angeben
soll. Auf diese Argumentation reagierten manche Lehrer mit dem Gegenar-
gument, dafl trotz dieser Schwierigkeiten eine bestindige Uberpriifung der
Beziehung L C G Fehler verhindern kénne, weil sie Schiiler darauf aufmerk-
sam macht, daB hier ein Problem vorliegt und dafl etwas iberpruft werden
muf. Meine Antwort: Mag sein, dal dies zutrifft, soferne nicht gedanken-
los eine Grundmenge hingeschrieben wird; denselben Effekt erreicht man
jedoch einfacher, wenn man Schiller dazu anhalt, ihre Losungen stets direkt
an der jeweiligen auBermathematischen Situation zu priifen. Einige Leh-
rer meinten auch, daf eine bestindige Uberpriifung der Beziehung L C G
die Schiiler zur Kritikfahigkeit erziehe. Dies scheint mir jedoch nicht der
Fall zu sein, denn der Checkliste von Punkten, die beim Gleichungslosen
abgearbeitet werden (Grundmenge G aufstellen, Gleichung 16sen, Losungs-
menge L hinschreiben) wird einfach ein weiterer Punkt hinzugefiigt und
automatisch abgearbeitet (L C G {berpriifen). Dabei kann der Schiiler
sogar hineinfallen: Ist die Grundmenge G sinnlos gewihlt, kann auch die

erhaltene Lésung sinnlos sein, obwohl I C G erfiillt ist.

Eine Idee, die der Argumentation dieser Lehrer implizit zugrunde liegt,
kann wie in Fig. 5 auf der folgenden Seite dargestellt werden. Ein Teil des
Gleichungslsungsprozesses, der anhand der aufermathematischen Realitdt
vollzogen wurde, namlich die ﬁberpriifung der erhaltenen Losung, wurde
in die Theorie verschoben und zur I"Jberpriifung der Beziehung L C G um-

gewandelt. Man erwartet sich, da damit djeses lastige Problem in der
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Theorie ein fiir allemal geklart oder sogar beseitigt wird. Ubersehen wird
dabei, daB8 durch ein Vorgehen dieser Art die Grenze zwischen Theorie
und aufermathematischer Realitdt nur verschoben, aber niemals aufgeho-
ben werden kann. Statt die erhaltene Loésung an der aulermathematischen

Realitat zu messen, muf} dies jetzt mit der Grundmenge geschehen.

Auflermathematische Realitat Mathematische Theorie

[ Uberpriifung
l der Lésung

Fig. 5

1.7 Lernen als Abbilden oder Konstruieren

Sowohl die Ubungsideologie als auch die Erklirungsideologie stammen aus einer ge-

meinsamen Auffassung von Lernen, auf die hier kurz eingegangen werden soll.

Schon seit lingerer Zeit werden in der Padagogik bzw. Didaktik zwei grundsatzlich
verschiedene Auffassungen des Lernens einander gegeniibergestellt. Man kann sie als
passiv-aufnehmende versus aktiv-entdeckende Lernauffassung bezeichnen, die
beiden Auffassungen sind jedoch auch unter anderen Namen bekannt. POSCH (1977)

hat sie mit den einprigsamen Schlagworten ,Lernen als Abbilden“

und ,Lernen als
Konstruieren® belegt. Es ist im Rahmen dieses einleitenden Kapitels nicht moéglich,
diese beiden Lernauffassungen sehr detailliert zu beschreiben. Ich verweise auf die
didaktische Literatur (vor allem WITTMANN 1989; siehe auch GALLIN/RUF 1990)

und begniige mich mit einigen kurzen Hinweisen.

Beim ,Lernen als Abbilden* wird ein LernprozeB so verstanden, dafl Wissen durch eine
Art Abbildungsvorgang vom Lehrer auf den Schiiler iibertragen wird. Der Lehrer hat

dabei den Stoff vorher genau zu analysieren und in verdaubare kleine oder kleinste
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Senrtze za zetlegen. wom Einfachen zam Sci ‘er‘gen fortzaschreizen und <allr za sor-
gen dad der Scailer cen Aqerqiad piche verlers. Der Schiler hat dern Unterzichs aoh
rerisam za ‘cigen. Stérmeen und Allenicingen sind zu vermeden. Lizene (Gedanken
des Seilens enken vom Wesenticien ab (der Lefirer hat sich ja schon vorier iberlegt,
=5 mesenticL isw nnd versuchn Cles outimal darziubieten). Fehler finren Schiler in
Zalscie Denu—chrangen und soien daler nach Mcgiche gar nicht axsorr—en (siehe
daz1 die AusSinringen zur  fenlervermedungstaikaix”® in FISCHER,MALLE 1955
S. 7534, Weeun ales cptimal Ealk, braucht der Schiler im Grunde nur seime Augen
1nd Chrer ofen za haten und das Wissen Tedt von aulen iz ihz hizein {wie beim

oiraberzer Tochrer®y.

Beim _Leren als Konstruiersn* wird Wissen nicht als erwas betrachtes. das vom Lebrer
zam Schdler dnerfieden kmon, sondern als erwas, das der Schiler i Eigeata:;.keit
Yonstoiiers. Der Lefrer wersucht den Schiiler in eine Auseinandersetzung mis derm Swoff
za Brnges and macht gewisse Angehote. Was der Schiler aus dlesen Azzeboten macht,
uznn er nicht vorweznehmen, er kaan uad solite sich jedoch launferd Ricimreldungen
enncien and seinen Unterzicht danach zastichren. (Schiler solizen akuiv®, Lehrer
efer reauziv® sein. | Eigene Gecdanken dexr Schiler sind picht starend, sondern hochst
ervinschr. Schiiedlich scilten Fehler miche angstlich vermieden wercden, im Gegentell,

sie scilten zugelassen und komstrukiiv verarbeitet werden.

Beide Lernauffassungen bernhen auf unterschiedlichen erkenntiristheoretischen Posi-
ticnen und berufen sich aaf unterschiediiche psychologische Lerntheorien (siehe dazu
WITTMANN 1983}, Die Aufasssung vom ,Lernen als Abbilden® beruht auf der Ez-
kenncaisthecrie des Empirismus und beruft sich (wenn auch meist implizit) auf be-
agrviouristische Lerniieorien. Wissen gelangt Gber unsere Sinnesorgane in unseren
Geist, der wie eine Tafel nach und nach beschrieben wird. Daher rmuf das Wissen
wonivorbereitet und wohlproportioniert in méglichst klarer Form angeboten werden.
Fast zwangslaufig folgr also aus dieser Einstellung die Erklirungsideologie. Damit die
Eiopragungen daverhaft sind, mm8 der Abbildungsvorgang méglichst oft wiederholt
werden and zwar in méglichst stereotyper Weise (Vi erstarkung erwiinschten Verhal--

tens). Es folgt aus dieser Finstellung also auch fast zwangsliufig die [bhungsideologie.
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Die Auffassung vom ,Lernen als Konstruieren“ beruht auf der Erkenntnistheorie des
Konstruktivismus und beruft sich vornehmlich auf kognitionspsychologische Lerntheo-
rien, hauptsachlich in der Nachfolge von PIAGET (zur konstruktivistischen Position
in der elementaren Algebra siehe etwa BLAIS 1988 b). Auch bei dieser Form des Ler-
nens spielen Erklaren und Uben eine Rolle, jedoch in einem anderen Sinn. Erkliren
wird als Hilfe zur eigentatigen Wissenskonstruktion angesehen. Uben wird nicht als
Einschleifen eng begrenzter Verhaltensweisen angesehen, sondern als eine Méglichkeit,

das bisherige Wissen zu erproben und zu erweitern.

Das Modell des passiv-aufnehmenden Lernens diirfte nur auf sehr primitive Lern-
inhalte anwendbar sein. Mathematisches Lernen scheint fast immer im Sinne des
aktiv-entdeckenden Lernens vor sich zu gehen, auch wenn ein Lehrer nach dem passiv-
aufnehmenden Modell unterrichtet. Dafl auch dieses Modell gewisse Erfolge aufzuwei-
sen hat, diirfte darauf beruhen, dafl kein Unterricht verhindern kann, dafi Schiiler in
Eigenkonstruktion Wissen aufbauen. Trotz seiner Mangel ist das passiv-aufnehmende
Modell heute jedoch noch immer die vorherrschende Lernauffassung in der Schule, ins-
besondere in der elementaren Algebra. In dem vorliegenden Buch wird ein anderer
Ansatz versucht: Mehr Gelegenﬁeiten zu eigenem Tun und zum Entdecken! Mehr
Angebote flir den Schiiler, das in der elementaren Algebra nétige Wissen selbst zu
konstruieren und dessen Sinn zu erkennen, wobei sinnloses Erklaren und stereotypes

Uben in den Hintergrund gedringt werden!

Dies wird hauptsachlich durch ein neuartiges Angebot von Aufgaben zu erreichen
versucht. Wenn man im Unterricht der elementaren Algebra Anderungen erreichen
will, mul man meines Erachtens weitgehend andere Aufgaben stellen als die bisher
vorwiegend iiblichen. Im Gegensatz zu traditionellen ljbungsaufgaben, bei denen meist
bestimmte algebraische Techniken eingeschliffen werden, kann man die in diesem Buch
vorgestellten Aufgaben als Lernaufgaben bezeichnen, bei denen die Schiiler nicht nur
das Alte erproben und festigen, sondern auch Neues lernen kénnen. Dieses Neue muf
nicht nur im Erwerb bestimmter Techniken bestehen, sondern kann sich auch auf andere
Fahigkeiten im Rahmen der elementaren Algebra sowie bestimmte Einsichten in deren

Besonderheiten beziehen. Schlieflich sollen derartige Aufgaben den Schiilern ermégli-
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chen, in den durchgefiihrten Tatigkeiten (Aufstellen und Interpretieren von Formeln,

Umformen usw.) einen gewissen Sinn zu sehen.

{iber die Aufgaben hinaus wird an mehreren Stellen dieses Buches eine Unterrichtsorga-
nisation vorgeschlagen, die den Schillern individuelle Zuginge zur elementaren Algebra
ermdglichen soll, ohne hektischen Druck, mit der Moglichkeit, eigene Entdeckungen zu
machen, eigene Vorschlige zu unterbreiten, verschiedene Vorschlige miteinander zu
vergleichen und zu beurteilen, eigene Erfahrungen zu sammeln, mit eigenen Fehlern
konstruktiv umzugehen usw. (Am deutlichsten ist dies bei der Einfihrung von Va-
riablen im Abschnitt 2.3, beim Zugang zu Textaufgaben im Abschnitt 4.7 und beim
Arbeiten mit Gleichungsumformungsregeln in den Abschnitten 10.6 und 10.7.)

1.8 Zum Erlernen der algebraischen Notation

Mathematik ist immer eng mit Notationen verbunden. Insbesondere kann das Erlernen
der elementaren Algebra als ein Lernprozefl betrachtet werden, mit einer bestimmten
Notationsform verstindnisvoll umzugehen. Wer diese Notation versteht, kann leicht in
den Fehler verfallen, sie fiir die ,natiirlichste Sache der Welt“ zu halten. Sie ist aber

in Wirklichkeit eine hochgradig kiinstliche Angelegenheit.

Man kann dies schon an ihrer historischen Entwicklung erkennen. Um diese No-
tation hervorzubringen, hat die Menschheit eineinhalbtausend Jahre gebraucht (von
DIOPHANT bis DESCARTES), wobei die unterschiedlichsten Vorschlage unterbrei-
tet und viele Sackgassen beschritten wurden (siche dazu etwa TROPFKE 1980 oder
KRETZSCHMAR 1985, 1986). Diese Notation war nicht das Produkt eines einzelnen
Mathematikers, sondern Ergebnis eines Kommunikationsprozesses, an dem sehr viele
Mathematiker beteiligt waren. Sie beruht wesentlich auf Konventionen, die (wenn

auch manchmal unausgesprochen) letztlich allgemein akzeptiert wurden.

Um einen Eindruck von den historischen Schwierigkeiten zu geben, seien einige Schreib-

weisen aus vergangenen Jahrhunderten angefiihrt, aus denen ersichtlich ist, daBl die uns
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heute so geldufige algebraische Notation so ,natiirlich® nicht gewesen sein kann:

DIOPHANT (um 250) Wyt pops z:3—2=4
BUTEO (1492-1564(-72)) 3A.1B.1C [42 3z +y+z=42
1O Pe@ [45) x? + 4z = 45
CHUQUET  (um 1480) .3.1plus.6.2egaulx 2.30. 3z + 6% = 30
BOMBELLI (1526-1572) 1.2 Eguale 3 15. Lp4 z3 =15z +4
STEVIN (1548-1620) 1® egaled 15 @ +4 z° =15z +4
VIETE (1540-1603) B in { Dptyadgeum B-(D*+ B-D)

In der Kognitionspsychologie wird leider die fundamentale Rolle der Symbolik nicht
immer gebiithrend beachtet. Die Entwicklung des mathematischen Denkens wird oft
so dargestellt, als ob sich diese ganz im Inneren eines Individuums und mit einer ge-
wissen Stringenz abspielen wirde. Uberspitzt ausgedriickt: Wenn ein Individuum nur
geniigend weit kognitiv heranreift, dann kommt die algebraische Notation ganz von
selbst heraus. Diese Ansicht ist schon deshalb falsch, weil die algebraische Notation
auf Konventionen beruht und Konventionen nie in einem Individuum allein entstehen
kénnen; sie sind ja ihrer Natur nach eine Angelegenheit zwischen mehreren Menschen.
Der aktiv-entdeckende Ansatz darf nicht Uiberstrapaziert werden. Man kann nicht alles
selbst entdecken. Insbesondere kann die algebraische Notation nur in einem kommuni-

kativen Prozef§ (zumindest zwischen Lehrer und Schiiler) erlernt werden.

Wie wenig Schiiler die algebraische Notation von selbst entdecken, zeigt der folgende
Versuch. Wir haben 11- und 12-jahrigen Schiilern die folgende Aufgabe vorgelegt (siehe
- MALLE 1985):

In einem Stall sind H Hasen und G Ginse. Es sind um vier Hasen mehr als
Ganse. Notiere dies in kurzer Form!

Dabei ist an Vorschligen alles mdgliche gekommen, nur nicht die iibliche algebraische
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Notation. Einige Beispiele:

4H>C GH4> HG H+G4H > G %%gggg AR

4>

Fi
Diese Vorschlige sind keineswegs dumm. Ein Lehrer, der sie ernst nimmt, wird v
scheinlich seine Mithe haben, die Kinder davon zu iiberzeugen, dafl die offizielle I
tion besser ist als diese Schiilervorschlage — falls ihm dies iiberhaupt gelingt. Es ko
auch gar nicht darauf an, die offizielle Notation als die ,beste aller méglichen Not.
nen hinzustellen, wesentlich ist vielmehr, daB ein Kommunikationsprozef§ stattfir
in dem die Schiiler ihre eigenen Notationsvorschlage mit der offiziellen Notation

gleichen konnen und dadurch die Eigenheiten der letzteren erkennen kénnen.

Im derzeitigen Unterricht wird fir solche Prozesse meist wenig Geduld aufgebracht.
Schiiler miissen sich meist von anfang an der vom Lehrer vorgegebenen Norm figen
erhalten kaum Gelegenheit, selbst Notationsformen zu erfinden, iiber deren Vor-
Nachteile nachzudenken, die Zweckmafigkeit des Einhaltens bestimmter Konventio
einzusehen und die Eigenheiten der normierten Schreibweise im Vergleich zu it
eigenen Erfindungen zu erkennen. Man vertraut gewissermafien darauf, daf sich
algebraische Notation von selbst empfiehlt und daf die Schiiler ihre Sinnhaftigkeit
selbst erkennen. Aus Interviews mit Schiilern geht aber hervor, da8 Schiiler ihre eige

Vorschlage oft fiir sinnvoller halten als die vom Lehrer angegebene Schreibweise.

Wenn derartige Sinnprobleme im Unterricht nicht mit viel Geduld aufgearbeitet v
den, kann viel Unbeil passieren. Zu dessen Vermeidung ist es notwendig, da der Leh
die Entwicklungen seiner Schiiler (méglichst individuell) verfolgt und gelegentlich
fend eingreift. Dabei sollte nicht nur das beurteilt werden, was die Schiiler noch ni
konnen, sondern auch das honoriert werden, was sie schon konnen — es handelt s
eben um einen ProzeB und nicht um einen schlagartigen Uberfall! Es gibt in der b

tigen Rechtschreibdidaktik einen Ansatz, der ganz ahnliche Ziele verfolgt (siehe z
BRUGELMANN 1983, 1986 a,b).
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1.9 Elementare Algebra und Computer

Obwohl der Themenkreis ,Elementare Algebra und Computer* aus Umfangsgriinden in
diesemn Buch nicht behandelt werden kann, sind einige Bemerkungen zu diesem Thema

unumganglich.

Auslagerung von Verfahren

Die elementare Algebra als Schulstoff erfihrt heute durch neue technologische Entwick-
lungen auf dem Gebiet des Symbolischen Rechnens eine ,,Existenzbedrohung® von noch
nie dagewesenem Ausmafl. Ein symbolischer Rechner kann nicht nur wie ein konventio-
neller Taschenrechner mit Zahlensymbolen, sondern auch mit anderen Symbolen (z.B.
Buchstaben) rechnen. Eines der am weitesten gediehenen Teilgebiete des Symbolischen
Rechnens ist die Computeralgebra. Computeralgebrasysteme kdénnen algebraische
Terme umformen, vereinfachen, faktorisieren, ineinander substituieren, Gleichungen
bzw. Gleichungssysteme lésen und dhnliches mehr. Sie kénnen somit einen Grofteil
der heute im Unterricht der elementaren Algebra iiblichen Ubungsaufgaben 16sen —
und zwar wesentlich schneller und zuverldssiger als ein Mensch. Viele Softwarepakete
bewaltigen dariiber hinaus noch weitere Aufgaben, etwa Rechnen mit Vektoren oder
Matrizen, Zeichnen von Funktionsgraphen, Differenzieren, Integrieren, Lésen von Dif-
ferentialgleichungen usw. — alles nicht nur numerisch, sondern auch symbolisch mit

Hilfe von Buchstaben.

Meines Erachtens ist das Eindringen der symbolischen Rechner in den Mathematikun-
terricht genausowenig aufzuhalten, wie es das Eindringen der numerischen Taschenrech-
ner war. Zwar sind Computeralgebrasysteme derzeit noch an Personal-Computer ge-
bunden (etwa die Systeme DERIVE, MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA, THEO-
RIST) oder nur in teureren Taschenrechnern installiert, die Entwicklung geht jedoch in
Richtung von billigen algebratauglichen Taschenrechnern bzw. billigeren Laptops oder
Palmtops. Die Auswirkungen der symbolischen Rechner auf die Schulmathematik wer-

den meiner Meinung nach wesentlich grofier sein als die der numerischen Taschenrech-
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per. Es wird fiir alle am Unterrichtsgeschehen Beteiligten deutlicher sichtbar werden,
daB die im Mathematikunterricht gepflegten (und heute vielfach noch hochgeschits.
ten) Verfahren in einem groBen AusmaB einer Maschine {ibergeben und damit bis 24
einem gewissen Grad aus dem Unterrichtsgeschehen ,ausgelagert“ werden konnen. Da
die heutige Unterrichtspraxis zu einem groBen Teil von einem Einuiben von Verfahzen
geprigt ist, wird durch die symbolischen Rechner ein gewisses , Vakuum* erzeugt wer-
den. Schon heute hért man da und dort Stimmen von Lehrern, die nicht mehr recht
wissen, was sie im Unterricht tun sollen, oder von Kritikern, die meinen, man solle
den Mathematikunterricht reduzieren, weil es keinen Sinn hat, Kinder auf Prozesse 2

drillen, die eine Maschine besser erledigen kann.

Betrachten wir ein Beispiel: Das Softwarepaket THEORIST erlaubt folgenden Umgang

mit Gleichungen. Tippt man eine Gleichung ein, so erscheint diese auf dem Bildschirm,
z.B.:

Ein Cursor (Dreieck) 148t sich mit Hilfe einer Maus, die iiber den Tisch bewegt wird,
auf dem Bildschirm bewegen. Will man in der obigen Gleichung etwa das e auf die
linke Seite bringen, fahrt man mit dem Cursor zum Buchstaben e, klickt die Maus und

zieht den Cursor auf die linke Seite der Gleichung. Am Bildschirm erscheint dann:
b
—cte=d
a

Man kann also im wahrsten Sinn des Wortes Glieder von einer Seite der Gleichung
auf die andere geben, ohne nachdenken zu mﬁtssen, wie dies geht. Will man aus der
gegebenen Gleichung die Variable e durch die anderen Variablen ausdriicken, zieht man

die Variable e in ein kleines Kastchen am linken Rand und es erscheint:

ezd—-—‘c
a

Man beachte, daff zur Ausfiihrung dieser Operationen nicht einmal eigene Befehle (wie

SIMPLIFY, SOLVE oder ahnliches) gegeben werden miissen, sondern daf Armbewe

gungen ausreichen.

Diese Entwicklung zeigt, da F. dhigkeiten im Beherrschen von mathematischen Ver-

fahren an Bedeutung verloren haben und in Zukunft noch weiter verlieren werden.
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Dies gilt fiir die elementare Algebra ganz besonders. Hohe Fertigkeiten im Umfor-
men algebraischer Ausdriicke werden nicht mehr gefragt sein, so wie man heute keine
besonderen Fahigkeiten mehr im Dividieren oder Wurzelziehen braucht. Die heute
im Mathematikunterricht noch so beliebten komplexen Umformungstitigkeiten sind
weitgehend sinnlos geworden. Es geniigt heute, sich auf Einfaches und Grundsitz-
liches zu beschranken, wie etwa das Aufstellen und Interpretieren einfacher Formeln,

das Umformen einfacher Ausdriicke und das Begrinden einzelner Umformungsschritte.

Das Einfache und Grundsétzliche gerdt jedoch meines Erachtens durch die Compu-
teralgebra nicht in Gefahr. Insbesondere ist meiner Ansicht nach nichts von dem, was
in diesem Buch behandelt wird, wirklich gefihrdet. Im Gegenteil, diese Dinge gewin-

nen sogar noch an Bedeutung und zwar hauptsachlich aus folgenden Griinden:

— Einfache elementaralgebraische Tatigkeiten muf jeder, der sich mit N{athematik
beschaftigt, auch ohne Computer bewaltigen konnen. Es hat keinen Sinn, fiir jede
einfache algebraische Umformung einen Computer heranzuziehen, so wie es keinen
Sinn hat, fir jede einfache Addition einen Taschenrechner heranzuziehen. Wer aus
der Formel A=1-(a+c)-h die Variable ¢ ohne Maschine nicht berechnen kann,

kann wohl nicht verninftig Mathematik betreiben.

— Eine Formel ist nicht nur eine "black box”, die von einer Maschine verarbeitet wird.
Fiir den Umgang mit Formeln ist es ganz wesentlich, dafl man in ihnen Strukturen
und Umformungsméglichkeiten sieht. Dieses ”Sehen” erffnet verschiedene Ein-
blicke in die Bedeutung und Anwendungsmdoglichkeiten einer Formel. Zu diesem

”Sehen” ist eine Maschine nicht oder nur sehr beschrankt in der Lage.

— Die Verwendung und der sinnvolle Einsatz von Computeralgebrasystemen setzt ge
wisse elementaralgebraische Kenntnisse voraus. Jemand, der nichts iiber Terme unc
Gleichungen weil, kann nicht einmal das Handbuch eines solchen Systems lesen
Insbesondere erfordert die Kommunikation mit der Maschine gewiss-e Kenntnisse

z.B. tber die Strukturen von Termen und Formeln.

— Manches Einfache und Grundsatzliche, z.B. das Aufstellen und Interpretieren vo:

Formeln, kann der Computer noch nicht oder noch nicht so besonders gut.
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Die Firfiisse der Computeralgebra anf den Mathematikunterricht sind im einzelnen
noch micht abziusehen. Manches wird im Unserrichit rascher wnd prodlemloser gehen,
Darin Fegt eine gewisse Chance fir den Matbematikunterricht, weil ein Freiraum ent-
steht, in dem man sich verstarkt amf hokere Lernziele besinnen kann, wie kreatives
Derken, Darstellen und Interpretieren, Problemldsen, Kommmnizieren, Argumentie-
ren, Anwenden usw. Dariiber hinaus ist eine stofflicke Ausweitung der Schulmathe-
matik mn erwarten. Vieles muSte ja bisker aus der Schulmathematik ausgeschlossen
bleiben, weil es technisch zu aufwendig war. Nun aber ergibt sich die Moglichkeit, das
Wesertlicke an einfachen Beispielen zu erlzutern und das technisch Aufwendige der
Maschine zu @iberlassen. Wenn die Schiler etwa gelernt haben, einfache Gleichungen
zufzustellen und zu lisen, spricht nickis dagegen, auch schwierigere Gleichurgen zu
betrachten, deren Lasung dem Computer uberlassen wird (z.B. Diferenzengleichungen

in der Systemdynamik).

Computer als Lehr- und Lernhilfsmittel

Im Bereich der elementaren Algebra gibt es einige interessante Ansitze, Software zu
entwickeln, die Schitlern helfen soll, mehr Verstindnis fir traditionelle Inhalte zu
erreichen, z.B. das Umformen von Termen bzw. Gleichungen oder das Losen von
Textaufgaben. Beispiele dafiir sind der ALGEBRAIC PROPOSER von SCHWARTZ
(1987 b, 1928}, der WORD PROBLEM ASSISTANT von THOMPSONX (1937, 1939 b),
ein Gleichungslésungsprogramm von McARTHUR et al. (McARTHUR 19835, McAR-
THUR/STASZ/HOTTA 1987), das Programm EXPRESSIONS von THOMPSON
(1989 a) und die MARBLE BAG MICROWORLD von FEURZEIG (1986). (Alle

diese Programme bis auf das erste sind kurz beschrieben in THOMPSON 1989 b; man
beachte, daBl auf diesem Sektor laufend neue Software erscheint.)

Es gibt auch Ansatze, Schilerfehler durch geeignete Programme zu imitieren, vor allem
im Bereich des Termumformens und Gleichungslosens (z.B. SLEEMAN 1982, 1984,
1985; LARKIN 1989 a). Man erwartet sich durch das Studium solcher Programme

theoretische Einsichten in mégliche Ursachen von Schiilerfehlern und hofft, Diagnose-

systeme entwickeln zu konnen, die Schiilerfehler erkennen, mogliche Ursachen identifi-
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zieren und Vorschldge zu ihrer Behebung machen konnen. Die meisten Versuche dieser
Art orientieren sich an einem Programm aus der Arithmetik, namlich am Programm
BUGGY von BROWN und BURTON, mit dem Schiilerfehler im Bereich der schriftli-
chen Subtraktion erfaBt werden (BROWN/BURTON 1978, BROWN/Van LEHN 1980,
1982, BURTON 1982, Van LEHN 1982, 1983). Korrektes Umformen wird durch einen
Satz korrekter Regeln (,rules®), fehlerhaftes Umformen durch einen Satz inkorrek-
ter Regeln (,,malrules nach SLEEMAN) generiert. Da menschliches Denken jedoch
mit ziemlicher Sicherheit nicht so verlduft, ist umstritten, ob das Studium derartiger

Programme brauchbare Aufschlisse tiber die Fehlerursachen bei Schiilern liefern kann

(siehe dazu die massive Kritik in THOMPSON 1989 b).

Erweiterungen der Notation durch den Computer

Die ,Bedrohung® der elementaren Algebra durch den Computer kann auch unter dem
Aspekt gesehen werden, daf§ der Computer die Méglichkeiten der Notation enorm er-

weitert und damit die algebraische Notation in gewisse Schranken verweist.

Die algebraische Notation war seit ca. 400 Jahren eine dominierende Notation in
der Mathematik. Die in der gesamten Mathematik vorfindbare Tendenz zur Algebrai-
sterung beruht nicht nur darauf, da8 die Algebra effiziente Problemlésemethoden zur
Verfigung s\tellt, sondern auch eine sehr brauchbare Notation (das eine hingt natiirlich
mit dem anderen zusammen). Allerdings kam man mit der Notation der Schulalgebra
auf die Dauer nicht aus. Man erweiterte diese Notation durch neue Zeichen (z.B.
Funktionszeichen wie Sinus oder Ableitung bzw. Operationszeichen wie Durchschnitt,
Vereinigung, Summenzeichen) oder dnderte die Bedeutung der alten Zeichen (z.B. Plus
und Mal in der Booleschen Algebra). Dabei bestand jedoch im allgemeinen die Ten-
denz, in der Notation méglichst algebranahe zu bleiben, wenigstens vom duBeren Er-
scheinungsbild her. Notationen, die zu sehr von diesem Erscheinungsbild abwichen

(wie etwa die FREGEsche Notation der Aussagenlogik) hatten meist wenig Chancen,

sich durchzusetzen, soferne es algebranihere Alternativen gab. Einige Beispiele solcher
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Um besser zu erkennen, worin sich andere Notationsformen von der algebrai-
schen Notation unterscheiden, ist es giinstig, die folgenden Charakteristika der
algebraischen Notation zu beachten:

— Sie bewegt sich im Kategoriensystem der Pridikatenlogik, d.h. enthilt nicht
nur Zeichen fiir Objekte, sondern auch fiir Operationen und Relationen (even-
tuell auch fiir Funktionen). (Man beachte jedoch, daB die Notation der Pridi-
katenlogik historisch aus der algebraischen Notation entstanden ist.)

— Sie erlaubt einfaches Operieren nach einfachen Regeln.

— Sie besitzt eine Tendenz, mit moglichst niedrigstelligen Operationen auszu-
kommen (bevorzugt werden ein- und zweistellige Operationen, vgl. dazu
jedoch auch KIRSHNER 1987 b).

— Sie besitzt eine Tendenz zur Zeilenschreibweise (mit charakteristischen Ab-
weichungen wie etwa bei Briichen).

Diese Punkte treffen alle auch auf algebranahe Notationen zu. Andere Notationen
erfilllen aber oft einen oder mehrere dieser Punkte nicht (man spricht in solchen
Féllen oft nicht von Notationen, sondern eher von Bildern oder Visualisierungen).
Beispielsweise erfiillen geometrische Figuren keinen der obengenannten Punkte.
Zum ersten Punkt sei angemerkt: Von wenigen Ausnahmen abgesehen, enthalten
geometrische Figuren keine Relationszeicher. Daf ein Punkt auf einer Geraden
liegt, sieht man in einer geometrischen Figur und braucht nicht durch ein eigenes
Zeichen ausgedriickt zu werden. Algebraisch kann man etwa P € g schreiben,
wobei das Relationszeichen € verwendet wird. (Derartige Uberlegungen sind
ndher ausgefiihrt in MALLE 1984.)

Der Computer erhdht nun auch fiir manche nicht algebranahen (unter Umstinden
sich nicht im Kategoriensystem der Pridikatenlogik bewegenden) Notationen die
Moglichkeiten einfachen Operierens, erlaubt die tiibersichtliche Darstellung auch
hoherstelliger Operationen und ist nicht mehr an die Zeilenschreibweise gebun-
den. Dadurch verliert die algebraische Notation ohne Zweifel etwas von ihrer
zentralen Rolle.

Interessante didaktische Perspektiven eroffnen sich durch die Kombination der algebrai-
schen Notation mit anderen Notationen. Der Computer erlaubt es nicht nur, verschie-
dene Notationen rasch und problemlos ineinander zu {ibersetzen (z.B. eine algebraische
Formel in einen Funktionsgraphen und umgekehrt), sondern auch, verschiedene Dar-
stellungen gleichzeitig zu prisentieren (z.B. kdnnen Formeln zugleich mit Funktionsgra-
phen, Rechenbiumen, Tabellen, ikonischen Darstellungen oder dhnlichem dargestellt
werden). Dies hat insbesondere den Vorteil, dal die Auswirkungen einer Anderung
in einer Darstellung auf die anderen Darstellungen beobachtet werden konnen (eine

ausfithrlichere Diskussion dieses Themas findet man in KAPUT 1989).



2 VARIABLE, TERME UND FORMELN

Nach den Uberlegungen im vorigen Kapitel, die einen eher vorlaufigen Charakter hat-
ten, beginnen wir nun genauer {iber das zentrale Phanomen der elementaren Algebrs,
namlich den Variablenbegriff, nachzudenken. Wir werden sehen, daf} dieser Begriff
vielfsltige Aspekte besitzt, deren Beachtung fiir den Unterricht wesentlich ist. Da
Variable nicht isoliert, sondern meist als Bestandteile von Termen oder Formeln auf-
treten, werden wir auch {iber den Sinn von Termen und Formeln nachdenken. Aus
diesen Uberlegungen werden sich einige Unterrichtsvorschlige ergeben, wobei wir uns
zunichst auf eine erste Einfihrung von Variablen, Termen und Formeln im 5. und

6. Schuljahr beschranken.

2.1 Aspekte des Variablenbegriffs

Was sind Variable?

Ich glaube, da8 diese Frage niemand zufriedenstellend beantworten kann, weil der Va-
riablenbegriff zu schillernd und aspektreich ist. In der mathematischen Literatur wer-
den Variable meist nur verwendet und nicht definiert. Wo eine Definition versucht
wird, werden im allgemeinen in einseitiger Weise nur einige Aspekte des Variablen-
begriffes hervorgehoben (eine Zusammenstellung einiger solcher ,,Definitionen® findet
man in SCHOENFELD/ARCAVI 1988). Damit teilt der Variablenbegriff das Schick-
sal vieler anderer fundamentaler mathematischer Begriffe, etwa des Zahlbegriffes, der
sich ja auch nicht vollstindig in einer Definition erfassen 1a8t. In Abwandlung eines be-

kannten Ausspruches von WEYL iiber den Funktionsbegriff kann man sagen: ,Nobody

knows what a variable is.“

Variable sind keineswegs eine Erfindung der Mathematik. Es gibt sie schon in der

Umgangssprache. Worte und Wortgruppen wie »Ding*, ,Sache®, ,ein¥, ,ein belieb:

¢ : . . .
ger, sirgendwelche® usw. spielen die Rolle von Variablen. In der Festsetzung ,Die
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Pension einer Witwe betrdgt 60 Prozent der Pension des verstorbenen Ehemannes®
sind ,Pension einer Witwe“ und ,Pension des verstorbenen Ehemannes“ Variablen.
Bereits die babylonische bzw. &gyptische Mathematik bediente sich systematisch sol-
cher Wortvariablen und verwendete Worte wie ,,Haufen®, ,Menschen*, ,Tage“, wobei
diese Worte ihrer urspriinglichen Bedeutung beraubt wurden und nur mehr stellver-
tretend fiir gewisse Zahlen standen, die auch etwas anderes bedeuten konnten. Dies
suflerte sich z.B. darin, daB bedenkenlos ,,Menschen® und ,Tage®“ addiert wurden (siehe
TROPFKE 1980, KRETZSCHMAR. 1986). Spater wurden fiir die Unbekannte in einer
Gleichung Worte wie ,,Ding® (,,res®, ,cosa“) verwendet. Auch die heutige Mathematik
verwendet noch solche Wortvariablen. So enthalt etwa der Satz ,,Das Quadrat einer

reellen Zahl ist nicht negativ® die Wortvariable ,eine reelle Zahl“.

Verwendet man Buchstabenvariablen statt Wortvariablen, so ergibt sich eine Reihe
von Vorteilen. Buchstabenvariablen erlauben eine knappere, tbersichtlichere, unmif-
verstandlichere, kontéxtfreiere Darstellung und ermdglichen vor allem ein regelhaftes
Operieren (vgl. MORMANN 1981). Bezeichnet man etwa in dem obigen Beispiel die

Pension der Witwe mit W, die des Mannes mit M, kann man kriapper formulieren:
W=0,6-M

Diese Darstellung erlaubt regelhafte Umformungen, z.B. zu:

W
M= ~167-W
0,6

Drei Aspekte

Im folgenden sollen einige Aspekte des Variablenbegriffes ndher untersucht werden.
Diese konnen bereits an Schulbeispielen aufgezeigt werden. Wir sehen uns dazu drei

Aufgaben an und skizzieren jeweils eine mogliche Losung durch einen Schiiler.

1 Denke dir eine Zahl! Addiere 10! Verdopple das Ergebnis! Subtrahiere das
Doppelte der urspriinglichen Zahl! Du erhéltst 20. Warum funktioniert das
fiir jede gedachte Zahl?

Mégliche Lésung: Ist ¢ die gedachte Zahl, dann gilt:
2(z+10) —2z = 22 + 20— 2z = 20
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2  Setze in die Gleichung 2z + 3 = 11 der Reihe nach die Zahlen von 1 bis 6
ein! Wann ergibt sich eine wahre Aussage?

Mdgliche Lésung:

2-14+3=11 f 2:443=11 w
2.243=11 f 2-5+3=11 f
2.3+3=11 f 2:.643=11 f

3 Ldse: 3x+8=26
Magliche Lésung:

3z + 8 = 26 | '—8
3z = 18 | :3
z = 6

In allen drei Fallen wird die Variable z verwendet. Aber hat dieses z immer dieselbe
Bedeutung? In der Losung von Aufgabe 1 ist z eine unbekannte oder nicht naher be-
stimmte Zahl. In der Aufgabe 2 ist z ein Platzhalter fir Zahlen bzw. eine Leerstelle, in
die man Zahlen einsetzen darf. In der Losung von Aufgabe 3 diirfte z woh! ein Symbol
(ein Zeichen auf dem Papier) sein, iber dessen Bedeutung nicht weiter nachgedacht

wird und mit dem nach gewissen Regeln umgegangen wird.

Man kann also zumindest die folgenden drei Aspekte des Variablenbegriffs unter-
scheiden:
(1) Gegenstandsaspekt: Variable als unbekannte oder nicht niher bestimmte Zahl

(allgemeiner als unbekannter oder nicht niher bestimmter Denkgegenstand).

(2) Einsetzungsaspekt: Variable als Platzhalter fir Zahlen bzw. Leerstelle, in die

man Zahlen (genauer: Zahlnamen) einsetzen darf.

(8) Kalkiilaspekt (Rechenaspekt): Variable als bedeutungsloses Zeichen, mit dem

nach bestimmten Regeln operiert werden darf,

Die Unterscheidung von Gegenstands- und Einsetzungsaspekt geht zurlick auf QUINE
1976 (siehe dazu auch JAHNKE 1978 sowie GRIESEL 1982; GRIESEL unterschei-
det einen ,Platzhalteraspekt® und einen »Bedarfsnamenaspekt“, wobei der letztere im

groBen und ganzen mit unserem Gegenstandsaspekt tibereinstimmt).

Die genannten drei Aspekte von Variablen lassen sich auf Terme und Gleichungen

Ubertragen. Beginnen wir mit dem Gegenstandsaspekt. Unter diesem Aspekt erscheint
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ein Term, wie etwa %ﬁ, als eine unbekannte bzw. nicht ndher bestimmte Zahl, von der
man nur weil, daf} sie das arithmetische Mittel der nicht naher bestimmten Zahlen z
und y ist. Eine Gleichung, wie etwa z + y = 8, erscheint unter diesem Aspekt als eine

Aussage iber (bekannte und unbekannte) Zahlen.

Unter dem FEinsetzungsaspekt erscheint ein Term wie ”—;Li als Zahlform (die in eine
Zahl iibergeht, wenn man fiir ¢ und y Zahlen einsetzt). Eine Gleichung wie z +y = 8
erscheint als Aussageform (die in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht, wenn man

fiir die Leerstellen z und y Zahlen einsetzt).

Unter dem Kalkilaspekt erscheinen sowohl Terme als auch Gleichungen als blofie Zei-
chenreihen, mit denen nach gewissen Regeln operiert werden darf und deren eventuelle

Bedeutung man wahrend des Arbeitens vergessen kann.

Eine Ubersicht gibt die folgende Tabelle:

Gegen- | Ein- Kalkiil-
stands- | setzungs- aspekt
aspekt aspekt
Variable Zahl Platzhalter | Zeichen
(Leerstelle)
Term Zahl Zahlform Zeichen-
reihe

Gleichung | Aussage | Aussage- Zeichen-
form reihe

Reduktionen des Variablenbegriffes

Laft sich der Variablenbegriff auf einen der genannten Aspekte reduzieren? Die Ant-
wort auf diese Frage ist ein klares ,,Nein“. Ich versuche, diese Antwort anhand einiger

Beispiele zu begriinden.
Beispiel 1: Mit dem Rechengesetz
a—(b—c)=a—-b+c

fiir reelle Zahlen kann man verschiedene Vorstellungen verbinden. Obwohl es fiir alle

reelle Zahlen gilt, geniigt es, an drei nicht ndher bestimmte reelle Zahlen @, b, ¢ zu den-
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ken. Damit betrachtet man die Variablen a,b,c unter dem Gegenstandsaspekt. Setat
man fiir @, b, ¢ fortlaufend Zahlen ein, um dieses Gesetz zu ﬁberprﬁfen, betont man dep
Einsetzungsaspekt. Wendet man das Rechengesetz im Rahmen einer Termumformung
an, betrachtet man die Buchstaben a,b,c vermutlich als bedeutungslose Zeichen und

betont damit den Kalkiilaspekt.

Beispiel 2: Beim Aufstellen einer Formel, etwa der Formel

m=21Y
2
fiir den Mittelwert m zweier Zahlen z und y, denkt man vermutlich an nicht nihe
bestimmte Zahlen, betont also den Gegenstandsaspekt. Setzt man anschliefend fir
und y Zahlen ein, um verschiedene Mittelwerte auszurechnen, betont man eher dea
Einsetzungsaspekt. Formt man die Formel um, etwa zu z = 2m — y, wendet man

einfach gewisse Regeln an und betont damit den Kalkilaspekt.

Beispiel 3: Wir betrachten folgende Definition: Eine reelle Zahl z wird von den reellen

Zahlen a,b mit der Genauigkeit ¢ eingeschrinkt, wenn gilt:
e<z<b und b—-a<ce

Bei dieser Sprechweise denkt man vermutlich an vier nicht niher bestimmte reelle
Zahlen z,a,b und ¢, auch wenn diese verschiedene Rollen spielen. Damit betont man

den Gegenstandsaspekt. Tllustriert man diese Definition, indem man fiir &€ der Reihe

nach etwa die Zahlen 1071,1072,1073, ... einsetzt, betont man den Einsetzungsaspekt.

Formt man die Ungleichungen um, etwa fiir 0 < a < 2z < bzu

<
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<

Q|

1
< .
—abe

’

o f =

Q|

und

o)

so behandelt man die Buchstaben z,a,b und € wie bedeutungslose Zeichen, geht nach

bestimmten Regeln vor und betont damit den Kalkiilaspekt.

Die Mathematik ist voll von solchen Beispielen. Die Beispiele zeigen, daB die genannten
drei Aspekte in enger Verquickung miteinander vorkommen kénnen, sogar innerhalb

einundderselben Zeile. Es ist fir das Betreiben von Mathematik charakteristisch, dab
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man diese Aspekte bestindig wechseln muB und unter Umstinden mehrere Aspekte

gleichzeitig im Auge behalten mu8.

Im Mathematikunterricht wurde der Variablenbegriff allerdings stets gewissen Reduk-
tionen unterworfen. Wenn man einmal davon absieht, dafl der Kalkiilaspekt im Alge-
braunterricht der Schule immer eine grofie Rolle gespielt hat, wurde vor der in den sech-
ziger Jahren stattfindenden Reform durch die ,,Neue Mathematik® vor allem der Gegen-
standsaspekt betont. Variable wurden damals je nach Kontext als ,,allgemeine Zahlen“
oder ,unbekannte Zahlen“ bezeichnet. Nach der Reform wurde der Gegenstandsa-
spekt vom Einsetzungsaspekt verdrangt. Statt ,allgemeine Zahl“ oder ,,unbekannte
Zahl“ mufite man jetzt ,Platzhalter® oder , Variable“ sagen, Gleichungen wurden als
sAussageformen® aufgefat. Sowohl der traditionelle Weg als auch der Weg der ,,Neuen
Mathematik“ stellen reduktionistische Verengungen dar, die dem tatsachlichen Ge-
brauch von Variablen in der Mathematik nicht gerecht werden. Im tatsichlichen Ge-

brauch kommen namlich alle angefihrten Sichtweisen vor.

Einfliisse der Aspekte auf die Gleichungslehre

Wie sehr sich die Hervorhebung eines der genannten Aspekte auf den Unterricht in
elementarer Algebra auswirken kann, mdchte ich anhand der folgenden Textaufgabe

illustrieren:

Welche Zahl ergibt um 1 vermehrt und anschlieBend verdoppelt 87

Soferne diese Aufgabe mittels einer Gleichung gelost wird, wird das, was auf das Papier

geschrieben wird, im allgemeinen so aussehen:

2z+1) = 8
z+1 = 4
z = 3

Was man sich dabei denkt oder was man dazu spricht, kann jedoch ganz Unterschied-
liches sein. Ich stelle im folgenden drei mégliche Gedankengénge vor, die sich darin

unterscheiden, dafl jeweils einer der drei Variablenaspekte besonders betont wird. In
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der Praxis laufen diese Gedankengange vielleicht nicht immer so ausfiihrlich und viel
leicht auch miteinander vermischt ab, sie sollen jedoch im folgenden deutlich einander

gegeniibergestellt werden.

Erster Gedankengang (Betonung des Gegenstandsaspekts, Losen durch inhaltliche
Uberlegungen):

Ich penne die gesuchte Zahl z. Fiir diese muf gelten:
2z+1)=8
Da das Doppelte der Zahl =z + 1 gleich 8 ist, ist:
z+1=4
Die Zahl z um 1 vermehrt ergibt 4. Somit ist:

z=3

Zweiter Gedankengang (Betonung des Einsetzungsaspekts):

Die gesuchte Zahl muf} die folgende Aussageform durch Einsetzung in den Platz-
halter z in eine wahre Aussage iiberfiihren:

2(z+1)=38

Diese Aussageform ist dquivalent zur folgenden Aussageform, d.h. hat dieselbe
Losungsmenge wie diese:

r+1=4

Diese Aussageform ist iquivalent zur Aussageform:
z=3
Die Losungsmenge dieser Aussageform kann man aber unmittelbar ablesen:

L ={3}
Somit ist 3 die gesuchte Zahl.

Dritter Gedankengang (Betonung des Kalkilaspekts, Losen mit Hilfe von Regeln):

Die gesuchte Zahl ¢ muB der folgenden Gleichung geniigen:




51

Ich forme diese Gleichung durch Anwendung von Regeln um. Zunichst wende
ich die Regel an: ,Man darf beide Seiten einer Gleichung durch dieselbe von null
verschiedene Zahl dividieren“. Ich erhalte:

z4+1=4

Nun wende ich die Regel an: ,Man darf auf beiden Seiten einer Gleichung dieselbe
Zahl subtrahieren®. Ich erhalte:
z=3

Somit ist 3 die gesuchte Zahl.

In keinem dieser drei Gedankengange wird ubrigens alles gesagt, was man sich tatsach-
lich denkt. Was fehlt, ist jedenfalls die heuristische Strategie, die man anwendet, um
die Variable z zu isolieren. Es wird nicht ndher erliutert, warum man bei jedem
Schritt gerade zu einer bestimmten Aussage tibergeht bzw. eine bestimmte dquivalente

Aussageform auswahlt bzw. eine bestimmte Regel anwendet.

Vergleicht man die drei Gedankenginge miteinander, so ist wohl nicht zu bestreiten,
daB der erste der einfachste ist. Er ergibt sich zwanglos aus dem vertrauten Zahlen-
rechnen und man braucht fiir ihn keine speziellen Vorkenntnisse. Man braucht we-
der die Kenntnis spezieller Begriffe (wie ,,Platzhalter®, ,,Aussé,geform“, ,,Aquivalenz“,

»Losungsmenge® usw.) noch spezieller Regeln.

Vom Standpunkt der Begrindung des Gleichungsrechnens aus betrachtet ist der er-
ste Gedankengang unverzichtbar, weil man bei der Begriindung der beiden anderen
Gedankenginge letztlich auf den ersten Gedankengang zuriickgreifen muB (vgl. dazu
WOLFF 1972). Betrachten wir zur Illustration den I"Jberga.ng vonz+1=4zuz =3.
Im zweiten Gedankengang wird dieser Ubergang dadurch begriindet, daB man sagt, die

beiden Gleichungen hitten dieselbe Losungsmenge, also

{zeR|z+1=4}={zeR|z=3}

Wie aber kann man die Gleichheit dieser beiden Mengen nachweisen? Man mufl dazu
zeigen:

FirallezeR: z41=4<=>2z=3

Diese Aquiva.lenz begriindet man iiblicherweise durch eine Umformungsregel, z.B. die

Regel A4+ B=C <= A=C — Boderdie Regel A=B <= A—C =B—C. Aber
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woher hat man diese Regeln? Man kann deren Korrektheit nicht durch Einsetzen aller
méglichen Zahlenwerte fir A, B,C iberprifen. Sie stammen also letztlich aus eine
I"Iberlegung mit drei unbestimmten Zahlen A, B, C, wodurch man auf den Gegenstands-
aspekt zuriickgreift. Eine analoge Situation liegt beim dritten Gedankengang vor, wel

auch dort der Ubergang von z + 1 =4 zu ¢ = 3 durch eine Regel begriindet wird.

Objekt- und Metasprache in der Gleichungslehre

Man kann die vorhin vorgestellten drei Gedankenginge noch in einer anderen Hin-
sicht miteinander vergleichen, wenn man die Frage stellt, woriiber in thnen gesprochen v
wird. Man stellt dabei fest: im ersten Gedankengang wird iiber (bekannte und unbe-
kannte) Zahlen und deren Beziehungen zueinander gesprochen. In den anderen beiden
Gedankengéngen wird vorwiegend tiber Gleichungen und deren Beziehungen zueinan-
der gesprochen. Z.B. wird festgestellt, daB zwei Gleichungen dquivalent sind oder daf
eine Gleichung aus einer anderen durch Anwendung einer bestimmten Regel erhalten
werden kann. Im ersten Gedankengang sind also die Zahlen die Objekte, iiber die ge-
sprochen wird, in den anderen beiden Gedankengingen sind es die Gleichungen. Faf
man nun die Zahlen als die Objekte des Sprechens und die Gleichungen als sprachliche
Ausdriicke beziiglich dieser Objekte auf, dann kann man sagen: Im ersten Gedanken-
gang wird iiber die Objekie selbst gesprochen, in den anderen beiden Gedankengingen
jedoch Gber sprachliche Ausdricke beziiglich dieser Objekte. Beziiglich der Zahlen als
Objekte erfolgt also der erste Gedankengang in der Objektsprache, die anderen beiden

Gedankengange erfolgen in einer M etasprache.

Die Unterscheidung von Objekt- und Metasprache ist nicht nur beim Lésen einer Glei
chung von Bedeutung, sondern schon bei der Formulierung einer Aufgabenstellung.
Einunddieselbe Aufgabe kann objektsprachlich oder metasprachlich formuliert werden.

Im ersten Fall wird eine Aufgabe fiber Zahlen, im zweiten Fall eine Aufgabe iber

Gleichungen gestellt. Ich illustriere dies an zwe; Beispielen.
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Beispiel 1:

Objektsprachliche Formulierung: Fiir welche rationale Zahl z gilt
2(z+1) = 87

Metasprachliche Formulierung: Bestimme die Lésungsmenge der Gleichung
2(z 4+ 1) = 8 iiber der Grundmenge @!

Beispiel 2:

Objektsprachliche Formulierung: Bestimme eine positive reelle Zahl z so, daf
z2 42— 6 =0 gilt!
Metasprachliche Formulierung: Lose die Gleichung 22 + 2 — 6 = 0 iiber R*!

Die grofiere Einfachheit des ersten Gedankenganges gegeniiber den anderen beiden
beruht unter anderem darauf, dal Schiilern im allgemeinen ein Reden in der Objekt-
sprache vertrauter ist als ein Reden in der Metasprache, weil ihnen Zahlen vertrautere

Objekte sind als Gleichungen.

Um iiber Gleichungen und deren Beziehungen besser reden zu konnen, wurden in der
Mathematik gewisse Begriffe entwickelt, wie ,Platzhalter, ,Aussage“, ,Aussageform¥,
»Gleichung®, ,,Grundmenge“, ,,Definitionsmenge®, ,,Aquivalenzumformung “, »Losung®,
»Losungsmenge® usw. Man sollte sich jedoch dariiber im klaren sein, dafl alle diese
Begriffe der Metasprache (beztiglich Zahlen) angeh6ren. Man braucht sie nicht, um
Gleichungen zu losen, sondern um tber Gleichungen zu reden. Sie sind entbehrlich,

soferne beim Gleichungsldsen ein objektsprachlicher Weg beschritten wird.

Zusammenfassend konnen wir folgende Vorziige des ersten Gedankenganges ge-

geniiber den beiden anderen feststellen:

- er ist einfacher, bedarf keiner speziellen Erklirungen, ergibt sich zwanglos aus dem
vertrauten Zahlenrechnen und erlaubt eine Konzentration auf die eigentlichen Pro-
blemstellungen,

— er erfolgt in der Objektsprache,

- er bedarf keiner metasprachlichen Begriffe wie ,Aussageform®, ,Grundmenge®,
»Losungsmenge® usw.
- er bedarf keiner speziellen Regeln,

- er ist zur Begriindung der beiden anderen Losungswege unverzichtbar.
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Aus diesen Uberlegungen geht fiir mich ein ziemlich klarer Schlufl hervor:

Der Gegenstandsaspekt ist am Anfang des Unterrichtes in elementarer Algebra zu b

vorzugen (und damit auch die Objektsprache).

Damit soll nicht gesagt sein, daB der Einsetzungs- und Kalkiilaspekt am Anfang gam
fehlen sollen. Das wire eine unzuldssige Reduktion. Erste Ansitze des Einsetzungss
spektes konnen etwa bei Gleichungslosungen durch Erraten oder systematisches Probie-
ren (Einsetzen von Zahlen in Kastchen oder andere Leerstellen) schon friih auftauchen,
Erste Ansitze des Kalkiilaspektes konnen ebenfalls schon friih in Erscheinung treten,
wenn sich gewisse Umformungstatigkeiten zu automatisieren beginnen. Jedoch soll
ten diese beiden Aspekte am Anfang eine eher untergeordnete Rolle spielen und erst
dann voll zum Tragen kommen, wenn ein Aufsteigen zur Metasprache sinnvoller bzw.

unumgénglich wird.

Die Forderung nach einer anfanglichen Betonung der Objektsprache kann man auch
so ausdriicken: Zundchst sollte man Gleichungen gebrauchen und erst spdter tiber sie
reden; wie ja auch ein Kind die Muttersprache dadurch erlernt, daB es sie gebraucht
und nicht dadurch, dal man ihm die Grammatik erklirt. Gleichungen sollen zunéchst
dazu dienen, Zahlenbeziehungen zu beschreiben und Zahlenprobleme zu losen, erst

spater sollte man Gleichungsbeziehungen beschreiben und Gleichungsprobleme 16sen.

Wann kann nun ein Aufsteigen zur Metasprache und damit die Einfithrung gewisser

metasprachlicher Begriffe sinnvoll bzw. notwendig werden? Ich sehe hier folgende

Anlasse:

a) Einige wenige metasprachliche Begriffe sind von Anfang an praktisch, namlich die
Begriffe ,, Variable“, ,Gleichung*, »Ungleichung“ und ,Lésung®. Bei Ungleichun-

gen erweist sich auch der Begriff »Losungsmenge als praktisch. Weitere Begriffe

sind zunéchst jedoch nicht notwendig.

b) Wenn im Unterricht langere Zeit Gleichungen gelést wurden, kann eine Reflezion
erfolgen und die Frage gestellt werden: ,,Was haben wir dabei eigentlich jmmer
gemacht? . Beim Versuch, das Gleichungslésen abstrakt zu beschreiben, kann

die Einfiihrung weiterer metasprachlicher Begriffe niitzlich sein.
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¢) Moglicherweise konnen einige metasprachliche Begriffe auch niitzlich sein, wenn
das Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen algorithmiert bzw. programmiert

wird (unbedingt notwendig sind sie jedoch nicht).

d) Metasprachliche Begriffe konnen zweckméBig werden, wenn alligemeine Sdtze iiber
Gleichungen bzw. Ungleichungen angegeben oder bewiesen werden; etwa wenn
die Struktur der Losungsmenge einer linearen Gleichung oder eines linearen Glei-

chungssystems untersucht wird.

Aus dieser Aufzdhlung geht hervor, daf eine stirkere Verwendung der Metasprache —
soferne eine solche in der Schule {iberhaupt stattfinden soll — erst gegen Ende des
Unterrichts in elementarer Algebra Vorteile mit sich bringen kann (jedenfalls nicht vor
dem 8. Schuljahr). Am Anfang bringt das metasprachliche Reden — abgesehen von
den unter a) genannten Begriffen — so gut wie nichts. Auch spéaterhin pladiere ich fir

eine méglichst sparsame Verwendung metasprachlicher Begriffe.

Ganz verzichten kann man auf einige dieser Begriffe allerdings nicht, z.B. auf die
Begriffe ,,Gleichung®, ,Losung®, ,Losungsmenge“. Das hiefle, das Kind mit dem
Bade auszuschiitten. Eine Beschrinkung auf die Objektsprache wirde in manchen
Fallen das Sprechen erschweren und die schlielich auch erforderliche Entwicklung des

Einsetzungs- und Kalkiilaspekts behindern.

2.2 Zum Sinn von Termen und Formeln

Die anfangliche Betonung des Gegenstandsaspektes von Variablen und der Objektspra-
che zeichnen ziemlich klatr den Weg vor, auf dem ein erstes Umgehen mit Variablen,
Termen und Formeln erlernt werden sollte. Im Vordergrund sollte nicht ein innerma-
thematischer Umformungskalkiil stehen, sondern Variable sollten in bedeutungsvollen
Sachsituationen eingefiihrt werden. Bevor mit den Variablen ,gerechnet® wird, sollte
dem Aufstellen und Interpretieren von Termen bzw. Formeln in Sachsitua-
tionen mehr Augenmerk gewidmet werden. So einsichtig ein solcher Einstieg auch

erscheinen mag, er kommt im derzeitigen Algebraunterricht kaum vor. Wenn man
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pamlich einen solchen Einstieg ernst nimmt, bedeutet dies vor allem, viele geeignets
Aufgaben zum Aufstellen und Interpretieren von Formeln zu stellen (Aufgaben diese;

Art findet man nur selten in Schulbiichern).

Dabei darf jedoch das Aufstellen und Interpretieren von Formeln nicht zu einem sing
losen Selbstzweck ausarten (wie es derzeit haufig mit dem Umformen geschieht). Aud
wenn man in der Unterrichtspraxis nicht bei jeder Aufgabe zum Aufstellen bzw. In-
terpretieren einer Formel nach deren Sinn fragen kann, mufl die Sinnfrage insgesami

ernst genommen werden.

Es ist auch keineswegs so, da Sinnfragen fiir Schiler sekundéar sind; im Gegentel,
sie konnen ihnen ernsthafte Schwierigkeiten bereiten. Dies ist mir im Rahmen eines

Interviews sehr klar geworden, in dem es um die folgende Aufgabe ging:

In einem Stall sind H Hasen und G Ginse. Es sind um 4 Hasen mehr als Ganse.
Driicke dies durch eine Gleichung in H und G aus!

Einige Schiller meinten nach dem Interview, da die Gleichung H = G +4 ganz sinnles
sel. Warum kann der Bauer, dem die Hasen und Gianse gehoren, nicht gleich sagen,
daB er 13 Génse und 17 Hasen im Stall hat? Diese Schiiler haben offensichtlich nicht
verstanden, daB man bei unbekannten Zahlenwerten von H und G immerhin noch eine
Relation zwischen H und G angeben kann. Allerdings: Welchen Sinn hat es, diest

Relation anzugeben? Der Sinn geht zumindest aus der Aufgabe selbst nicht hervor.

Ein Ziel des Algebraunterrichts sollte also darin bestehen, daB Schiiler das ,Formel
aufstellen® als eine sinnvolle und grundlegende mathematische Tatigkeit erkennen,
die nicht weniger sinnvoll bzw. grundlegend ist als ,Rechnen® (oder vielleicht sogar
»Schreiben® und nLesen“). Diese Einsicht kann bis zu einem gewissen Grad durch die
sorgfaltige Auswahl von Aufgaben erreicht werden, die’Schiilern eine Chance geben,
selbst einen Sinn zu entdecken. Dies kann noch dadurch verstarkt werden, daB der Let-
rer im Anschluff an geeignete Aufgaben die Schiiler zu Reflexionen iiber den Sinn def
jeweiligen Aufgabe anregt, indem er 2.B. fragt: Welchen Sinn, welchen Zweck, welchea

Vorteil, welchen Nutzen bringt das Aufstellen einer Formel im Rahmen der gestellten
Aufgabe mit sich?
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Im folgenden seien einige naheliegende Antworten auf die Frage nach dem Sinn von

Formeln angefithrt (natiirlich ohne Anspruch auf Vollstindigkeit). Ich illustriere die

einzelnen Antworten durch Aufgaben, die hauptséchlich als Anregungen dafiir gedacht

sind, sich bei der Konstruktion von Aufgaben starker an Sinnfragen zu orientieren. Alle

im folgenden angefiihrten Gedanken zu erfassen, wird fiir viele Schiller wahrscheinlich

ein zu hochgestecktes Lernziel darstellen. Uber das eine oder andere kann man jedoch

bei passenden Gelegenheiten (also nicht systematisch) sprechen.

a)

b)

Mit Termen bzw. Formeln kann man innermathematische Prozesse und Ge-

setzmdfigkeiten allgemein beschreiben.

Insbesondere kann man Rechengdnge allgemein beschreiben. Traditionelle ,Rechen-
aufgaben lassen sich durch geringfigige Modifikationen zu solchen , Beschreibungs-
aufgaben® umgestalten. Zwei Beispiele:

1  a) Berechne moglichst geschickt: 372 ~ 91 —9
b) Beschreibe den Rechengang mit Variablen!

2 a) Berechne 917 — 239 + 576 — 188 zuerst in der angegebenen Reihen-
folge, dann auf eine andere Art, wobei nur einmal subtrahiert wird!

b) Gib eine Formel mit den Buchstaben u,v, w,z an, die die Gleichheit
der beiden Arten der Rechnung beschreibt!

Mit Termen bzw. Formeln kann man auflermathematische Sachverhalte allge-

mein beschreiben, d.h. Modelle fir auflermathematische Situationen entwerfen.

Eine Formel kann als eine abstrakte Beschreibung einer Situation und somit als
ein (einfaches) Modell der jeweiligen Situation angesehen werden. Durch die For-
mel kénnen in dem Modell Rechenginge und Beziehungen beschrieben werden,
ohne immer auf die konkreten Zahlenwerte oder speziellen Gegebenheiten der Si-
tuation zurfickgreifen zu miissen. Durch die Auffassung einer Formel als Modell
kann man liber Formeln vieles sagen, was sich allgemein iiber Modelle sagen 138t,
etwa: Eine Formel beschreibt in der Regel eine Situation nur ndherungs- und aus-
schnittsweise. Bestimmte Gesichtspunkte konnen hervorgehoben — werden,

andere kénnen verloren gehen. Wird beispielsweise die Pension W einer Witwe
aus der Pension M des verstorbenen Ehemannes durch die Formel W = 0,6 - M

berechnet, so wird eine Berechnungsvorschrift (Beziehung) hervorgehoben, jedoch



{iber die sonstigen (finanziellen) Begleitumstéinde der Witwe nichts ausg

diese fiir die vorliegende Pensionsberechnung nicht wichtig sind.

Ein Formelmodell ist besonders dann hilfreich, wenn die zugrundeliegenc
tion viele Einzelfille umfaBt. So ist etwa die Formel W = 0,6-M auf alle

innerhalb eines bestimmten Bereichs anwendbar. Ein Formelmodell kan:

auch dann niitzlich sein, wenn die zugrundeliegende Situation nur au
: einzigen Fall besteht (etwa aus einem unwiederholbaren Vorkommnis).
| die Formel kann namlich die Aufmerksamkeit auf den ,allgemeinen Geh:
besonderen Situation gelenkt werden. So kann etwa von den konkreten
der vorkommenden Grofien abgesehen und der Blick auf deren Zusamme
gelenkt werden. Man tut dabei so, als ob es weitere Anwendungsfille der
gabe (fiktive Anwendungsfille). Es kommt {ibrigens gar nicht selten
man hinterher weitere Anwendungsfalle entdeckt. Betrachten wir als I
nochmals die Formel W = 0,6 - M. Auch wenn diese Formel nur auf Frau
zutreffen wiirde, wire es sinnvoll, sie aufzustellen, weil dadurch besser ersi
wird, wie die Pension von Frau Meier mit der Pension ihres verstorbene

mannes zusammenhangt. Dabei wird so getan, als ob es weitere Witwen

auf die diese Formel zutrifft.

So wie man allgemein mit einem Modell nicht nur eine Situation, sondern
rere Situationen erfassen kann, kann man auch mit einer Formel versch
Situationen allgemein beschreiben. Z.B. kann man mit der Formel y=a-

Situationen beschreiben, die auf einer direkten Proportionalitat beruhen. |
Beispiele (vgl. WINTER 1980):

y a X

Pension der Witwe | Anteil der Witwenpension

Pension d. Mannes
Gesamtpreis

Kilopreis Warenmenge

Umrechnungsfaktor (= §) Reaumurgrade

Celsiusgrade

......

Beschreibt man jede dieser Situationen durch eine eigene Formel mit kon

abhéngigen Variablen, 2.B. W = ¢. M,G=p.m, C=2%.R usw., so kan
b 4 bl
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Formel y = a - = als gemeinsame ,Superformel aller dieser Formeln (bzw. ge-
meinsames ,Supermodell® aller dieser Modelle) angesehen werden. Durch diese
Betrachtungsweise lassen sich weitere Vorteile von Formeln erkennen, etwa: For-
meln erlauben die Klassifikation von Modellen (nach Formeltypen), die Entwick-
lung allgemeiner Theorien und damit die Ubertragung von Begriffen, Verfahren,
Strategien von einem Modell auf andere Modelle sowie eine Okonomisierung des

Denkaufwandes, die Entdeckung bzw. Schaffung neuer Problembereiche usw.

Es ist méglich, den Gesichtspunkt der ,,Superformel“ im Unterricht durch geeig-

nete Aufgabenstellungen anzusprechen, z.B.:

3 a) Fiir eine Taxifahrt sind eine Grundgebiihr von G Schilling und fiir
jeden (angefangenen) Kilometer p Schilling zu bezahlen. Stelle eine
Formel fiir den Gesamtpreis P auf, wenn z Kilometer gefahren wer-
den!

b) Fir ein Telefon hat man in einem Gebithrenzeitraum eine Grund-
gebilhr von H Schilling und fiir jede verbrauchte Gebiihreneinheit
¢ Schilling zu bezahlen. Stelle eine Formel fir die gesamte Tele-
fonrechnung 7' in diesem Gebiihrenzeitraum auf, wenn y Gebiihren-
einheiten verbraucht werden!

¢) Was ist den Situationen in a) und b) gemeinsam? Beschreibe die
Gemeinsamkeit mittels einer Formel!

Mit Termen bzw. Formeln kann man eine Sitvation explorieren und damit allge-

metne Einsichten in eine besondere Situation erhalten.

Wie Modelle im allgemeinen besitzen auch Formeln eine abbildende und eine
ezplorative Funktion (im Sinne von JAHNKE/OTTE 1979; siehe dazu auch FI-
SCHER/MALLE 1985). Im allgemeinen sind Formeln ein wirksames Mittel, eine
Situation zu erforschen und mehr Einblicke in diese zu erlangen. Meines Erach-
tens sollte gerade diesem Punkt im Unterricht besonderes Augenmerk gewidmet
werden. Da dieser Punkt jedoch schon im Abschnitt 1.2 durch ein Beispiel illu-

striert wurde, verzichte ich hier auf die Angabe weiterer Beispiele.
Mit Termen bzw. Formeln kann man abstrakte Problemlésungen planen und Pro-
bleme allgemein losen.

Mit Formeln kann man nicht nur Einzelprobleme, sondern gleich alle Probleme

einer gewissen Problemklasse 16sen. Einige Beispiele sind im folgenden angefiihrt.



4 Man kann zum Preis a einer Ware zuerst p % Umsatzstener addieren
und von der Summe g % Skonto abziechen oder man kann zuerst vom
Warenpreis ¢ % Skonto abziehen und von der Differenz p % Umsatz-
steuer berechnen und dazuzihlen. Welche Art der Berechnung ist a) fir
den Kunden, b) fiir den Geschaftsmann und ¢) fiir den Staat giinstiger?

Lésung: Der Kunde zahlt bei der ersten Berechnungsart an den Geschifts-

mann
P 4 et 2.
(@+ 1559~ 150@+ 705 "9
und bei der zweiten Berechnungsart
q P gL
(e- 7559+ 1060~ 100" @
Durch Anwenden von Rechenregeln kann man beide Ausdriicke auf die
Form
p q
o+ 7590 (1~ Tog

bringen, woraus man erkennt, daf es fiir den Kunden egal ist, in welcher
Reihenfolge die Berechnung durchgefiihrt wird. Die vom Geschiftsmann
an den Staat abzuliefernde Umsatzsteuer ist im ersten Fall
P
100 *

und im zweiten Fall »

q
106 (@~ 100" @
Daraus erkennt man, daf die erste Berechnungsart fiir den Geschifts-
mann ungiinstiger, aber fiir den Staat giinstiger ist.

5 (nach SCHOENFELD/ARCAVI 1988): Es gibt Paare von zweistelligen
Zahlen, deren Produkt unverdndert bleibt, wenn man bei beiden Zahlen
die Ziffern vertauscht, z.B.:

39-62=93-26

Gib weitere Zahlen dieser Art an!

Lésung: Einige Zahlen dieser Art sind leicht zu finden, z.B.:
17-711=71-17

Allerdings sind diese Beispiele trivial, da sich die beiden Zahlen nur in
der Reihenfolge der Ziffern unterscheiden. Nichttriviale Beispiele sind
schwerer zu finden. Durch unsystematisches Probieren hat man we-
nig Chancen, systematisches Durchgehen aller méglichen Kombinatio- ™
nen zweistelliger Zahlen ist aufwendig. Das Problem ist jedoch einfach
18sbar, wenn man Variable einfiihrt. Erste Zahl: Zehnerstelle a, Einer-
stelle b. Zweite Zahl: Zehnerstelle u, Einerstelle v. Dann mu8 gelten:

(10a + b) - (2104 + v) = (106 + ) - (10v + u)
Dies 148t sich vereinfachen zu: ¢-u = b- v

Anhand dieser Formel kdnnen weitere nichttriviale Zahlenpaare leicht
gefunden werden, z.B.

42-36 = 24-.63
32:69 = 23.906
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6 (Fortsetzung von Aufgabe 5): Beantworte anhand der Formel:
a) Gibt es ein nichttriviales Zahlenpaar, bei dem die Zehnerziffern oder
die Finerziffern einander gleich sind?
b) Gibt es ein Zahlenpaar, bei dem beide Zehnerziffern gréfler als 5
und beide Einerziffern kleiner als 5 sind?
¢) Wie viele Zahlenpaare gibt es, bei denen die eine Zahl die Zehner-
ziffer 8 und die andere die Zehnerziffer 9 hat?

7 (nach BLUM/KIRSCH 1989): Ein Blatt Papier ist in Streifen einge-
teilt. Mehrere Streifen sollen jeweils zu einer schwarz gefirbten Ko-
lumne zusammengefait werden. Alle Kolumnen sollen gleich breit sein
und zwischen zwei Kolumnen soll jeweils ein Leerstreifen verbleiben. In
der folgenden Figur sind einige Méglichkeiten fiir 11 Streifen angegeben.
Gib weitere Méglichkeiten, auch fiir grofiere Streifenanzahlen, an!

N N
NRRY \§ N
&§\ x\s
NS NN
N N N
N N
\\
N
= = Fig. 8

Lésung: Ein Durchprobieren fiir konkrete Streifenanzahlen ist mihsam.
Leichter geht es, wenn man Variable einfiihrt. Bezeichnen wir die Anzahl
der Streifen mit n, die Anzahl der Kolumnen mit k und die Breite einer
Kolumne, d.h. die Anzahl der in ihr enthaltenen Streifen, mit b, dann
gilt (wir denken uns einen zusitzlichen Leerstreifen am rechten Rand):

‘n4+l=k-(b+1)
Daraus lassen sich leicht weitere Moglichkeiten ermitteln, z.B.:

n=35, k=6, b=5

8 (Fortsetzung von Aufgabe 7): Beantworte anhand der Formel:
a) Gibt es eine Losung mit gerader Streifenanzahl und gerader Kolum-
nenanzahl?
b) Gibt es eine Losung mit gerader Streifenanzahl und ungerader Ko-
lumnenbreite?
¢) Wie viele Losungen gibt es fiir 35 Streifen?
d) Gibt es eine Streifenanzahl, die nur eine Lésung gestattet?

Selbst wenn man nur ein Einzelproblem 1dsen will, kann es von Vorteil sein, das

Problem zu verallgemeinern — etwa indem man an die Stelle konkreter Zahlen
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Variablen setzt — und sich damit mit einer ganzen Problemklasse besc
Der Blick wird dadurch auf den ,,allggpgggg Gehalt* des Problems gele;
von zufalligen Eigenschaften des Einzelproblems abgezogen. Man tut dabe

ob es weitere Probleme derselben Art gabe (fiktive Elemente der Problem

Man kann sogar noch einen Schritt weitergehen und behaupten, daB es zur
eines Einzelproblems mehr oder weniger immer ndtig ist, dieses bis zu ein
wissen Grade zu verallgemeinern. Denn wenn die Losungsaktivitdten nich
und zufallig sein sollen, mufl man sich vorher einen Lésungsplan (Lésun,
zurechtlegen, etwa einen Rechengang iiberlegen. Dieser Losungsplan mu
gedrungen abstrakt (allgemein) sein, weil ja die einzelnen Aktivititen (B
nungen) noch nicht ausgefiihrt werden. Als Beispiel konnen wir nochm:
Berechnung der Witwenpension heranziehen: Auch wenn man die Pensic
fir Frau Meier berechnen will, mu8 man die allgemeine Beziehung W = 0,
bereits kennen oder sich vorher iiberlegt haben, weil man sonst nicht weif
man rechnen soll. Man muB freilich diese Beziehung nicht unbedingt als F
mit Hilfe von Buchstaben anschreiben, man kann sie sich auch verbal oder «
wie vergegenwartigen. Falls es sich jedoch um das Planen von Recheng:

handelt, sind Formeln in vielen Fillen ein besonders niitzliches Planungsin

‘ment. Die folgende Aufgabe soll dies illustrieren.

9 (vgl. BURGER/MALLE/WINTER 1986) Uberlege, wie man den Fliche
inhalt der folgenden Figur berechnen kann! Es sind keine Zahlen gege-
ben. Fithre selbst fiir einige Streckenlingen Buchstaben ein und stelle
eine Formel fiir die Berechnung des Flicheninhaltes auf!

a) b) c)

Fig. 9
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Besonders hervorgehoben sei, daf die Verwendung von Variablen ein hypotheti-

sches Arbeiten erlaubt. Damit ist gemeint, daB man mit Variablen Beziehungen

auch iber Zahlen anschreiben kann, die man nicht oder noch nicht kennt. Dies

ist wichtig fiir ,indirekte Problemldsungen®, bei denen eine gesuchte Gréfe nicht
nndirexte,

e e,

direkt, sondern auf Umwegen berechnet wird. Ein typisches Beispiel dafiir ist die

Losung einer Textaufgabe mittels Gleichungsansatz:

10 Eine Ware wird fiir 529,80 DM verkauft. Wie hoch ist der Preis der
Ware ohne Mehrwertsteuer bei einem Steuersatz von 20 %?

Lésung: Bezeichnet man den unbekannten Ausgangspreis mit A, dann
gilt:

529,80

529,80

529,80:1,2 = 441,50

A+0,2
1,2

B b
o

Damit ist A bekannt.

Bei manchen indirekten Beweisen wird sogar noch um einen Schritt weitergegan-
gen. Mit Hilfe von Variablen werden Objekte bezeichnet, von denen schliefilich

nachgewiesen wird, daf sie gar nicht existieren.

Die Verwendung von Variablen erweltert unsere Problemléseféhigkeit auch da-

durch, da8 Variable es errnoghchen, sich von Beschrankthe1ten der Anschauung

zu 16sen und damit Vorstellungsberezche zu tberschreiten. Soll etwa der Flachen-

e e A e

inhalt eines Rechtecks mit den Seitenlingen 3 und 2 berechnet werden, so kann
man sich drei Reihen zu je zwei Einheitsquadraten vorstellen. Diese Vorstellung
versagt jedoch bei den Seitenlingen 17536 und 248915. Bis zu einem gewissen
Grad kann man jedoch die Situation mit einem ,,Trick® retten: Man bezeichnet
die Seitenlingen mit ¢ und & ; auch wenn a und b in Wirklichkeit grofle Zahlen
sind, kann man sich darunter kleine Zahlen (etwa 2 und 3) vorstellen. Statt mit
groBen oder lastigen Zahlen zu hantieren, ist es vielfach zweckmaBiger, diese mit
Buchstaben zu bezeichnen und mit den Buchstaben weiterzuhantieren. In Inter-
views mit Kindern konnten wir manchmal beobachten, daB Kinder den Ubergang
von kleinen zu grofien Zahlen vermieden und stattdessen ganz spontan Variable

eintihrten. Sie verhielten sich so, als ob sie zadhlen wiirden: 1,2,3,4,5,... ,a,..



64

)

D

Mit Termen bzw. Formeln kann man allgemeingiiltige Argumentationen (Begrix.

dungen, Beweise) fihren.

Mit Variablen kann man eine Behauptung auch dann beweisen, wenn man se
nicht an jedem einzelnen Element des Bereiches, auf den sich die Behauptung
bezieht, iiberpriifen kann.

11 Beweise, daB das Quadrat einer von 1 verschiedenen natiirlichen Zahl
um 1 grofBer ist als das Produkt ihrer benachbarten Zahlen!

Lésung: Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n > 1 gilt:
(n-1)-(n+1)=n*-1

Im Beweis der letzten Aufgabe beruft man sich implizit auf eine allgemeine Regel,

némlich (A — B)-(A+ B) = A?— B?, zu deren Formulierung wiederum Variable

' notwendig sind. Mathematische Beweise laufen fast immer so, daf Spezielle

f)

res durch Allgemeineres begriindet wird, wobei dieses Allgemeinere zumindest
im Rahmen des betreffenden Beweises nicht weiter hinterfragt wird. Um dieses
Aligemeinere zu formulieren und die Zusammenhénge mit dem Spezielleren zu

erkennen, sind Variable hilfreich.

Mit Termen bzw. Formeln kann man Wissen (insbesondere Rechenginge und
Beziehungen) dbermitteln und dadurch dber Situationen auf einer abstrakten bzw.

allgemeinen Ebene kommunizieren.

Diese Kommunikation kann mit einem Menschen oder einer Maschine erfolgen.
Man kann auch mit sich selbst kommunizieren. Die folgende Aufgabe illustriert
die Verwendung von Variablen zur Kommunikation mit einer Maschine:

12 Ein Computer kann Zahlen a,b,¢c,... einlesen und daraus neue Zah-
len mit Hilfe von Formeln berechnen. Will man etwa den Flichenin-
halt eines Rechtecks aus dessen Seitenldngen berechnen, muff man dem
Computer Anweisungen der folgenden Art geben:

LIES a,b
BERECHNE A=aq-b

Die erste Zeile bedeutet, da8 der Computer die eingetippten Zahlen
a,b einliest (2.B. ¢ = 12,b = 8). Die zweite Zeile bedeutet, dafl er
da.Lraus den Flicheninhalt A = 4 . b berechnet (A =128 = 96).
Gib entsprechende Anweisungen zur Berechnung a) des Umfanges ei-
nes Rechtecks, b) des Flicheninhaltes eines Trapezes, c) des Flichen-
inhaltes einer selbstgewshlten komplizierteren Figur an!
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2.3 Unterrichtsvorschlage zur Einfithrung von

Variablen im 5. bzw. 6. Schuljahr

Man kann einige I"J'berlegungen in den Abschnitten 2.1 und 2.2 kurz zu folgenden For-

derungen an den Unterricht aus elementarer Algebra zusammenfassen:

Anfangliche Betonung des Gegenstandsaspektes (jedoch auch gelegentliche Beriick-
sichtigung anderer Aspekte),

Anfangliche Betonung der Objektsprache,

Einfiithrung von Variablen in sinnvollen Sachsituationen; anfingliche Betonung des
Aufstellens und Interpretierens von Formeln unter Hintanhaltung des Umformungs-
kalkils,

Beachtung des Sinns von Formeln (abstraktes Beschreiben von Rechengangen und
RechengesetzmaBigkeiten, Modellerstellen, Explorieren, Problemlésen bzw. Pro-

blemplanen, Argumentieren, Kommunizieren).

Die folgenden Unterrichtsbeispiele sollen diese Punkte illustrieren.

Beispiel 1: Zahlentricks (vgl. SAWYER 1963, ROBERTS et al. 1989)

In diesem Beispiel geht es um eine allererste Einfilhrung von Variablen, die zum all-

gemeinen Begriinden eingesetzt werden. Dabei werden einfache Terme angeschrieben,

aber noch keine Gleichungen. Das Beispiel ist so einfach, da es auch in der Grund-

schule behandelt werden kénnte.

1  Denk dir eine Zahl! Addiere 3! Verdopple das Ergebnis! Subtrahiere 4!
Dividiere das Ergebnis durch 2! Subtrahiere die urspriinglich gedachte Zahl!
Welche Zahl erhéltst du?

Wird diese Aufgabe der ganzen Klasse gestellt, wird sie wahrscheinlich Verwunderung

hervorrufen, da jeder Schiiler das Ergebnis 1 erhélt. Zur Aufklirung des Sachverhaltes

kann der Lehrer folgendermafen vorgehen: Wir denken uns die von einem Schiiler

gedachte (unbekannte) Zahl durch ein Sickchen dargestellt, das eine unbekannte Anzahl
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von Kugeln enthalt:

g) = gedachte Zahl

Statt des Sickchens kann auch ein anderes Symbol verwendet werden, z.B. O, O oder

ihnliches. Der Ablauf der Rechenoperationen kann dann so dargestellt werden:

Denk dir eine Zahl 6

Addiere 3! Qooo
Verdopple das Ergebnis! 66 000000
Subtrahiere 4! 66 oo
Dividiere das Ergebnis durch 2! 60
Subtrahiere die urspriinglich gedachte Zahl! 0o

2 Ein Schiiler hat sich folgenden Zahlentrick ausgedacht: Denk dir eine Zahl!
Addiere 1! Verdreifache das Ergebnis! Subtrahiere die urspriinglich ge-
dachte Zahl! Du erhalist 3.

Stimmt das wirklich? Uberpriife an einigen Zahlen! Falls es nicht stimmt,
dndere die letzte Rechenanweisung so ab, dafl man fiir jede Ausgangszahl
das Ergebnis 3 erhélt! Begriinde mit Sickchen und Kugeln!

3 Ein Zahlentrick mit grofen Zahlen: Denk dir eine Zahl! Addiere 15! Mul-
tipliziere mit 4! Subtrahiere 16! Multipliziere mit 25! Subtrahiere 500! Di-

vidiere durch 100! Subtrahiere die urspriinglich gedachte Zahl! Du erhltst
6. Begriinde!

Bei der Durchfilhrung der Aufgabe 3 zeigt sich, daB eivne Begriindung mit Séckchen
und Kugeln auf die bisherige Art nicht mdglich ist, weil man etwa in der fiinften Zeile
100 Sackchen und 1100 Kugeln zeichnen miifte. Es ist einfacher, dafiir 100 - 6 +1100
zu schreiben. Wen diese Schreibweise stort, der kann hier schon anstelle des Sackchens
einen Buchstaben, etwa z, fiir die unbekannte gedachte Zahl verwenden und 100 -z +

1100 schreiben. Wir machen dies etwas spiter und schreiben zunichst:
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Denk dir eine Zahl! 6

Addiere 15! 6 + 15
Multipliziere mit 4! 4 . 6 + 60
Subtrahiere 16! 4 . 6 + 44
Multipliziere mit 25! 100 - 6 + 1100
Subtrahiere 500! 100 - 6 + 600
Dividiere durch 100! O +6
Subtrahiere die urspriinglich gedachte Zahl! 6

Schreibt man jetzt z statt 6 (nach SAWYER braucht man von 6 nur oben und unten

etwas wegzuldschen), erhalt man die iibliche algebraische Schreibweise.

4  Ein Schiiler denkt sich eine Zahl z (die wir nicht kennen) und fihrt da-
mit folgenden Zahlentrick aus: Verdopple z! Addiere 1! Verdreifache das
Ergebnis! Subtrahiere das Sechsfache von z! Welches Ergebnis erhilt der
Schiiler? Begriinde!

5  Begriinde den folgenden Zahlentrick, indem du die gedachte Zahl mit 2
bezeichnest!

Denk dir eine Zahl! Addiere 1! Verdopple! Subtrahiere vom Ergebnis eine
Zahl, die um 1 gréfier ist als die urspriinglich gedachte Zahl! Du erhaltst
die Zahl, die du gerade subtrahiert hast.

Beispiel 2: Fahrt mit dem Eurocity (vgl. BURGER/MALLE/WINTER 1986)

Auch dieses Beispiel ist zu einer ersten Einfithrung von Variablen geeignet. Ausgangs-
punkt ist eine einfache Formel (Gleichung), mit der verschiedene Tatigkeiten durch-

gefithrt werden und die variiert wird.

1 Fiir eine Fahrt mit einem FEurocityzug hat man neben dem Fahrkartenpreis
noch einen Zuschlag zu bezahlen. Der gesamte Fahrpreis setzt sich also aus
dem Kartenpreis und dem Zuschlag zusammen.

a) Wie grof ist der gesamte Fahrpreis, wenn die Karte 28 DM kostet und
5 DM Zuschlag zu bezahlen sind?

b) Stelle eine Formel fiir den gesamten Fahrpreis auf!

Bei dieser Aufgabe sollte der Lehrer den Schiilern zunéchst genligend Zeit geben und
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. ihre Vorschlage sammeln. Mogliche Vorschlage sind etwa:

Gesamter Fahrpreis: Fahrkarte + Zuschlag
Fahrpreis = Kartenpreis + Zuschlag

Fpr. = Kpr. + Zus.

F=K+ 72

Dabei kénnen auch phantasievolle ,,Privatnotationen® herauskommen, auf die der Leb-
rer eingehen sollte und die er mit jenen Vorschlagen kontrastieren sollte, die der off-
ziellen Notation besser entsprechen. Erste Korrekturen der Schiilervorschlige konnen
hier darin bestehen, herauszuarbeiten, daf§ die Abkiirzungen bzw. Buchstaben Zahlen
(Preise) und nicht Objekte bedeuten. So ist etwa die Bezeichnung ,Kartenpreis® der

Bezeichnung ,Karte“ vorzuziehen.

Da sich die Schreibweise F = K + Z durch besondere Ubersichtlichkeit auszeichnet,
arbeiten wir mit dieser weiter (was aber nicht unbedingt sein muf). Zunachst sol
die Vorstellung betont werden, da man fiir die Buchstaben Zahlen einsetzen kann.

Anschlieflend sollen Visualisierungen erarbeitet werden.

2 a) Berechne F mit Hilfe der aufgestellten Formel fir X = 16 DM und
- Z=5DM!

b) Nimm Z = 5DM an und berechne F fiir verschiedene, selbst gewéhite
Kartenpreise K! Lege eine Tabelle an!

3 Stelle die Gleichung F' = K + Z durch eine Zeichnung dar!
Mdéygliche Lésungen:

F F

—

— K z

Fig. 10 Fig. 11

Da die Darstellungen in den Figuren 10 und 11 (Strecken- bzw. Rechtecksdarstellung)
besonders tibersichtlich sind, arbeiten wir mit diesen weiter. Es kénnen aber im folger

den auch andere Darstellungen benutzt werden. Keine Darstellung sollte den Schillera
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als Zwangsjacke iibergestiilpt werden. Sie sollten ihren persdnlichen Neigungen folgen

und selbst herausfinden, dafl einige Darstellungen zweckmiBiger sind als andere.

Die Formel F = K + Z kann in vielfaltiger Weise variiert werden:

4  a) Meist ist der Kartenpreis hoher als der Zuschlag. Das kdnnen wir so
ausdriicken: K > Z (K ist gréBer als Z). Meist ist sogar K > 2+ Z.
Driicke das in Worten aus!

b) Wie kann man kurz anschreiben, daB der Kartenpreis grofler als der
dreifache Zuschlag ist?

¢) Was la8it sich iber den Fahrpreis anschreiben, wenn der Kartenpreis
zufillig finfmal so groB ist wie der Zuschlag?

5 a) Lost man die Zuschlagkarte nicht am Bahnhofsschalter, sondern erst im
Zug, hat man 1 DM mehr als Z zu bezahlen. Wie lautet in diesem Fall
die Formel fiir F'? Stelle diese Formel durch eine Zeichnung dar!

b) Bezeichnet man den Zuschlagpreis am Bahnhofsschalter mit Z und den
Zuschlagpreis im Zug mit Z’, wie hingt dann Z’ mit Z zusammen?
Zeichne auch Z’ in die unter a) angefertige Zeichnung ein!

Einfache Umformungen milssen keineswegs ausgeschlossen bleiben. Allerdings ist we-
sentlich, daB dafiir noch keine formalen Regeln bereitgestellt werden, sondern daf8 die

Umformungen aufgrund von inhaltlichen Uberlegungen vorgenommen werden:

6 Stelle eine Formel auf, mit der man aus dem Fahrpreis und dem Kartenpreis
den Zuschlag berechnen kann!

Die Gleichwertigkeit der Formeln F = K + Z und Z = F — K kann ein Schiiler, so-
ferne ihm diese Aquivalenz nicht iiberhaupt selbstverstindlich ist, auf mehrere Arten

inhaltlich einsehen:

~ Durch eine Uberlegung in der zugrundeliegenden Sachsituation: Wenn ich dem
Schalterbeamten K DM und Z DM gebe, habe ich den gesamten Fahrpreis bezahlt.
Gibt er mir vom gesamten Fahrpreis wieder K DM zuriick, habe ich insgesamt den

Zuschlag bezahlt.

= Durch Rickgriff auf das vertraute Zahlenrechnen: Wenn 10 = 8 + 2 ist, dann ist

2 =10 — 8. (Diese Aquivalenz ist wohl schon jedem Grundschiiler vertraut; siehe

dazu RESNICK 1983.)
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—  Durch eine Streckendarstellung oder dhnliche Darstellung: Z.B. kann man aus de

Streckendarstellung in Fig. 10 unmittelbar die Gleichwertigkeit folgender Beziehur

gen erkennen:
F=K+2, Z=F-K, K=F-12Z

Weitere mogliche Aufgabenstellungen ergeben sich, wenn man annimmt, dal mehrere

Personen mit dem Eurocity fahren:

7 Drei Personen fahren mit dem Eurocity. Stelle den Gesamtpreis G auf ver-
schiedene Arten dar! Zeichnung! (Gruppenerméfigung soll es nicht geben.)

I c | o Il
l K LZ L K lZ ]{ K l Z | oder L K K K ZI{ZI{Z
e e ] F ] Fig. 12

G=3-F=3.(K+2)=3-K+3-Z

(Die Verwendung von Klammern muf hier notfalls geklart werden.)

8 Und wenn n Personen fahren?
Lésung: G=n-F=n-(K+2Z)=n-K+n-2

9 Wie groff wire der Gesamtpreis fiir drei Personen bei einem normalen Zug
gewesen (ohne Zuschlag)? Wie groB ist der Unterschied zum Eurocity?

Man sieht, dal man auf diese Weise einfache Termumformungen ohne Regeln bewerk-

stelligen kann. Auch einfache Gleichungslasungen kénnen so behandelt werden, wie

das folgende Beispiel zeigt.
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10 Drei Personen fahren mit dem Eurocity. Wie kann man aus dem Gesamt-

preis G fiir die drei Personen den Kartenpreis K fiir eine Person berechnen?

Lésung:

| : I
T x [E < 18] e [« [ x [ = 23]

G=3-(K+2) Fig. 13 G=3-K+3-Z
K+Z=G:3 3.K=G-3.2
K=(G:3)-Z K=(G-3-2):3

Ein Beispiel zum Interpretieren einer Formel:

11 Erfinde eine Geschichte zur Formel:

G=2-K+3-(K+2)+5(K+Z+1)

Ein Beispiel zum Argumentieren:

12 Drei Personen fahren mit dem Eurocity, wobei einer vergifit, den Zuschlag
zu bezahlen.
Erna erhilt fiir den Gesamtpreis: G = K +2-(K + Z).
Christian erhalt fiir den Gesamtpreis: G =3-K +2- Z.
Wer hat falsch gerechnet? Uberlege und begriinde anhand von Strecken-
darstellungen!

SchlieBlich eine Aufgabe, die sich auf ein gemeinsames Modell fiir verschiedene Situa-

tionen bezieht:

13 Kannst du eine Situation angeben, die nichts mit Ziigen zu tun hat und in
der folgende Formel gilt:

a) F=K+ 27 b)G=2-K+3-(K+2)

Die folgende Aufgabe sollte der Leser auch fiir sich beantworten:

14 Wenn jemand mit dem Eurocity fihrt, wird er kaum Formeln wie in den
Aufgaben 1 bis 12 benutzen. Gib Griinde an, warum es manchmal doch
sinnvoll sein kann, solche Formeln aufzustellen! Diskutiert dariiber in der
Klasse!
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Beispiel 3: Einnahmen beim Sportfest (vgl. BURGER/MALLE/WINTER 19
und BURGER/FISCHER/MALLE 1989, S. 5 u. 6)

In diesem Beispiel geht es vor allem um eine allgemeine Beschreibung (Planung) v

Rechengéingen.

1 Bei einer Sportveranstaltung zahlt ein Erwachsener 10 DM, ein Kind 3 DM.

a) Herr und Frau Kicker besuchen mit ihren drei Kindern die Veranstal-
tung. Wieviel haben sie zu bezahlen?

b) Insgesamt haben 8946 Erwachsene und 1238 Kinder die Sportveranstal-
tung besucht. Wie grofl waren die Gesamteinnahmen der Veranstalter?

2 Bei der Sportveranstaltung zahlt ein Erwachsener 10 DM, ein Kind 3 DM.

a) Beschreibe mit Worten, wie man aus der Zahl der Erwachsenen und
der Zahl der Kinder, die an der Veranstaltung teilgenommen haben, die
Gesamteinnahmen berechnen kann!

b) Beschreibe mit Variablen, wie man die Gesamteinnahmen berechnen
kann! Gib dazu die Bedeutung der verwendeten Variablen an!

¢) Stelle die Gesamteinnahmen durch eine Zeichnung dar!
Maégliche Lésung:

a) Die Gesamteinnahmen erhilt man, wenn man 10 mit der Zahl der Er-

wachsenen und 3 mit der Zahl der Kinder multipliziert und die so erhal-
tenen Zahlen addiert.

b) e ... Zabl der Erwachsenen

k ... Zahl der Kinder

G ... Gesamteinnahmen G=10-e+3-k
c)

e
| Erwachsene { |L k Kinder

-

1010 [ -.... 10 jal3

Fig. 14

Verwende"die in Aufgabe 2 ermittelte Formel zur Berechnung der Gesamtein-
nahmen fiir den Fall, daB a) 5320 Erwachsene und 760 Kinder, b) 966 Er-
wachsene und 84 Kinder die Sportveranstaltung besucht haben!

B?i einer Sportveranstaltung zahlt ein Erwachsener p DM, ein Kind ¢ DM.
I?xe Veranstal}tung wird von ¢ Erwachsenen und k Kindern besucht. Stelle
eine Formel fiir die Gesamteinnahmen auf! Zeichnung!

Da alles teurer wird, beschlieflen die Veranstalter den Eintrittspreis fiir einen
Er\»iachsenen um 2 DM und den Eintrittspreis fiir ein Kind um 1 DM zu
erhdhen. Stelle die neven Gesamteinnahmen auf zwei Arten dar! Zeichnung!




Moégliche Lésung:

e Erwachsene

k Kinder
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» 2 o PO 2 % e |s
Fig. 15
G=e-(p+2)+k-(g+1)
oder
: . H— . i : fh—ey
P P | e p q | a |-~ 2 2 11 1
Fig. 16

G=e-pt+k-q+e-2+k

6 Der urspriingliche Eintrittspreis fiir einen Erwachsenen wird um a DM, der
urspriingliche Eintrittspreis fiir ein Kind um b DM erhoht. Stelle eine Formel
fiir die Gesamteinnahmen und eine Formel fiir die Mehreinnahmen auf (bei
gleichbleibenden Besucherzahlen)!

7 Der urspriingliche Eintrittspreis fiir einen Erwachsenen wird um a DM, der
urspriingliche Eintrittspreis fiir ein Kind um b DM erhéht. Dies bewirkt einen
Riickgang der Besucherzahlen bei den Erwachsenen um 100, bei den Kindern
um 30. Wie viele Erwachsene, wie viele Kinder haben jetzt die Sportveran-
staltung besucht? Wie lautet jetzt die Formel fiir die Gesamteinnahmen?

8 Erfinde eine Geschichte zur Formel:

a)G=(e+100)-p+(k+30)-¢

byG=e-(p+1)+(k—25)-q

9 Gib eine Situation aus dem t#glichen Leben an, in der folgende Formel gilt:

a)y=a-b+tec-d

Beispiel 4: Paketverschniirungen

b y=a-(b+1)+c (d+1)

Die Geometrie liefert viele Moglichkeiten zum Aufstellen und Interpretieren von For-

meln. Vor allem kann man Formeln fiir den Umfang und den Flicheninhalt von Figuren

oder den Rauminhalt und Oberflicheninhalt von Kérpern aufstellen oder interpretieren

lassen. Die folgenden' Aufgaben stellen eine Variante davon dar.
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1 Ein Paket wird wie in Fig. 17 ver-
schniirt. Gib eine Formel fiir die

Schnurlinge S an, wenn a) 25 cm, ]
b) d cm fiir die Masche verwendet x/ ‘\/ Fig. 17
a|b

werden!

2 Benutze die in Aufgabe 1a aufgestelite ¢ S
Formel zur Vervollstindigung der ne- 30 | 45 } 40
benstehenden Tabelle! 35 60| 20

35150125
40 | 40 | 40

3 Von einem Paket kennt man die Kantenlingen a und b. Wird das Pak
wie in Fig. 17 verschniirt, dann braucht man S cm Schaur (bei 25 cm M
schenlinge). Wie kann man aus a,b und § die Kantenldnge ¢ berechner
Uberlege anhand einer Streckendarstellung!

4 FEin Paket wird wie in Fig. 18 ver-
schniirt.  Stelle eine Formel fiir
die Schnurlinge bei 25 cm Ma-

Fig. 18
schenlinge auf! <\§/ V/ 15

5 In einem Fall ist die Schnurlinge gegeben durch L = 6a + 4b + 6¢ + 25. Wik
konnte dieses Paket verschniirt sein?

6 Es werden 765 gleichartige Pakete a) wie in Fig. 17, b) wie in Fig. 18 ver-
schniirt (mit jeweils 25 cm Maschentange). Stelle eine Formel fiir die Ge-
samtlinge L der benstigten Schnur auf! Driicke L auch durch S aus!

7  Es werden jeweils vier Pakete mit

den Kantenlingen a,b,c zu einer
. Viererpackung zusammengebun-
den und wie in Fig. 19 verschniirt
(mit d cm Maschenlinge pro Vie-
rerpackung). Insgesamt werden
m solche Viererpackungen ange-
fertigt. Stelle eine Formel fiiy
die benétigte Gesamtlinge L der
Schnur auf!
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Beispiel 5: Schneidemaschinen (vgl. BURGER/MALLE/WINTER 1986)

kation mit einer Maschine und das allgemeine Beschreiben von Langenbeziehungen.

Ein Automat schneidet aus Blech Platten von vorgegebener Form aus. Dazu
muf dem Automaten ein Programm eingegeben werden. Fiir die nebenste-
hende Platte sieht dies so aus:

LIES a,b,c .
BERECHNE d=a+b,e=b+c¢ - Fig. 20
SCHNEIDE a —, b, b—,c|,d—, e

Die erste Zeile bedeutet, dafl der Automat die eingetippten Zahlenwerte fiir
a,b,c einlesen soll (z.B. a = 180, b = 60, ¢ = 90). Die zweite Zeile bedeutet,
daf} er die Zahlenwerte von d und e selbst berechnen soll (d = 180+ 60 =
240, e = 60+ 90 = 150). Die dritte Zeile bedeutet, daBl er schliefllich ¢ mm
nach rechts, b mm nach unten, b mm nach rechts, ¢ mm nach unten, d mm
nach links und ¢ mm nach oben schneiden soll. Schreib ein Programm mit
mdglichst wenigen Eingaben fiir die Platte a) in Fig. 21, b) in Fig. 22!

a) b)

Start Start

d a © Fig. 21 Fig. 22

Jemand méchte die Platten in Fig. 21 ausschneiden lassen. Er hat die Werte
von a,b,d und e bereits eingegeben. Darf er jetzt den Wert von ¢ beliebig
wihlen? Stelle in einer Zeichnung dar, wie die Maschine schneidet, wenn
er ¢ zu groff bzw. zu klein eingibt! Welche Gleichung muf fiir ¢ gelten?
Driicke ¢ durch a,b,d,e aus!

Die Platte in Fig. 21 soll den vorgegebenen Flicheninhalt A erhalten. Je-
mand hat die Werte o = 8,b = 4 und d = 2 bereits eingegeben. Welche
Gleichung mu$ fiir e gelten? Driicke ¢ durch A aus!

Zu einer Formel fiir den Flicheninhalt der Platte in Fig. 22 kann man
durch folgende Uberlegung kommen. Man denkt sich eines der beiden un-
teren Rechtecke oben in die Liicke eingesetzt. Ermittle auf diese Weise eine
Formel fiir den Flicheninhalt dieser Platte!
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In diesem Beispiel geht es vor allem um die Verwendung von Variablen zur Kommuni-
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Falls das Distributivgesetz der Multiplikation gegeniiber der Addition bereits bekany;
ist, konnen die folgenden Auigaben gestellt werden. Diese stellen auch Beispiele zun

Problemlosen dar.

5 Angenommen, der Automat schneidet jede Seitenldnge um ein Zehntel zu
kurz. Statt ¢ mm schneidet er also nur 0,8 e mm, statt b mm nur 0,9-b mm
usw. Auf welchen Bruchteil sinkt dadurch der Flacheninhalt der Platte?

Lésung: Ist A der alte und A’ der neue Flicheninhalt, dann gilt:
A 0,9-a)-(0,9-5)+(0,9-d)-(0,9-¢) =
0,9-0,9-¢:5+0,9:0,9-d-e=
0,81-a-6+0,81-d-e=
0,81-(a-b+d-e)=0,81-4

o

Somit sinkt der Flicheninhalt der Platte auf das 0,81-fache.

6 Angenommen, der Automat schneidet jede Seitenlinge um ein Hundertstel
zu lang. Auf das Wievielfache steigt a) der Umfang, b) der Flicheninhalt
der Platte?

Beispiel 6: Viter, Schne und Bausteine (vgl. SAWYER 1963)

Die folgende Aufgabensequenz soll zeigen, daB man zu Beginn des Unterrichts aus ele
mentarer Algebra durchaus auch Gleichungssysteme ohne Heranziehung formaler Re -

geln behandeln kann. SAWYER steigt sogar iiber Gleichungssysteme in die elementare
Algebra ein.

1  Ein Ritsel: Ein Mann hat zwei
S6hne. Die S6hne sind Zwillinge;
sie sind beide gleich groB. Ad-
diert man die Kérpergréfien des
Mannes und eines Sohnes, erhilt
man 240 cm; die Gesamthdhe des
Mannes und der beiden Sohne
betrigt 300 cm (siehe Fig. 23).
Wie grofl ist der Mann und wie
grofi ist jeder der beiden Sohne?

2 Der Mann sei m cm grofl
die Angaben aus Aufgab
mafstabsgetreu sein) und

» jeder der beiden SShne sei s cm grof. Stelle
e 1 durch Strecken dar (die Skizze muB nicht
schreib zwei Gleichungen in m und s an!



Moégliche Losung:

s
s s
+ |300 m+ s = 240
240 m+2-s=2300
m m
J. 1 Fig. 24

Denke dir eine andere Koérpergréfie fiir den Mann und die beiden (gleich
groflen) S6hne aus! Teile deinem Sitznachbarn die Gesamthéhe des Mannes
mit einem Sohn und die Gesamthéhe des Mannes mit beiden S8hnen mit!
Er soll zwei Gleichungen in m und s aufschreiben und m und s bestimmen.

In einer Schachtel sind zylindrische Bausteine mit gleichem Durchmesser.
Einige von diesen sind a cm lang, andere b cm. Stapelt man zwei Bausteine
der ersten Sorte und einen Baustein der zweiten Sorte iibereinander, erhilt
man eine 30 cm hohe Sdule. Stapelt man hingegen drei Bausteine der ersten
Sorte und einen Baustein der zweiten Sorte iibereinander, erhilt man eine
42 cm hohe Saule. Schreib zwei Gleichungen in @ und 4 an! Ermittle ¢ und
b und erlautere an einer Zeichnung!

Moégliche Léosung: ol 1T
a
b —
. 42
2:-a+b=230 a 30 a
3-a+bdb=142 -~
a a
L 1 Fig. 25

Da ein Baustein der Linge a einen Hdhenzuwachs von 12 cm bringt, ist
a=12, Aus 212+ b = 30 folgt b = 6.

Erfinde einen Text zu folgenden Gleichungen und ermittle » und v:

2-u+3-v=238
2-u+2-v=28

Von den unbekannten Zahlen a und b wissen wir nur, dafi ¢ + b = 10 gilt.
Wie groBist a)2-a+2:5,b)3-a+ 35?7

Von den unbekannten Zahlen a und b wissen wir nur, daf a+2-b = 50 gilt.
a) Kann man sagen, wie gro 2-a+ 4 +b und wie grof 3-a + 6 - b ist?
b) Kannst du noch weitere Zahlen dieser Art angeben?
¢) Kann man sagen, wie grofi 2-a+ 2. b ist?

d) Wenn man weifl, dafl aufler a + 2 -b = 50 auch a + b = 40 gilt, kann
man dann sagen, wie grof 2-a + 2 - b ist?
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10

11

12

13

14

Anna, Berta, Christian und Dora denken sich Zahlen s und ¢ mit s+t = I
aus. Sie berechnen 2-s+1,2-s+2 -t und 2-5+ 3¢ und erhalten die i1
der folgenden Tabelle angegebenen Zahlen. Welche Zahl s und welche Zah
t haben sich die Kinder jeweils gedacht? Erginze die Tabelle!

' Anna [ Berta l Christian { Dora I
2-541 18 13 19 15.
2-84+2-1
2-84+3-1

Bestimme die Zahlen m und 7, wenn gilt:
a) m+3-n= 250 b) 2-m+5-n =820
10-m + 28 - n = 2400 3-m+4-n=2880
(Hinweis zu a: Betrachte 10-m +30 - n!
Hinweis zu b: Betrachte 6-m + 15-n und 6-m + 8 -n!).

Es gelte: a) L.-m+n=220 b) rm+i-n=135
Kannst du eine Gleichung in m und n ohne Briiche anschreiben?

Ist es moglich, daB fiir zwei positive Zahlen a und b folgende Gleichungen
gelten? Begriinde deine Antwort!

a+b =100 s

2:a+3-0=170 T

14 &

Lies aus Fig. 26 moglichst viele Glei- R

chungen heraus (z.B. 14 —t = 2. 5)L. Tt :
Ermittle ¢ und s! T2 Fig. 26

Es seien a und b zwei Zahlen, wobei a gréfer als b ist.

a) Wie groB ist der Unterschied zwischen a + b und @ — b? Zeichnung!
b) Ermittle a und &, wenn gilt:

a+3-6=102
a-b=.28

Driicke in a) Fig. 27, b) Fig. 28 die angegebenen Hohen und die Hohendif-
ferenz durch 7 und s aus und trage die- Ergebnisse ein! Kann man » und &

ermitteln? Wenn nein, denk dir eine zusitzliche Angabe aus, sodafl man r
und s ermittlen kann!

y Hbhe ...

: .

| 1® 12 Fig.. 28

:____‘ Hthe..... 2 ,:

: B

’) Differenz..... Ditterenz... T

Lo T 48 e
, s Y : Hh
: ' —HONE ...
— Hbhe . ... )
—————————uthe o Fig. 27 —l _HEhe O




3 FUNKTIONALE ASPEKTE VON FORMELN

Eine Formel driickt verschiedene Abhangigkeiten zwischen den in ihr enthaltenen Grofen
aus. Derartige Abhangigkeiten kénnen mit Hilfe des Funktionsbegriffes praziser be-
schrieben werden. Am Anfang des Unterrichts in elementarer Algebra hat es aber
wenig Sinn, einen expliziten Funktionsbegriff einzufiihren. Es geniigt, auf einer Vor-
stufe zu diesemn Begriff zu arbeiten und funktionale Aspekte von Formeln nur implizit

zu behandeln. Dazu gehdrt u.a. die Behandlung von Fragen folgender Art:

—  Wie andert sich eine Grofle, wenn sich eine andere Gré8e in einer bestimmten Weise

andert?

—  Wie muB eine Grofle geandert werden, damit sich eine andere GroBe in bestimmter

‘Weise andert?

Die Fahigkeit, solche Fragen beantworten zu kdnnen, gehdrt unverzichtbar zu einem

yverstindigen® Umgang mit Formeln.

Etwa ab dem 8. oder 9. Schuljahr kénnen Abhangigkeiten in Formeln auch explizit mit
Hilfe des Funktionsbegriffes beschrieben und untersucht werden. Darliber sprechen wir

aber erst im Kapitel 12.

3.1 Variablenaspekte, anders betrachtet

Um Abhingigkeiten in Formeln zu erkennen, geniigt es nicht, Formeln blof ,statisch®
zu lesen. Man braucht auch ,dynamische“ Vorstellungen, die sich etwa in Sprechweisen
der folgenden Art duflern: ,Wenn z wichst, dann fallt y“, ,Wenn z verdoppelt wird,
wird y vervierfacht“ usw. Um Formeln so betrachten zu konnen, ist allerdings eine
Auffassung von Variablen vonndten, iiber die wir bisher noch nicht gesprochen haben,

namlich Variable als ,,Veréinderliche“ zu sehen.

Um diesen Begriff ein wenig zu kliren, versuche ich im folgenden, Aspekte von Varia-
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blen unter einem anderen Gesichtspunkt zu unterscheiden als im Kapitel 2. Dabei geh
ich von der Vorstellung aus, dafl sich eine Variable auf einen bestimmten Zahlbereich,
etwa auf die Menge R oder ein Intervall, bezieht, d.h. eine Zahl oder mehrere Zahle
aus diesem Bereich ,reprasentiert“. Der zugrundeliegende Bereich wird manchmal ex
plizit angegeben, in vielen Fillen geht er jedoch nur implizit aus dem Kontgxt hervor,

In manchen Fillen kann er auch vage bzw. mehrdeutig sein.

Fine Variable kann Zahlen aus einem bestimmten Bereich auf verschiedene Arten
Jreprasentieren®. Je nach der Art dieser Reprisentation kann man zumindest di

folgenden Variablenaspekte unterscheiden:

~ Einzelzahlaspekt: Variable als beliebige, aber feste Zahl aus dem betreffenden

Bereich. Dabei wird nur eine Zahl aus dem Bereich reprasentiert.

— Bereichsaspekt: Variable als beliebige Zahl aus dem betreffenden Bereich, wobe

Jede Zahl des Bereichs reprasentiert wird. Dieser Aspekt tritt wiederum in zwe

Formen auf:

a) Simultanaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich werden gleich

zeitig reprasentiert.

b) Verdnderlichenaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich werden

wn zeitlicher Aufeinanderfolge reprasentiert (wobei der Bereich in einer be

stimmten Weise durchlaufen wird).

Die folgenden Figuren stellen diese Aspekte dar. Dabei bezieht sich die Variable z auf
den Bereich A;

Einzelzahlaspekt

Bereichsaspekt
(-
Simultanaspekt Veranderlichenaspekt '
X X X
A A o A

Fig. 29
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Beim Einzelzahlaspekt stellt z eine Zahl aus dem Bereich A dar, die aus diesem beliebig
ausgewahlt wird, aber dann festgehalten wird. Beim Simultanaspekt stellt z jede Zahl
aus A dar, d.h. es wurde noch kein Auswahlvorgang vollzogen (man behalt sich diesen

gewissermafen als Option vor).

Det Einzelzahlaspekt kommt vor allem dann vor, wenn eine beliebige Zahl aus einem
Bereich ausgewdhlt und dann festgehalten wird, um mit ihr eine bestimmte Argu-
mentation durchzufiihren. Der Simultanaspekt kommt vorwiegend dann vor, wenn
eine Variable durch einen Allquantor gebunden ist (z.B. Vo € A ). Aber auch nicht
gebundene Variable kdnnen unter diesem Aspekt betrachtet werden. Der Verander-
lichenaspekt kommt fast ausschliefilich in Zusammenhang mit Funktionen oder funk-
tionalen Betrachtungen von Formeln vor. Es hat im allgemeinen ja keinen Sinn, eine
Variable fiir sich allein wachsen oder fallen zu lassen, wenn nicht die Abh&ngigkeit
von mindestens einer weiteren Variablen mitstudiert wird. Veranderlichenaspekt und
funktionale Betrachtungen sind also beinahe untrennbar miteinander verbunden (und

kénnen wahrscheinlich auch nur in Verbindung miteinander erlernt werden).

Kommen in einem Kontext mehrere Variablen vor, von denen einige unter dem Ein-
zelzahlaspekt und einige unter dem Verinderlichenaspekt betrachtet werden, bezeich-
net man manchmal die ersteren als Parameter und die letzteren als Verdnderliche.
Das Wort ,Parameter® hat aber auch noch andere Bedeutungen, z.B. wird in ei-
ner sogenannten ,Parameterdarstellung® einer Kurve der Parameter im allgemeinen
nicht unter dem Einzelzahlaspekt, sondern unter dem Bereichsaspekt gesehen. (Eine
genauere Analyse des Begriffes ,Parameter” findet man in FREUDENTHAL 1983,
S. 508-510). Vielfach wird auch zwischen Konstanten und Verdnderlichen unterschie-
den, wobei die ersteren unter dem Einzelzahl- oder Simultanaspekt und die letzte-
ren unter dem Veranderlichenaspekt gesehen werden. In manchen Kontexten, z.B.
bei Polynomen, unterscheidet man zwischen Koeffizienten und Unbestimmien, wobei
im allgemeinen die ersteren unter dem Einzelzahlaspekt und die letzteren unter dem
Simultan- oder Veranderlichenaspekt gesehen werden. Manchmal wird auch der Termi-

nus , Variable® wdrtlich genommen und auf den Veranderlichenaspekt eingeschrankt.

Wie im Kapitel 2 kann auch fiir die in diesem Abschnitt genannten Variablenaspekte
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gesagt werden, daf sie in einer-mathematischem Argumentation” haufig: wechselr ynd
in enger Verquickung miteinander-vorkommen kénnen. Die folgenden beiden Beispiele

mogen dies belegen:

Beispiel 1: Wir betrachten die' Behauptung:
- |
Yr &RT: :c‘—{-r;ZZ

In dieser Zeile diirfte der Simultanaspekt vorr z im Vordergrund steherm, duh.. z repriser

tiert jede positive reelle Zahl.

Zum Beweis dieser Ungleichung geht man inr allgemeiner im: Sinne des sog; . ,,matiirk:-
chen Schliefens“ vorund argumentiert etwa so: Sei'z eine beliebige positive reelle Zahl.

Fiir diese gilt:
1
T — 22 =2z +1 >0 <= (z—1)*>0

Da: die letzte Aussage wahr: ist, ist' auch die erste wahr:. Da. = eine beliebige: positive

reetle Zahl war; gilt somit die erste- Aussage fiir jede positive reelle Zahl.

Bei dieser’ Argumentation. wird im ersten Schritt eine beliebige Zahl = aus R aus-
gewahlt und fiir das Weitere festgehalter, d.h.. es. wird zunichst: der- Einzelzahlaspekt
in den Vordergrund gestellt. Durch die obige Aquivalenzkette wird gezeigt;. dafl die
Ungleichung z;‘—{wiéi?;fﬁr: dieses eine ausgewahlte z gilt. Tm nichsten Schritt wechsell:
man den Aspekt: man betrachtet z nicht mehr unter dem. Einzelzahlaspekt, sondert
wiederurn unter-dem Simultanaspekt und erhilt damit das Ergebnis, dafi die Bebaup-
tung nicht nur fiir die eine ausgewahlite Zahl z, sondern fiir alle: positiven reellen Zahlen

gilt. Dieser letzte Schritt wird oft stillschweigend vallzogen..

Beispiel 2: Es.sei f(z) =k -z mit z € R und & > (.. Man begriinde;. dafl f{z) auf
das Doppelte wichst, wenn z auf das Dappelte wichst..

Beim Lesen dieses Textes wird man méglicherweise an wachsende Grofen. z und: £(z)
denken (Véréinderlichenaspekt) - Bei der Begriindung wird jedoch immr allgemeiner wie
der im Sinne des ,natiirlichen SchlieSens® vorgeganger.. Man denkt sich eine heliebige
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positive reelle Zahl z ausgewahlt und festgehalten (Einzelzahlaspekt). Fir diese 138t

sich dann argumentieren:
f2-z)=k-(2z) =2-(kz) =2 f(z)

Dann betrachtet man z wieder als beliebige positive reelle Zahl (Simultanaspekt) und

hat damit die Behauptung bewiesen.

Da der Text der Aufgabenstellung im Beispiel 2 den Verdnderlichenaspekt von Va-
riablen anspricht, ware es in einer gewissen Weise angemessener, Schreibweisen zu
verwenden, die eine stetige Veranderung ausdriicken, etwa ,z T¢ fiir ,z wachst® oder
»Z T2¢ fur ,z wichst auf das Doppelte“. Solche Schreibweisen sind aber uniiblich,
zumindest in der elementaren Algebra. Mit dem ,natiirlichen Schliefen® umgeht man
den Veranderlichenaspekt und solche Schreibweisen in einer eher ,trickhaften“ Weise.
Ob diese Art des Schliefens also in solchen Kontexten wirklich so ,natiirlich ist, sei

dahingestellt.

Wie hingen die hiergenannten Variablenaspekte (Einzelzahlaspekt, Bereichsa-
spekt) mit den im Kapitel 2 behandelten Variablenaspekten (Gegenstandsaspekt,
Einsetzungsaspekt, Kalkiilaspekt) zusammen? Wenn man einen etwas radikalen
Standpunkt einnimmt, kann man sowoh! den Einzelzahl- als auch den Bereichs-
aspekt als Unteraspekte des Gegenstandsaspektes auffassen. Man braucht dazu
nur die Variable und die durch sie reprisentierte Zahl (bzw. représentierten
Zahlen) zu identifizieren. Die Sprechweise ,x reprasentiert eine (bzw. jede) Zahl
aus dem Bereich“ ist dabei zu ersetzen durch ,z ist eine (bzw. jede) Zahl aus
dem Bereich“. Diese Identifikation ist beim Einzelzahlaspekt unproblematisch.
Beim Bereichsaspekt kénnen Probleme auftreten. So kann jemand moglicher-
weise schon Schwierigkeiten haben, sich vorzustellen, daf = jede Zahl aus einem
bestimmten Bereich ist. Noch problematischer ist es beim Veradnderlichenaspekt.
Eine sich verdindernde Zahl ist schwer vorstellbar. Bei auermathematisch inter-
pretierbaren Gréen bereitet diese Vorstellung keine Schwierigkeiten. Sprechwei-
sen wie ,Die Geschwindigkeit v wichst® oder ,Die Temperatur T fillt“ sind ja
iiblich. Aber die Sprechweise ,Die Zahl ¢ wichst* klingt ungewohant (auch wenn
sie damit gerechtfertigt werden kann, da$ Zahlen spezielle Gréfien sind — zumin-
dest nach der im ,Gro8enkalkiil® vertretenen Auffassung). Wegen dieser Schwie-
rigkeiten mdchte ich es hier offen lassen, ob der Bereichsaspekt dem Gegenstand-
saspekt untergeordnet werden kann oder nicht. Wenn man will, kann man den
Bereichsaspekt als einen vierten Aspekt neben den Gegenstands-, Einsetzungs-
und Kalkiilaspekt setzen (der irgendwo zwischen dem Gegenstands- und Einset-
zungsaspekt anzusiedeln ist). Gliicklicherweise ist die Entscheidung dieser Frage
fiir den Mathematikunterricht nicht wichtig. Wichtig ist nur, daBl im Unterricht
gelernt wird, Formeln auch unter dem Bereichsaspekt, insbesondere unter dem
Verinderlichenaspekt, zu betrachten.
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Ein Exkurs in die Hochschulmathematik

Dieser Unterabschnitt kann von Lesern, die an hochschuldidaktischen Fragen nicht

interessiert sind, iibersprungen werden.

Die verschiedenen Aspekte von Variablen kénnen in einer mathematischen Argumen-
tation bestindig wechseln und in einer Vielfalt auftreten, die manchen Studenten
betrachtliche Schwierigkeiten bereitet. Das folgende Beispiel moge dies illustrieren.
Es zeigt, daf8 die Fahigkeit zu einem flexiblen Umgang mit Variablenaspekten eine

unabdingbare Voraussetzung fir ein Mathematikstudium ist.

Beispiel: Wir betrachten eine Passage aus dem bekannten Analysis-Lehrbuch FICH-
TENHOLZ 1971 (Bd. 2, S. 438). In dieser Passage zeigt der Autor, dafl die Funktio-

nenfolge
nz

F(2) = 1 an
im Intervall {0,1] nicht gleichméaBig gegen 0 konvergiert, d.h. daB es nicht moglich
ist, zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N zu finden, sodaB fiir alle n > N und alle
z € [0,1] die Ungleichung | f.(z)—0 |< € erfillt ist. Um den Text anschlieBend leichter
analysieren zu konnen, numerieren wir die Zeilen durch.

(1)  Wir setzen jetzt

(2) fa(z) = ﬁﬁ?’a nl_l_'ngo falz)=0 (0<z<L 1).
(3)  Fir jedes feste & > 0 geniigt s, n > [1] zu wihlen, damit
(4) fn(m) < % <eg

(5)  gilt. Andererseits 14t sich, wie groB n auch sei, fir die Funktion fa(z)im

(6)  Intervall [0,1] stets ein Punkt finden, nimlich der Punkt z = 1 in welchem ihr
(7)  Wert gleich 1 ist: i

(8) fd)=1.

(9)  Also ist es nicht moglich, durch VergréBerung von n die Ungleichung fa(z) < }
(10)  gleichzeitig fiir alle Werte von  zwischen 0 und 1 zu erhalten. Mit anderen Wor-

83 ten, schon fiir ¢ = § gibt es keine Zahl N, die fir alle z gleichzeitig verwendbar
wire.

In dieser Argumentation kommen (neben den Variablen N und f) die Zahlenvariable
n,z und € mehrfach vor, jedoch unter standig wechselnden Aspekten. In Zeile (2) ist 2
eine beliebige Zahl aus [0; 1) (Simultanaspekt), n ist ein Parameter (Einzelza.hlaaspekt)’
aufler unter dem Limessymbol (Veranderlichenaspekt). In Zeile (3) sind z, n und ¢

beliebige, aber feste Zahlen aus dem jeweiligen Bereich (Einzelzahlaspekt), ebenso io
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Zeile (4). In Zeile (5) ist das erste n eine beliebige natiirliche Zahl (Simultanaspekt),
das zweite n eine bereits gewahlte Zahl (Einzelzahlaspekt) und z eine beliebige Zahl
aus [0; 1] (Simultanaspekt). In Zeile (6) sind n und z bereits gewihlte Zahlen (Einzel-
zahlaspekt), in Zeile (8) trifft dies auf » auch zu. In Zeile (9) ist von einer VergroBerung
von n die Rede (Verdnderlichenaspekt), das zweite n ist beliebig, aber fest (Einzelzahl-
aspekt), das z ist eine beliebige Zahl aus [0; 1] (Simultanaspekt), ebenso das z in Zeile
(10). In Zeile (11) ist € die Zahl 3, also eine konkrete Zahl, und z beliebig aus [0; 1]
(Simultanaspekt).

Wer diesen standigen Wechsel der Variablenaspekte nicht mitvollziechen kann, wird

einer solchen Argumentation kaum folgen kénnen.

Variablenaspekte anderer Autoren

SCHOENFELD/ARCAVI (1988) unterscheiden zwei ,conceptions of variable®: ,poly-
valent names® und ,variable objects“. Das erstere entspricht unserem Einsetzungs-
aspekt, das letztere dem Verdnderlichenaspekt. Eine differenziertere Unterscheidung
von Variablenaspekten stammt von kﬁCHEMANN (1981), der aufgrund einer Ana-
lyse von Aufgaben und deren Losungen durch Kinder die folgendeﬁ Bedeutungen von

Buchstaben unterscheidet:

a) Letter evaluated: Dabei wird dem Buchstaben ein konkreter Zahlenwert zugewie-
sen, z.B.: Was kann man iiber a sagen, wenn a + 5 = 8 ist?

b) Letter not used: Ein solcher Buchstabe wird mehr oder weniger ignoriert. Besten-
falls wird seine Existenz wahrgenommen, er erhilt aber keine Bedeutung. Z.B.
gilt dies fiir ¢ und & in der folgenden Frage: Wenn a 4 b = 43 ist, wie grof ist
dann a + b+ 27

c) Letter used as an object: Der Buchstabe wird als ein Objekt oder als eine
Abkiirzung fiir ein Objekt angesehen, z.B. wenn ¢, b, ¢ als Seiten (und nicht als
Seitenlingen) eines Dreiecks aufgefaBit werden.

d) Letter used as a specific unknown: Der Buchstabe wird als eine bestimmte, aber

unbekannte Zahl angesehen, z.B.: Addiere 4 zu 3n!
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e) Letter used as a generalized number: Der Buchstabe kann nicht nur einen, so
dern mehrere Werte reprasentieren, z.B.: Was kann {iber ¢ gesagt werden, wem

¢+ d =10 und ¢ kleiner als d ist?

f) Letter used as a variable: Der Buchstabe reprasentiert einen Bereich unspezifi
zierter Werte und zwischen zwel solchen Bereichen existiert eine systematische
Relation, z.B.: Was ist grofer, 2n oder n + 2 (wobei n eine natiirliche Zahl ist)?
Zur Beantwortung dieser Frage mufl man n wachsen lassen und erkennen, daf 20

starker wachst als n + 2.

Die Aspekte (a) und (d) entsprechen unserem Einzelzahlaspekt, der Aspekt (e) ent-
spricht unserem Simultanaspekt. Den Aspekt (b) wiirde ich unserem Kalkilaspeks -
ordnen (da die Variable als bedeutungsloses Zeichen angesehen wird). Dem Aspekt (¢)
liegt strenggenommen ein Verstof gegen die Objekt-Zahl-Konvention zugrunde. Erist
also kein zuldssiger Aspekt, wird jedoch in manchen Fallen toleriert, z.B. wenn in der
Geometrie mit a, b,c,... sowohl die Seiten einer Figur als auch deren Lingen bezeidr
net werden. Dem Aspekt (f) liegt der Veranderlichenaspekt von Variablen zugrunde;
die dariiber hinausgehende ,systematische Relation® zwischen bestimmten Bereicher
wiirde ich nicht als einen Aspekt von Variablen, sondern eher als einen Aspekt von

Termen (genauer: des Vergleichs von Termen) ansehen.

3.2 Empirische Beobachtungen zu funktionalen

Aspekten von Formeln

Einige Beobachtungen zeigen, daB die Fihigkeit zur Betrachtung von Formeln untel
funktionalen Gesichtspunkten (und damit zusammenhingend die Betrachtung von Var
riablen unter dem Verdnderlichenaspekt) bei vielen Schiilern recht unterentwickelt ist

Dies ist auch gar nicht verwunderlich, weil solche Betrachtungen im derzeitigen Alge -

braunterricht eher selten stattfinden.
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Welcher Art diese Defizite sein konnen, sollen einige Interviewstellen zeigen. Beginnen

wir mit der Aufgabe:

Gegeben ist die Formel z = pe Wie dndert sich z, wenn z wichst?

Eine haufige Antwort auf diese Frage war: z < 3 Z.B. sagt Alexandra (14):

A: Tja also, wenn 2 wéchst, stimmt das ,ist gleich“ schon nicht mehr und da
z grofer wird, wird 2 kleiner, also z < —.

Um diese Aufgabe zu lésen, geniigt es nicht, blofi den Verinderlichenaspekt von Va-
riablen zu besitzen. Man braucht ein dariiber hinausgehendes Wissen. Zunichst mufl
man schon wissen, daB in dieser Aufgabe stillschweigend vorausgesetzt wird, daf8 y kon-
stant gehalten wird (dies scheint Alexandra allerdings begriffen zu haben). Dariiber
hinaus muf man aber auch wissen, wie die Aufgabe eigentlich gemeint ist: Auch wenn
z wachst, soll die Gleichheit bestehen bleiben und die Auswirkung auf z untersucht
werden. Dieses Wissen geht Alexandra offenbar ab. Es ist auch gar nicht selbst-
verstandlich, es mufl — wie vieles andere in der elementaren Algebra — erlernt werden
und viele Kinder kommen nicht von selbst darauf. Alexandras Antwort ist iibrigens
nicht unverniinftig. Sie halt y und z konstant. Wenn z wichst, muf} sie folgerichtig

das Gleichheitszeichen durch ein Ungleichheitszeichen ersetzen.

Ein dhnliches Verhalten zeigt die folgende Schiilerin (14), ebenfalls mit dem Namen

Alexandra. Sie besteht darauf, daff & verdreifacht werden kann, ohne da8 sich z dndert:

I: Wie andert sich in der Formel z = = das z, wenn « verdreifacht wird?
)

A: 2z verindert sich nicht, z = ﬁ Wenn man das z verdreifacht, braucht
man das z nicht dazu.
I Wie indert sich nun z ?

A:  Es bleibt gleich.

I:  Wie dndert sich nun z, wenn y verdreifacht wird?
Az z bleibt gleich.
L Mh.
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A: Es wird ja nicht gefragt, wenn z verdreifacht wird, das ist ja nicht in der
Frage beinhaltet. z andert sich nicht. y wird verdreifacht.

:  Es besteht kein Zusammenhang zwischen z und y ?
A:  Ja!

Diese Schiilerin glaubt auch, daB man die Variablen in einer Formel unabhangig von-

einander mit Zahlen belegen konne. Im Verlauf des Interviews schlug eine ander -

Schiilerin (die bei dem Interview dabei war) vor, die gestellten Fragen durch Belega

der Variablen mit Zahlen zu beantworten. Darauf reagierte Alexandra so:

A: z=5,z=3,y=2.
I: Wasergibt das?
A (schreibt nach anfinglichen Schwierigkeiten, die hier fibersprungen werden):
3
5= 3
I: Kann man denn fiir z,y,2 beliebige Zahlen wahlen?

A: Ja, man kann es beliebig belegen ... Wenn man es belegen kann, ist es ja
keine bestimmte Zahl.

I: Du hast geschrieben: 5 = g

3
A: 5< > Da kann man jetzt nichts mehr machen. Es kann ja nur das Ergebnis
sein.

3.3 Unterrichtsvorschlage

Um den Veranderlichenaspekt und die Fahigkeit zur Betrachtung von Formeln unter
funktionalen Gesichtspunkten zu entwickeln, ist es notig, im Unterricht Aufgaben

zu stellen, in denen Abhangigkeiten von Grdfien in Formeln studiert werden. Solce .

Abhangigkeiten sind leichter zu erkennen, wenn die in der jeweiligen Formel vorkom

menden Variablen auBermathematisch interpretierbar sind, z.B.:
s=v-t (Weg = Geschwindigkeit - Zeit)
DaB mit wachsender Zeit ¢ bei konstanter Geschwindigkeit v auch der Weg s wachst

kann ein Schiiler aufgrund seiner Erfahrungen leicht erkennen. Fehlen solche Erfab-

rungen, wie etwa in der Formel y = k- z, dann ist ein entsprechender Monotonie

zusammenhang nicht ganz so selbstverstindlich und daher etwas schwerer erkepnbar:
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Es ist daher empfehlenswert, mit Formeln zu beginnen, die auBermathematisch (in

Sachsituationen) interpretierbar sind.

Aufgaben, die das Erkennen von Monotoniezusammenhéngen oder anderen Zusam-
menhangen von Gréflen in Formeln erfordern, kénnen im Unterricht der elementaren
Algebra praktisch von Anfang an gestellt werden. Betrachten wir etwa eines unse-
rer ersten Einstiegsbeispiele in die elementare Algebra, namlich die ,Fahrt mit dem

Eurocity“ auf Seite 67. Es ging in diesem Beispiel um die Formel:

F=K+7 (Fahrpreis = Kartenpreis + Zuschlag)

Man kann an die zu dieser Formel gestellten Aufgaben leicht an entsprechenden Stellen

Fragen der folgenden Art anhangen:

- Wie dndert sich der Fahrpreis F, wenn der Kartenpreis K zunimmt (und der Zu-
schlag Z gleich bleibt)?

- Wie édndert sich F, wenn K und Z beide zunehmen? Kann man etwas {ber die
Anderung von F sagen, wenn K zunimmt und Z abnimmt?

~ Verdoppelt sich F, wenn X verdoppelt wird (bei gleichbleibendem Z)?

Wie WEIGAND (1988) herausgearbeitet hat, eignen sich zur Entwicklung des Veran-
derlichenaspekts und zu funktionalen Betrachtungen vor allem Formeln, in denen die
Abhéngigkeit einer oder mehrerer Gréfen von der Zeit angegeben ist. Die Zeit stellt

fir ihn einen Prototyp einer Verdnderlichen dar und er schreibt dazu:

Wihrend vielen anderen Variablen (Linge, Winkel, Masse) bei funktionalen Zu-
sammenhingen die kontinuierliche Veranderlichkeit *aufgezwungen’ werden mu$,
ist umgekehrt ein Anhalten der Zeit nicht mdglich, und es bedarf etwa des Er-
innerungsverméogens des Menschen oder des Hilfsmittels der Fotografie, um das
stetige Fortschreiten fiir den Betrachter zu stoppen. Dieses ’kontinuierliche Da-
hinfliefen’ der Zeit und damit die permanente Verdnderung der Zeitwerte kdnnen
durch eine gleichférmige Bewegung lings des Zahlenstrahls veranschaulicht wer-
den. Die Moglichkeit der Vorstellung, daf einer Variablen in einem Term oder
einer Gleichung in gleichférmig fortschreitender ... Weise Elemente des Zah-
lenstrahls ... zugeordnet werden kdnnen, gibt der verwendeten Variablen einen
dynamischen Charakter, der sich auf die Sichtweise der zeitabhingigen Funktion
iibertriigt. Der Aspekt der dynamischen Zuordnungsvorschrift einer Funktion
tritt damit gegeniiber einem statischen Relationsdenken in den Vordergrund.
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Zwei Beispiele zu Formeln mit zeitabhingigen GroSen:

1 Ein zylindrisches Gefafl wird mit Wasser gefiillt. Zum Zeitpunkt 0 ist das
GefaB leer und pro Minute flieflen 0,5 Liter Wasser ein.

a) Wieviel Liter sind nach 1, 2, 3, 4, t Minuten im Gefa8? Lege eine Tabelle
an und stelle eine Formel fiir das Volumen V des nach ¢ Sekunden im
GefiB befindlichen Wassers auf!

b) Beantworte anhand einer Skizze des Gefifles, der Tabelle bzw. der auf-
gestellten Formel folgende Fragen:
— Wie indert sich das Volumen V, wenn die Zeit ¢t wachst?
~ Auf das Wievielfache wichst V, wenn ¢ auf das 2-fache, a-fache
wachst?
Auf das Wievielfache muB ¢ wachsen, damit V auf das 5-fache wachst?
2 (Forfsetzung von Aufgabe 1) Zum Zeitpunkt 0 befinden sich 6 Liter Wasser
im Gefa und pro Minute flielen 0,5 Liter aus. Das Wasser fliet durch eine

Offnung aus (Fig. 30). Man kann zeigen, dafl das Volumen V des Wassers
im Gefdf ungefihr durch die Formel V' = (6 — ¢)? beschrieben werden kann.

a) Wieviel Liter Wasser sind nach 2, 3, 5, ... Minuten im Gefif? Stelle
eine Tabelle auf!

b) Beantworte:
— Wie andert sich V, wenn t wachst?
— Sinkt V auf die Hilfte, wenn t verdoppelt
wird?
— Nach wieviel Minuten ist das GefaB leer?

Wie kann man dies an der Formel erkennen?

Fig. 30

Falls das Koordinatensystem schon zur Verfigung steht, kénnen solche Aufgaben so
erweitert werden, da8 auch Funktionsgraphen gezeichnet werden. Dies wird am Anfang
des Unterrichts in elementarer Algebra noch nicht mdglich sein, ich pladiere aber dafir,
méglichst bald damit zu beginnen. Zwar stellt das Zeichnen- und Interpretierenkonnen
von Funktionsgraphen ein Lernziel dar, das iiber den engeren Bereich der elementaren
Algebra hinausgeht und mit mancherlei neuen Schwierigkeiten verbunden ist (siehe
z.B. JANVIER 1978, FISCHER/MALLE 1985, S. 238), jedoch sind davon vertiefende

Rickwirkungen auf die Fahigkeit zum FErkennen von Abbangigkeiten in Formeln zu
erwarten.

Man mu8 sich jedoch nicht auf Zeitabhangigkeiten beschrinken. Zum Einstieg eignen

sich auch andere Abhangigkeiten, soferne diese durch stetige Vorginge realisiert werden

konnen. Ein Beispiel stellt die folgende Aufgabe dar.
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3 Ein in einem Behdlter befindliches Gas wird durch einen Kolben kompri-
miert. Soferne die Temperatur des Gases konstant gehalten wird, hingt das
Volumen V des Gases vom Druck p in folgender Weise ab:

V=E
p

Dabei ist k eine Konstante.

a) Wie andert sich das Volumen V, wenn der Druck p verdoppelt wird?

b) Auf welchen Teil sinkt V', wenn p verdoppelt wird?

¢) Auf das Wievielfache mu8 p erh&ht werden, damit V' auf den zehnten
Teil sinkt?

Bei der Behandlung dieser Aufgabe kann man &hnlich vorgehen wie bei den Aufgaben 1

und 2 (siehe Fig. 31 a, b, c, d).

p wichst VA
Fig. 31 ¢
4 - —
.4;_“, . - I
> !
I
Fig. 31 a I .
— P
wichst
Pl v k= 2000
. 10]200 k
g‘ 15 | 133 ‘: V=—
gV 20(100 V& / P
25| 80 Fig. 31 b fallt wichst  Fig. 31d

Fragen wie in Aufgabe 3b sollten zunichst nicht formal, sondern intuitiv anhand der
Sachsituation (unterstiitzt durch die Tabelle und eventuell den Funktionsgraphen) be-

antwortet werden. Es scheint mir aber empfehlenswert zu sein, relativ bald Schreib-

weisen der folgenden Art einzufiihren:

V(p) =

S|
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Das Symbol V(p) soll dabei nur ausdriicken, da V von p abhangig ist. Eine explizite
Thematisierung des Funktionsbegriffes ist dazu nicht vonnoten. Mit solchen Symbolen

kénnen formale Begriindungen gegeben werden, z.B. in Aufgabe 3b:

V(2-p)=—k—=

1 1
2-p 2

k
;=§‘V(P)

Wie wir im Abschnitt 3.1 (Beispiel 2 auf Seite 82) herausgearbeitet haben, leisten der-
artige Argumentationen keinen direkten Beitrag zur Entwicklung des Veranderlichen-
aspektes. Ich glaube aber, daB sie auf indirektem Wege Einsichten in Abhangigkeiten

von Grofen in Formeln mit sich bringen.

Schreibweisen dieser Art kdnnen auf die Abhangigkeit einer Grofie von zwei oder meh-

reren anderen Groflen ausgedehnt werden, z.B.:

4 Der Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlangen a und b ist gegeben
durch:

Afa,by)=a-b
a) Wie idndert sich A, wenn b wichst und ¢ konstant bleibt?

b) Wie andert sich A, wenn a verdreifacht wird und b konstant bleibt?
Veranschauliche die Antwort an einer Skizze!

¢) Wie indert sich A, wenn a verdoppelt und b verdreifacht wird? Skizze!

d) Wie miissen a und & verindert werden, damit A auf das 12-fache wichst?
Gib mindestens vier verschiedene Mdglichkeiten an! Skizzen!

Nach lingerem Verweilen in Sachsituationen sollten Schiiler den Veranderlichenaspekt
von Variablen so weit entwickelt haben und ein ,,Gefiihl“ fiir Abhéangigkeiten in Formeln
erworben haben, daf sie solche Fragen auch an nicht eingekleideten Formeln beantwor
ten konnen (eventuell unterstiitzt durch Tabellen oder Funktionsgraphen), etwa jene

Fragen, bei denen die im Abschnitt 3.2 vorgestellten Schiiler so klaglich versagt haben:

5 Gegeben ist die Formel: z=%

a) Wie &ndert sich z, wenn y wiichst (und z gleichbleibt)?
b) Wie &ndert sich z, wenn y verdoppelt wird?
c) Wie muB y gedndert werden, damit z verdoppelt wird?



4 TEXTE UND FORMELN

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit der Ubersetzung von umgangssprachlichen
Texten in algebraische Formeln und umgekehrt. Ausgehend von empirischen Beobach-
tungen wird eine einfache Theorie entworfen, mit der man solche Prozesse beschreiben
und Schillerfehler erklaren kann. Aus den theoretischen Uberlegungen werden sich
weitere Unterrichtsvorschlige zum Aufstellen und Interpretieren von Formeln ergeben.
Einige Bemerkungen zur Behandlung von Textaufgaben im Unterricht werden ange-

schlossen.

4.1 Ein Umbkehrfehler

Im Jahre 1980 publizierten ROSNICK und CLEMENT einen Artikel ,, Learning with-
out Understanding® in dem sie einen haufigen Umkehrfehler beschreiben, der vorher
schon von CLEMENT und KAPUT (1979) berichtet wurde. Sie legten ihren Versuchs-
personen (Studenten verschiedener Studienrichtungen) u.a. die schon im Abschnitt 1.1

betrachtete Aufgabe vor:

Es sei § die Anzah! der Studenten und P die Anzahl der Professoren an einer Uni-
versitat. Auf einen Professor kommen 6 Studenten. Driicken Sie die Beziehung
zwischen § und P durch eine Gleichung aus!

Nur etwa 60 % der Befragten konnten diese Aufgabe richtig 16sen (wobei Studen-
ten der Wirtschaftswissenschaften signifikant schlechter abschnitten als Studenten der
Technik). Eine Folgeuntersuchung von LOCHHEAD (1980) an Lehrern und Univer-

sitétsprofessoren verschiedener Fachrichtungen ergab kein besseres Resultat.

Von den, Versuchspersonen, die die obengenannte Aufgabe falsch gelost hatten, machten

fast alle denselben Fehler. Anstelle der richtigen Antwort

S =6P
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schrieben sie:

P=65

ROSNICK ﬁnd CLEMENT versuchten auch, Mafnahmen zur Beseitigung dieses Feh.
lers zu untersuchen. Einige Versuchspersonen, die die obengenannte Aufgabe falsch
gelést hatten, wurden einer eingehenden (im Durchschnitt eine Stunde dauernden)
Unterweisung unterzogen, in der jeweils einige der folgenden ,,Therapien® eingesetzt

wurden:

a) Es wurde den Versuchspersonen die blofle Mitteilung gemacht, daB das Resultat
falsch sei.

b) Es wurde den Versuchspersonen erldutert, daf S die ,Anzahl der Studenten® und
nicht die ,Studenten” bedeutet; analog fir P.

c) Es wurde herausgearbeitet, dal an der Universitat mehr Studenten als Professo-
ren sind.

d) Es wurden Zahlen eingesetzt. Z.B. miissen es bei 10 Professoren 60 Studenten

sein. Somit wiirde aus 65 = P die falsche Beziehung 6 - 60 = 10 folgen.
e) Die Situation wurde durch Graphen g

oder Tabellen (wie in Fig. 32 bzw. 39 . -—:,—‘%‘

Fig. 33) dargestellt. 2 ) 2 {n
f) Die Aufgabe wurde mittels einer Pro- :: . T 31

portion gelGst, etwa S: P =6:1. & ‘1
g) Es wurde eine korrekte Lésung eines —— ; ¥

Analogproblems vorgefiihrt. Fig. 32 Fig. 33

Anschliefend wurden den Versuchspersonen Analogaufgaben gestellt, z.B.:

Es sei Z die Anzahl der Ziegen und X die Anzahl der Kithe auf einer Weide. Es

sind fiinfmal so viele Ziegen wie Kiihe auf der Weide. Driicken Sie das durch eine
Gleichung mit Hilfe von Z und K aus!

Es zeigte sich, daB ein GroBteil der Versuchspersonen (ca. 80 %) wieder in den fritheren
Fehler verfiel und die Gleichung verkehrt anschrieb. Das Phinomen muf also tiefer
sitzen und kann nicht durch ein paar kurze Belehrungen beseitigt werden. (Zu Ver-
suchen, den Fehler durch geeignete Mafinahmen zu beseitigen, vergleiche man auch

WOLLMANN 1983, COOPER 1984 a, KAPUT/SIMS-KNIGHT/CLEMENT 1985.)
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In der Zwischenzeit wurden die Untersuchungen von ROSNICK und CLEMENT in
einigen anderen Landern nachvollzogen, wobei sich stets anndhernd die gleichen Re-
sultate zeigten (z.B. MESTRE/LOCHHEAD 1983, COOPER 1986). Auch in unseren
eigenen Untersuchungen, die mit Unterstitzung von Lehrern an verschiedenen &ster-
reichischen Schulen durchgefithrt wurden, zeigte sich, daB mindestens die Hilfte der

Befragten den Umbkehrfehler beging.

Manchmal wird eingewandt, dafi die Professoren-Studenten-Aufgabe den Charakter
einer Fangaufgabe habe. Der Fehler kénne auch einem professionellen Mathematiker
passieren, wenn er nicht aufpaBt. Das ist richtig. Aber der Mathematiker kann seinen
Fehler sofort korrigieren, wenn er darauf aufmerksam gemacht wird. In den empirischen
Untersuchungen zeigte sich jedoch immer wieder das merkwiirdige Phinomen, daB
viele Versuchspersonen hartndckig auf threr falschen Lésung bestehen und sich heftig
gegen ein Umdrehen der Gleichung wehren. Der Fehler ist also mehr als ein blofler

Ausrutscher.

Manchmal wird eingewandt, daB die Anfangsbuchstaben S und P irrefiihrend seien,
weil sie dazu verleiten, sie als ,Studenten® bzw. ,Professoren zu interpretieren, statt
sie als ,,Anzahl der Studenten“ und , Anzahl der Professoren“ zu deuten. Es wird
behauptet, daB der Fehler weniger leicht passieren konne, wenn man anstelle von S und
P die Buchstaben X und Y verwendet. Das ist jedoch nicht richtig. SIMS-KNIGHT
und KAPUT (1983 ) sowie COOPER. (1986) konnten nachweisen (letzterer an nahezu
1000 Schiilern), da8 der Fehler mit X, Y ungefahr gleich haufig auftritt wie mit den
Anfangsbuchstaben der jeweiligen Worte. Wir konnten dies auch in unseren eigenen
Untersuchungen feststellen. In CLEMENT 1982 wird sogar von einer Untersuchung
berich’r.et, in der die Versuchspersonen, die X und Y verwendeten, etwas schlechter
abschnitten als diejenigen, die § und P verwendeten. (In MESTRE/LOCHHEAD
1983 schnitten diese Versuchspersonen jedoch etwas besser ab.) FISHER (1988) hat
in ihrer Untersuchung neben S und P auch die Bezeichnungen N, und N, verwendet
(ynumber of students“ und ,,number of professors“). Diejenigen Versuchspersonen, die
N, und N, verwendet haben, schnitten sogar signifikant schlechter ab als die, die S

ind P verwendet haben.
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COOPER hat in seiner Untersuchung noch festgestellt: Der Umkehrfehler passiert
hiufiger, wenn ein Text in eine Formel dbersetzt wird, als wenn eine Formel in eipen
Text fibersetzt wird. Der Umkehrfehler passiert weniger haufig, wenn der Malpunkt
angeschrieben wird, wenn also etwa S = 6 - P statt S = 6P geschrieben wird. Ei
interessantes Ergebnis stammt von SEEGER. (1990): Die meisten der von ihm unter-
suchten Schiiler kamen trotz falsch aufgestellter Formel zu richtigen Ergebnissen bei
Anwendungen auf Zahlenbeispiele. Beziiglich weiterer Ergebnisse zum Umkehrfehler

sei auf PHILIPP 1992 verwiesen.

Erklarungsversuche fiir den Umkehrfehler

Was konnten mogliche Ursachen fiir den Umkehrfehler sein? ROSNICK und CLE-
MENT diskutieren eine naheliegende Erklarung, welche besagt, da8 der Fehler aus der
verbalen Formulierung des Tertes resultiert. Der Buchstabe P wird als Abkirzung fir
~Professor“, der Buchstabe S als Abkirzung fiir ,Studenten®, das Gleichheitszeichen

als eine Abkiirzung fiir die Wendung ,,auf einen ...... kommen“ verwendet:

Auf einen Professor kommen 6 Studenten

| I I |
P = 6 S

Mag sein, da die verbale Formulierung eine Rolle spielt. Doch bemerkten schon ROS-
NICK und CLEMENT, daB dies keine hinreichende Erklarung fiir den Fehler sein kann.
Sie variierten in ihren Untersuchungen systematisch die verbale Formulierung, insbe-
sondere die Wortstellung, und steliten fest, daB der Fehler einigermafen unabhéngig
von der verbalen Formulierung passierte. Die Ergebnisse wurden auch nicht besser,
wenn die Angaben durch Bilder anstelle von Texten vorgegeben wurden. (Unterst-
chungen wie MESTRE/LOCHHEAD 1983 oder SIMS-KNIGHT/KAPUT 1983 2 zel-
gen sogar, daf} die Ergebnisse in solchen Fillen schlechter werden.) Es muB also weitere

— und tieferliegende — Griinde fiir diesen Fehler geben.

DAVIS (1980) hat den Umkehrfehler mit Hilfe eines »Zahlenschemas® und eines ,Bit"
heitenschemas“ erklirt. FaBt man etwa C und D als »Anzahl der Zentimeter* bz¥.

»Anzahl der Dezimeter* auf, dann gilt C = 10D. FaBt man hingegen C und D als
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MaBeinheiten auf (wie cm und dm), dann gilt D = 10C (entsprechend dm = 10 cm).
Wendet nun ein Schiiler bei der Professoren-Studenten-Aufgabe das ,Zahlenschema*
an, d.h. faBt er S und P als Zahlen auf, dann kommt er zur richtigen Gleichung
§ = 6P. Wendet er hingegen das ,Einheitenschema® an, d.h. behandelt er S und P

wie MaBeinheiten, dann kommt er zur falschen Gleichung P = 6S.

Diese Erklarung scheint mir einerseits zu speziell formuliert zu sein, weil ich nicht
glaube, daB Schiiler bei solchen Aufgaben sonderlich an MaBeinheiten denken, ande-
rerseits aber doch etwas Wesentliches zu treffen. Ich mdchte sie daher im folgenden
aufgreifen und verallgemeinern. Dabei will ich die Problematik des Umkehrfehlers von
einer grundsatzlicheren Warte aus angehen und die allgemeinere Frage stellen, was bei
einer Ubersetzung von einem umgangssprachlichen Text in eine algebraische Formel
eigentlich vor sich geht und wie Fehler dabei zustandekommen kénnen. Aus diesen

Uberlegungen wird sich insbesondere eine Erklarung fiir den Umkehrfehler ergeben.

4.2 Vom Text zur Formel: Ein Dreischritt-Modell

Die folgenden Uberlegungen basieren auf der Annahme, daf ein Text im allgemei-
nen nicht direkt in eine Formel iibersetzt wird (wobei gewisse sprachliche Wendungen
durch gewisse Symbolfolgen ausgedriickt werden), sondern daB dieser Prozef in meh-
reren Zwischenschritten verliuft, in denen kognitive Konstruktionen stattfinden.
In ganz simplen Fillen mdgen direkte Ubersetzungen (ohne Zwischenschritte) funktio-
nieren. Ein Lehrer berichtete mir etwa, daB er in einem Text alle auf ein Pluszeichen
filhrenden sprachlichen Ausdriicke blau unterstreichen liBt, alle auf ein Malzeichen
fihrenden Ausdriicke rot usw. und dies dann in eine Formel {ibersetzen laBt. DaB
50 etwas manchmal tatsachlich funktionieren kann, zeigt auch ein Computerprogramm
von BOBROW (1968)

beruht. Allerdings funktioniert dieses Programm nur bei allereinfachsten Texten und

, welches hauptsichlich auf einer solchen direkten Ubersetzung
macht Fehler, sobald die Texte geringfiigig anspruchsvoller werden — und dasselbe
ist wohl auch von den Schiilern des obengenannten Lehrers zu befiirchten. Direktes

Ubersetzen eines Textes in eine Formel ist also kein brauchbares Modell und auch keine
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brauchbare Strategie fiir den Unterricht (siehe dazu auch CHAIKLIN 1989).

Zur Beschreibung der in den Zwischenschritten ablaufenden kognitiven Konstruktione
sind einige Termini notwendig. Das Endprodukt einer kognitiven Konstruktion be
zeichne ich im folgenden als Wissensstruktur. Eine Wissensstruktur enthalt schema
tisches, vernetztes Wissen in bezug auf einen bestimmten Bereich, das unter bestimn.
ten Bedingungen konstruiert wurde und eventuell im Langzeitgedachtnis abgespeichert
wird, von wo aus es wieder abgerufen werden kann. Klarerweise sind Wissensstruk-
turen blof theoretische Konstrukte und konnen nicht direki beobachtet werden. Si
im Detail zu beschreiben, ist meist schwierig bis unméglich. Man kann sich zu ihre
Beschreibung gewisser Darstellungsmdglichkeiten der Kognitiven Psychologie bedienen
(z.B. Beziehungsnetze oder ahnliches). Dies werden wir im Abschnitt 5.2 auch tun. b
diesem Kapitel begniige ich mich aber der Einfachheit halber damit, Wissensstruktv
ren durch Visualisierungen darzustellen, die die jeweils interessierenden Momente in
irgendeiner Weise widerspiegeln. Man beachte aber, daB eine Visualisierung nicht mit

der dahinterliegenden Wissensstruktur identisch ist.

Ich schlage vor, den ProzeB der Ubersetzung eines Textes in eine Formel als einen
dreischrittigen ProzeB aufzufassen. Im ersten Schritt konstruiert der Schiiler — ent-
sprechend dem vorgelegten Text — eine Wissensstruktur (oder ruft eine fertige, it
seinem Langzeitgedachtnis gespeicherte Wissensstruktur auf), die ich als konkret-
anschauliche Wissensstruktur bezeichnen méchte. Diese Struktur enthalt jene I
formationen des Textes und méglicherweise einige hinzugefiigte Informationen, die der
Schiler fur relevant hilt. Im zweiten Schritt konstruiert der Schiiler diese Struktur
entsprechend den mathematischen Erfordernissen um (oder ruft wiederum eine fer-
tige Wissensstruktur aus seinem Langzeitgedachtnis auf) und gelangt dadurch zu einer
Struktur, die ich als abstrakt-formale Wissensstruktur bezeichnen méchte. I

dritten Schritt {ibersetzt er diese Struktur oder Teile daraus in eine algebraische For-
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mel. Dieser ProzeB ist in der folgenden Figur dargestellt:

Text Formel
il
Konkret-anschauliche Abstrakt-formale
Wissensstruktur Wissensstruktur Fig. 34

Grob gesprochen geht es im ersten Schritt darum, den Text zu erfassen, was sich
u.a. darin dufern kann, dafl der Schiller den Text in eigenen Worten wiedergeben
oder die Situation anschaulich darstellen kann. Im zweiten Schritt geht es darum,
den Text unter einem mathematischen Blickwinkel zu betrachten und gegebenenfalls
umzuinterpretieren. Dazu gehort u.a., geeignete Rechenoperationen und deren Abfolge
zu erkennen oder mathematische Beziehungen zwischen den beteiligten Zahlen bzw.
GréBen zu sehen. Im dritten Schritt geht es darum, das unter diesem Blickwinkel

Betrachtete durch mathematische Symbole auszudriicken.

Die einzelnen Prozefischritte laufen nicht immer so streng hintereinander ab wie in
Fig. 34 dargestellt. Vor allem sind der zweite und dritte Prozefischritt oft eng mitein-
ander verwoben. Beispielsweise konnen Buchstaben bereits eingefiihrt werden, bevor
nach geeigneten Zahlenbeziehungen gesucht wird, und diese Suche kann in enger Ver-
bindung mit den Buchstaben erfolgen. Unter Umstinden muf dabei wieder auf den
urspringlichen Text zuriickgegriffen werden usw. Die zeitliche Aufeinanderfolge der

drei Prozefschritte ist also als modellhafte Vereinfachung bzw. Idealisierung anzuse-

hen.

Die Hauptschwierigkeiten in diesem ProzeB scheinen im zweiten Schritt zu liegen. Viele
Beobachtungen deuten darauf hin, daB Schiiler zwar im allgemeinen keine besonderen
Schwierigkeiten haben, zu einem Text eine geeignete konkret-anschauliche Wissens-
struktur zu entwickeln, aber haufig grofe Schwierigkeiten haben, zu einer geeigneten
abstrakt-formalen Wissensstruktur zu gelangen. In manchen Fallen scheinen diese

Strukturen — wie wir an Beispielen noch sehen werden — véllig zu fehlen. Die Folge
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davon ist, daB diese Schiiler versuchen, ihre konkret-anschauliche Wissensstruktur di
rekt in eine Formel zu iibersetzen, was im allgemeinen schief geht. Dieser Abkiirzungs-

prozeB ist in der folgenden Figur dargestellt:

Text Formel
\ /
/
—_—— - =
Konkret-anschauliche Abstrakt-formale
Wissensstruktur Wissensstruktur Fig. 35

Ich méchte das an der Professoren-Studenten-Aufgabe illustrieren. Im ersten Schritt
hat man, um den Text iiberhaupt erfassen zu kénnen, eine konkret-anschauliche Wis

sensstruktur zu bilden, die man so visualisieren konnte:

O O (o] (o] o (@] Fig. 36

Diese Figur zeigt einige konkrete Objekte in stilisierter Form (einen Professor und sechs
Studenten) und eine bestimmte Entsprechung zwischen diesen Objekten, namlich da -
eines dieser Objekte den anderen sechs Objekten gegeniibersteht. Aber diese Visuali-
sierung ist unbrauchbar, um eine Formel niederzuschreiben. Wir milssen zuerst eie |
abstrakt-formale Wissensstruktur dadurch aufbauen, daf§ wir von den konrkreten Objek-
ten und der Entsprechung zwischen diesen loskommen und zu Anzahlen von Objekier
sowie einer Beziehung zwischen diesen gelangen. Statt Professoren und Studenter
missen wir die Anzahl der Professoren und die Anzahl der Studenten betrachten und
statt der Entsprechung von Professoren und Studenten die Beziehung, daf} die Anzahl
der Studenten sechsmal so gro8 ist wie die Anzahl der Professoren. Diese Beziehung

kénnte man wie in Fig. 37 oder Fig. 38 visualisieren. (Man beachte, daf solche Visi&
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lisierungen nicht naheliegen und im Unterricht erst gelernt werden miissen.)

[ s ] — S .
I el PRI [P ?P-ﬁ‘P:P:Papa

Fig. 37 Fig. 38

ke

Die diesen Visualisierungen zugrundeliegende Wissensstruktur ist nun zu einer Uber-
setzung in eine Formel geeignet und fihrt zur Gleichung S = 6 - P. Da jedoch viele
Schiiler es nicht schaffen, eine solche Wissensstruktur bzw. Visualisierung herzustel-
len, bleiben sie bei der konkret-anschaulichen Wissensstruktur bzw. der dazugehédrigen
Visualisierung (Fig. 36) hangen und versuchen, diese in eine Formel zu ibersetzen. Sie
bezeichnen das eine Objekt mit P, jedes der anderen Objekte mit S, kiirzen die Ent-
sprechung der beiden Arten von Objekten mit einem Gleichheitszeichen ab und landen

auf diese Weise — mit todlicher Sicherheit — bei der falschen Gleichung P = 6S.

Die konkret-anschauliche Visualisierung in Fig. 36 ist nicht nur ungeeignet, unmittelbar
in eine Formel iibersetzt zu werden, sie kann sogar in einer heimtiickischen Weise
gefahrlich sein. Die dieser Visualisierung zugrundeliegende Wissensstruktur enthalt ein
Schema, welches ich als Entsprechungsschema bezeichnen mochte. Dieses Schema
représentiert einfach das Wissen, dafl irgendwelche Objekte einer Art irgendwelchen
Objekten einer anderen Art gegeniiberstehen oder diesen entsprechen. Dieses Schema
ist 50 fundamental und selbstverstandlich, da wir Mithe haben, es iberhaupt als ein
Schema zu erkennen. Aber es ist ein solches und zwar eines, das unser Verhalten
bestindig steuert. Es entwickelt sich wahrscheinlich schon in den friihesten Tagen
unseres Lebens und bewshrt sich immer wieder in ganz hervorragender Weise. Es
enthilt das ,Finheitenschema® von DAVIS als einen Spezialfall (10 cm entsprechen
einem dm). Da dieses Schema praktisch unbewufit angewendet wird, ist es gar nicht
verwunderlich, daB es sich auch beim Aufstellen einer Formel als eine ganz ,natiirliche®
Angelegenheit anbietet, wobei die Buchstaben P und S als Objekte aufgefafit werden
und die Entsprechung dieser Objekte durch ein Gleichheitszeichen ausgedriickt wird.
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Additive Umkehrfehler

Der Umkehrfehler tritt nicht nur in multiplikativer, sondern auch in additiver Rom
auf, d.h. statt ¥ = X + C wird X =Y + C geschrieben. Dieser Fehler kann hiufign
analoger Weise erklart werden wie der multiplikative Umkehrfehler, namlich dadurd,
daB die betreffenden Schiiler wegen des Fehlens einer geeigneten abstrakt-formalm
Wissensstruktur versuchen, ihre konkret-anschauliche Wissensstruktur direkt in eine

Formel zu tubersetzen.

2
Betrachten wir als Beispiel das Verhalten von Roberto (11). Es geht
um den Text: Y X
Fin Knabe ist um zwei Jahre dlter als ein Mddchen.
Roberto bezeichnet das Alter des Knaben mit X, das Alter des Fig. 39

Madchens mit Y, schreibt Y = X + 2 und zeichnet die Strecken-
darstellung in Fig. 39 (anscheinend hat er das vorher irgendwo gelernt). Aus den
Interview geht aber ziemlich deutlich hervor, daf er die Strecken nicht als Zahlen, sor
dern als stilisierte Personen auffaBt. Er erlautert die Figur so, daB der Knabe zvel
Jahre langer gewachsen ist als das Madchen und daher grofer ist. In dieser konkret-
anschaulichen Wissensstruktur bleibt er stecken. Er wendet das Entsprechungsschema

an, kiirzt die Entsprechung mit einem Gleichheitszeichen ab und kommt so zur Glé

chung ¥ = X 4 2.

Als zweites Beispiel betrachten wir einen kurzen Ausschnitt aus einem Interview mit

Anabel (13). Es geht dabei im wesentlichen um den Text:

Astrid hat um 5 Briefmarken mehr als Claudia.

A: Ah, mehr ... Dann ist hier 5+ X = Y. Das X steht fiir die Marken [der
Astrid], weil sie hat um 5 mehr als die Claudia; und das Y heift, wieviel
die Claudia Marken hat. Das X steht fiir die Marken von der Astrid und
das Y fiir die von der Claudia: 5 + X4 = Yo. (Es gelingt Anabel erst

n'ach Yingerer Zeit und durch massive Hilfe des Interviewers, ihren Febler
einzusehen.)
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Mag sein, daB die sprachliche Formulierung hier A

C

eine gewisse Rolle gespiel.t hat und dafi Ana- M4 M
bel die Wendung ,,Astrid hat um 5 Briefmarken

mehr® mit , X + 5% iibersetzt hat. Uber die von Fig. 40

Anabel aufgebaute Wissensstruktur erhdlt man Aufschlisse, wenn man den weiteren
Interviewverlauf betrachtet. Anabel entwirft dabei die Zeichnung in Fig. 40. Sie zeich-
net zunichst 5 Marken fur Astrid und 5 Marken fiir Claudia, streicht die letzteren
aber dann mit der Bemerkung durch, daf Astrid ja 5 Marken mehr habe. Sie geht
also anscheinend zunéchst von der Vorstellung aus, daB Astrid und Claudia gleich

viele Marken haben, erinnert sich aber dann, daB bei Claudia 5 Marken weniger liegen

miissen. Man kdnnte diese Wissensstruktur deutlicher folgendermafien visualisieren:
5 X
Astrids Marken: googog oo--..g

Claudias Marken: go....o0 Fig. 41
Y

Anabel bleibt nun in dieser konkret-anschaulichen Wissensstruktur stecken. Sie wendet
das Entsprechungsschema an, fafit 54 X als eine Abkiirzung fiir Astrids Marken, Y als
eine Abkiirzung fiir Claudias Marken auf (wobei die Marken und nicht die Anzahlen
der Marken gemeint sind), driickt die Entsprechung durch ein Gleichheitszeichen aus
und kommt so zur Gleichung 5+ X =Y.

Fehlererklarung mit dem Dreischritt-Modell

Ein Vorteil des vorgestellten Dreischritt-Modells zur Ubersetzung von Texten in For-
meln besteht darin, da man manche Schiilerfehler genauer lokalisieren kann. Jeder
S_chritt des Prozesses kann zu spezifischen Schwierigkeiten bzw. Fehlern filhren. Selbst-
verstindlich kénnen dabei in mehreren Schritten Fehler passieren, wie etwa beim Um-
kehrfehler (der zweite Schritt wird ausgelassen, im dritten Schritt wird eine Entspre-
chung von Objekten durch ein Gleichheitszeichen ausgedriickt). In den Abschnitten 4.3
bis 4.5 studieren wir einige Fehler, die sich mehr oder weniger einzelnen Prozefischritten

zuordnen lassen.
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4.3 Fehler im ersten Prozef3schritt

Dieser Schritt ist meines Erachtens meist nicht das Hauptproblem. Es ist jedoch
méglich, daB ein Text von einem Schiiler so miBverstanden wird, daB er eine unpassende
konkret-anschauliche Wissensstruktur aufbaut und deshalb scheitert. Es handelt sig
hier um Sprachprobleme, die mit den mathematischen Aspekten der gestellten Aufgabe

genaugenommen nichts zu tun haben.

Betrachten wir ein Beispiel: Pedro (14) faBt den Text der Professoren-Studenter
Aufgabe ganz falsch auf. Er interpretiert die Wendung ,,Auf einen Professor kommen
6 Studenten“ so, dafl er sich sechs Studenten vorstellt, die sich aus der Gruppe der
Studenten l3sen und auf einen bestimmten Professor zugehen. Er illustriert dies durch

die folgenden beiden Figuren, weil dann aber nicht weiter:

°
O o0 ® ® ..
o ooog OO ©o0© o0
oG o ®ce e 00, o
©000™——00 g0 oo o'y
P 00 oO o
o) 4 S
] P
Fig. 42 Fig. 43

In verschiedenen Interviews wurden die Schiler aufgefordert, den Text in eigenen Wor-
ten wiederzugeben. Dabei konnten wir nicht selten beobachten, dafi Kinder den Text
uminterpretierten oder selbsterfundene Informationen hinzufiigten — nicht selten

sogar numerische Informationen.

Betrachten wir dazu als Beispiel einen Ausschnitt aus einem Interview mit Simone (11)~

Simone ibersetzt den Text ,Astrid hat um 5 Briefmarken mehr als Claudia® mit:
A+5=C-5

Sie interpretiert dies so: ,Astrid erhilt 5 Marken und Claudia gibt 5 weg®. Sie stellt .
sich also anscheinend vor, daB Astrid von Claudia 5 Marken erhilt, eine Information

die im vorgelegten Text nicht enthalten ist.
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Episodisches Denken als Hindernis

Die Versuche von Schiilern, einen Text in eigenen Worten wiederzugeben oder diesen
zeichnerisch darzustellen, wiesen haufig einen episodischen Charakter auf, d.h. die

Schiiler erzihlten Geschichten bzw. Handlungsablaufe.

Manche Kinder verloren den urspringlichen Text ganz aus den Augen und ergingen
sich in ungehemmten Assoziationen. Dies war vor allem bei Grundschulkindern fest-
zustellen. Mit zunehmendem Alter wurde dieses Verhalten seltener. Jedoch konnte es

auch noch bei alteren Kindern gelegentlich beobachtet werden.

Man kann daraus schliefen, dafl in manchen Fallen die konkret-anschauliche Wissens-
struktur Wissen in episodischer Form enthélt oder dafi dieses episodische Moment
ins Spiel kommt, wenn diese Wissensstruktur weiterverarbeitet werden soll, z.B. verbal
wiedergegeben oder zeichnerisch dargestellt werden soll. Wie auch immer, dieses episo-
dische Moment kann bewirken, daB die konkret-anschauliche Wissensstruktur verdndert

wird und sich dabei vom urspriinglichen Text mehr und mehr entfernt.

Tritt dieses episodenhafte Moment in Aktion, wenn eine konkret-anschauliche Wis-
sensstruktur zu einer abstrakt-formalen weiterverarbeitet werden soll, dann ist dieses
Unternehmen mehr oder weniger zum Scheitern verurteilt, da das episodische Den-
ken die Konstruktion geeigneter Zahlen- bzw. GrofSenbeziehungen ernstlich behindert.
Versuchen solche episodisch denkenden Schiiler trotzdem, eine Formel hinzuschreiben,

kdnnen kuriose Dinge herauskommen.

Betrachten wir dazu ein Beispiel: Harry (11) sollte die Gesamtkosten einer Familie
fiir einen Schiurlaub zuerst numerisch ausrechnen und dann dafiir eine Formel aufstel-
len. Im Verlauf des Interviews entwarf er die Zeichnungen in Fig. 44. Harrys erster
Vorschlag stellt einfach die Abfolge der Auslagen der Familie dar. In seinem zweiten
Vorschlag kiirzt er verschiedene Bilder durch Buchstaben ab (Familie: F, Urlaub: U,
Auto: A, Hotel: H, Schilift: Schit). Sein letzter Vorschlag resultiert aus dem Versuch,
konkrete Zahlen zu vermeiden. Man sieht deutlich, daB seine Vorschlige zwar immer

schematischer werden, aber bis zum Schlu episodisch bleiben.
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Mit der algebraischen Notation hat sein letzter Vorschlag iibrigens nicht viel Ahnlich-

keit, eher schon mit der Bedienungsanleitung fiir ein Tastentelefon:
)
' od. Fig. &

4.4 Fehler im zweiten ProzeBschritt

Die hauptsachliche Schwierigkeit beim Ubergang von einer konkret-anschaulichen zu
einer abstrakt-formalen Wissensstruktur besteht nach den obigen Uberlegungen im
ﬂbergang von einer Entsprechung konkreter Objekte zu einer Beziehung zwischen Zal-
len bzw. GroéBen, die diesen konkreten Objekten zugeordnet werden. Mehr noch: viele
Schiiler wissen anscheinend gar nicht, da$ es in der Mathematik auf eine solche Bezie
hung ankommt. Sie halten die Sache damit fiir abgetan, daB sie die konkreten Objekte

und eine Entsprechung zwischen diesen beschreiben.

Betrachten wir dazu ein Beispiel. In einer Versuchsreihe % %
wurden 10- bis 14-jahrige Schiiler aufgefordert, den folgen- Fig. 46

den Text zu visualisieren: »Ein Knabe ist zwei Jahre alter
als ein Madchen“. Fast alle Schiiler machten eine Zeichnung wie die in Fig. 46. Waurden

die Schiiler gefragt, ob man an dieser Figur erkennen kénne, da der Knabe genau zwe
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Jahre alter ist als das Madchen, begannen einige, die Figuren zu modifizieren. Einige
zeichneten Spielzeuge dazu (2.B. einen Lutscher fiir das Médchen und ein Fahrrad fiir
den Knaben) oder zeichneten, da ihnen dies nicht genau genug erschien, Kalender mit
eingetragenen Geburtsdaten, Geburtstagstorten mit darauf befindlichen Kerzen oder
ahnliches dazu. Auf die Frage des Interviewers, ob man denn nicht auf eine allgemeine
Weise darstellen konne, dafl der Knabe genau zwei Jahre alter als das Madchen ist,
wurde meist kategorisch geantwortet, dafi man nicht mehr tun kdnne und daB es nicht

méglich sei, diese Beziehung auf eine andere Weise zeichnerisch darzustellen.

Anscheinend ist diesen Kindern der Unterschied zwischen ihren konkret-anschaulichen
Wissensstrukturen und den in der Mathematik erforderlichen abstrakt-formalen Wis-
sensstrukturen nie bewufit geworden. Vielleicht wurde ihnen dieser Unterschied auch
nie deutlich gemacht. Mir sind im traditionellen Algebraunterricht kaum Anstrengun-

gen bekannt, die darauf abzielen, diesen Unterschied bewufit zu machen.

Aber selbst wenn es den Schiilern klar ist, daf sie Beziehungen zwischen Zahlen oder
Groflen anffinden miissen, kdnnen Fehler passieren. Es konnen beispielsweise ungeeig-
nete Zahlenbeziehungen konstruiert werden. Als Beispiel dafiir mag ein Ausschnitt aus

dem Interview mit Magdalena (12) stehen:

I: In diesen beiden Schachteln habe ich Murmeln verpackt. Ich habe aber
vergessen, wie viele Murmeln ich in jede Schachtel gegeben habe. Ich weif
nur, daB ich in die zweite Schachtel viermal so viele Murmeln wie in die erste
hineingelegt habe. Kannst du den Text durch eine Gleichung darstellen?

M: 2-4-z = y. Von den zwei Schachteln muf ich zuerst einmal die eine
ausrechnen, das ist 4 mal z. Das z steht fiir eine Schachtel und y steht fiir
die andere Schachtel, weil ich von zwei die eine Schachtel wegzihle.

Magdalena interpretiert zwar sprachlich z und y als Schachteln, da sie jedoch eine
Rechenhandlung mit z und y beschreibt, kann man annehmen, daB ihre Gleichung
© aus einer in jhrem Denken zumindest ansatzweise vorhandenen Zahlenbeziehung (Re-
chena.nweisung) der folgenden Art hervorgegangen ist: Die Murmelanzahl in beiden
Schachteln vermindert um die Murmelanzahl der einen Schachtel ergibt die Murme-
lanzahl der anderen Schachtel. Diese Zahlenbeziehung (Rechenanweisung) ist an sich
korrekt, entspricht jedoch nicht der im Text gestellten Frage. (DaB sie falsch in eine

Gleichung iibersetzt wurde, ist ein Fehler im dritten ProzeBschritt.)
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4.5 Fehler im dritten Prozeflschritt

MiBachtung semantischer Konventionen

In dritten Schritt des Ubersetzungsprozesses mufl das in der abstrakt-formalen Wissens
struktur enthaltene Wissen (oder Teile davon) mit Hilfe von algebraischen Symbolex
ausgedriickt werden. Darin hat man nur eine beschrankte Freiheit, man muf sich a
gewisse Konventionen der algebraischen Notation halten. Dafl diese Notation an ge
wisse Konventionen gebunden ist, ist allgemein bekannt. Aber wenn man von solchen
Konventionen spricht, denkt man meist an syntaktische Konventionen, wie etwa
solche, die Priorititen von Rechenoperationen regeln (Punktrechnung vor Strichrech-
nung, Klammereinsparungsregeln usw.}. Man ist sich meist weniger bewuft, daf die
algebraische Notation auch auf einer Reihe von semantischen Konventionen berubt.
Diese Konventionen wurden in der Geschichte der Mathematik kaum jemals themati
siert und iiblicherweise sprechen Mathematiker auch heute nicht {iber sie. Es handelt
sich um stillschweigende, oft nicht oder kaum bewufite Konventionen, die ohne viel
Authebens akzeptiert werden. Erst einige sensible Mathematikdidaktiker haben sich
ausfihrlicher mit solchen Konventionen beschaftigt. Man bemerkt diese Konventionen
meist erst in Interviews mit Schilern, in denen sich oft herausstellt, da manches, das

einem selbst als véllig selbstverstandlich erscheint, fiir andere gar nicht selbstverstind-

lich ist.

Wir wollen im folgenden vier — von einem didaktischen Blickwinkel aus wichtige —
semantische Konventionen besprechen und herausarbeiten, daB manche Fehler dadurch
erklart werden kénnen, daf§ Schiiler diese Konventionen miBachten.

a) Objekt-Zahl-Konvention

In der elementaren Algebra bedeuten Buchstaben nicht die zugrundeliegenden kow

kreten Objekte, sondern gewisse diesen Objekten zugeordnete Zahlen (bzw. Grofen)

Beispielsweise bedeutet in der Professoren-Studenten—Aufgabe P nicht einen Professol:
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sondern die Anzahl der Professoren und S nicht die Studenten, sondern die Anzahl der
Studenten. Solche ,Verwechslungen“ kénnen bei Schiilern immer wieder beobachtet
werden: ,Geldstlicke® statt ,Anzahl der Geldstiicke“, ,Kartoffeln“ statt ,Preis der
Kartoffeln®, ,Vater® statt , Alter des Vaters®, ,Paket® statt ,Gewicht des Paketes
usw. In all diesen Fallen werden Objekte mit gewissen diesen Objekten zugeordneten

Zahlen bzw. Gréfen ,verwechselt.

Dieser Fehler wurde w.a. von KUCHEMANN (1981) berichtet, der seinen Versuchs-

personen Aufgaben der folgenden Art vorlegte:

Ich kaufe 10 blaue Farbstifte zu b DM pro Stiick und 15 rote Farbstifte zu » DM
pro Stiick. Das kostet mich zusammen 12 DM. Driicke dies durch eine Gleichung
in b und 7 aus!

Manche Schiiler schreiben

b+r=12

und lesen dies: ,Die blauen und die roten Farbstifte kosten zusammen 12 DM*, Diese
Schiiler interpretieren also b und r als ,blaue bzw. rote Farbstifte® und nicht als ,Preis

eines blauen bzw. roten Farbstiftes®.

b) ProzeB-Resultat-Konvention

Ein algebraischer Ausdruck kann sowohl einen Prozef als auch das Resultat dieses

Prozesses darstellen.

In DAVIS/JOCKUSCH/MCKNIGHT 1978 bzw. DAVIS 1984 wird diese Konvention als
wProcess-name-convention“ bezeichnet, da ein algebraischer Ausdruck auch als Name
fir das Resultat eines Prozesses aufgefafit werden kann. Z.B. kann der Term z + 4
einerseits als ein ProzeB aufgefaBt werden, bei dem zur Zahl z die Zahl 4 addiert
wird, andererseits aber auch als ein Name fiir das Resultat dieses Prozesses. GRAY
und TALJ, (1993) verweisen ebenfalls darauf, dal durch die mathematische Symbo-
lik vielfach ein Proze (,process®) sowie auch das Ergebnis des jeweiligen Prozesses

(,,concept“) ausgedriickt wird, was sie in der Wortneubildung ,,procept % gusammenfas-

sen.
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Viele Schiiler konnen Ausdriicke wie z +4 , 2-a , /T usw. zwar als Prozese
auffassen, haben aber Schwierigkeiten, diese Ausdriicke als Namen fiir die Resultate
dieser Prozesse anzusehen. Sie fassen diese Ausdriicke als ,unausgefiihrte Rechnunger*
auf und sind nicht bereit, derartige Ausdriicke als Namen fiir Zahlen anzuerkennen

(COLLIS 1978, EKENSTAM/GREGER 1987).

c) Handlungs-Beziehungs-Konvention
FEin algebraischer Ausdruck kann sowohl eine Rechenhandlung als auch eine Be

ziehung zwischen Zahlen (Grofien) bedeuten.

Z.B. sagt die Gleichung S = 6 - P einerseits aus, da man die Zahl S erhalt, wem

man P mit 6 multipliziert (dies ist eine Rechenhandlung), andererseits aber auch, daf

S das Sechsfache von P ist (dies ist eine Beziehung zwischen den Zahlen S und P).
Beide Aspekte werden in der algebraischen Notation ,kondensiert“. Das ist keines ‘
wegs selbstverstiandlich, weil man ja in der Notation unterscheiden konnte, ob eine
Rechenhandlung oder eine Zahlenbeziehung gemeint ist (z.B. durch die Schreibweisen
S« 6-Pund §S=6-P). Im Falle der Formel S = 6 - P besteht ein sehr enger Zusam
menhang zwischen Rechenhandlung und Zahlenbeziehung. Bei anderen Formeln kann

dieses Verhiltnis jedoch komplizierter sein.

Die Handlungs-Beziehungs-Konvention héngt eng mit der Prozef-Resultat-Konvention
zusammen. Viele Schiiler sind — aufgrund ihrer arithmetischen Vorerfahrungen — nur
imstande, in einem Term wie 6- P eine Aufforderung zum Rechnen zu sehen und kénnen
daher auch in der Formel S = 6 - P nur eine Rechenhandlung (bzw. Rechenanweisung)
sehen. Um in der Formel S = 6 - P eine Zahlenbeziehung sehen zu kénnen, mufl mat k
zunachst in der Lage sein, in dem Term 6 - P eine Zahl zu sehen. Wegen dieses enged
Zusammenhanges dieser beiden Konventionen wird meist mit der einen auch die andere
miBachtet. Schiiler, denen diese Konventionen nicht geldufig sind, konnen Formeln
kaum richtig verstehen. Solche Schiiler suBerten in den Interviews auch gelegentlich
ihr MiBfallen an Formeln. Z.B. hielten manche die Formel S = 6 - P fiir einen Unsiod,

weil man S nicht berechnen kénne, solange P nicht gegeben ist. Manche bezeichneted

diese Formel als eine ,unlésbare Aufgabe“,
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d) Konvention der Bedeutungskonstanz
Die Bedeutung von Buchstaben darf innerhalb eines algebraischen Ausdrucks oder

eines bestimmten Argumentationskontextes nicht gedndert werden.

Bekanntlich gilt dies in manchen Programmiersprachen nicht. Z.B. kann ¢ = z + 1
bedeuten: der neue Wert von z ist gleich dem alten Wert von z plus 1. Manche

Schiiler gebrauchen Variable in algebraischen Gleichungen auf eine 8hnliche Weise.

Als Beispiel dafiir betrachten wir einen Ausschnitt aus einem Interview mit Mario (13).
Mario iibersetzt den Text ,Ein rechteckiges Grundstiick ist dreimal so lang wie breit®
mit:

3-1=1

Er zeichnet dazu ein Rechteck wie in

Fig. 47, teilt dieses in drei Quadrate l | l l L
und beschriftet die Seitenlingen die- t I IL

ser Quadrate mit [. Daraus kann man

entnehmen, daff er seine Gleichung so Fig. 47

auffat: Dreimal die Lange der Qua-
drate ergibt die Lange des Rechtecks.

Gleichheit als Entsprechung

Eine spezielle semantische Konvention in der elementaren Algebra betrifft das Gleich-
heitszeichen und besagt, daf dieses als numerische Gleichheit zu interpretieren ist.
Bei der Professoren-Studenten- Aufgabe und bei dhnlichen Aufgaben haben wir jedoch
gesehen, daB viele Schiiler das Gleichheitszeichen als eine Art ,Entsprechung® inter-
pretieren. . Dieses Verhalten wird dadurch unterstiitzt, daB das Gleichheitszeichen im

Alltagsleben oft in einem &hnlichen Sinn verwendet wird (sieche WINTER 1982), z.B.:

11 Milch = 90 Pf
2= 3 (Werbegag einer Waschmittelfirma, die eine Drejerpackung
zum Prejs einer Zweierpackung verkauft)
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Ubrigens wird das Gleichheitszeichen auch in diesem Buch manchmal so verwendet,

2.B. wenn geschrieben wird: S = ein Schiiler unbekannten Namens.

Schiiler, die das Gleichheitszeichen beim Aufstellen bzw. Interpretieren einer Formelin
Sinne einer Entsprechung verwenden, erkennen oft ihren Fehler, wenn man von ihen
verlangt, Zahlen einzusetzen. Als typisches Beispiel betrachten wir einen Ausschnitt

aus einem Interview mit Peter (14):

(schreibt): P =6-§

Angenommen, es sind 5 Professoren. Wie viele Studenten sind es dann?
30.

Setze diese Zahlen in deine Forme] ein!

(schrejbt): 5=6-30... Ah, da kann was nicht stimmen. Ich mu8 schreiben
5=6-P.

R T

Bei einigen Schiilern hatte das Einsetzen von Zahlen jedoch nicht den gewtinschten Ef
fekt. Da diese Schiler das Gleichheitszeichen nicht im Sinne einer numerischen Gleid-
heit interpretierten, sahen sie in einer Gleichung wie 5 = 6 - 30 kein Gegenbeispiel zu

ihrer Formel. Betrachten wir zur Illustration einen Ausschnitt aus dem Interview mit

Harry (11):

I:  Wie rechnest du die Anzahl der Studenten aus, wenn es an der Universitét
sechs Professoren gibt?

H: Ja, 6.6 = 36 Studenten.
I:  Und wenn wir nicht wissen, wie viele Professoren an der Universitit sind?

H: Hm ... ja, P= 5.6, weil ja im Text steht, dafl auf einen Professor sechs
Studenten kommen.

I:  Du hast gesagt, daB auf sechs Professoren 36 Studenten kommen. Setz diese
Zahlen fiir § und P in die Gleichung ein!

H: 6-6=36...216 Studenten sind es dann!
Kann das stimmen?

bt
I

H: Nein, auf 6 Personen kommen nicht 216 Studenten. Es miifite 6 = 36 {!]

herauskommen; weil bei sechs Professoren 36 Studenten kommen und nicht
216.

Kommt ein Schiiler durch Einsetzen von Zahlen drauf, daB er eine Gleichung wie

P = 65 verkehrt angeschrieben hat und dreht er diese dann um, bedeutet dies nicht
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unbedingt, daB er begriffen hat, worum es geht. Es kdnnte sich um einen unreflektier-
ten Mechanismus handeln. Wir haben Schiler angetroffen, die eine solche Gleichung
gleich verkehrt anschrieben, weil sie wuBten, dafi es sich so gehdrt, auch wenn ihnen
das ganz gegen den Strich ging (von einem solchen Fall berichten schon ROSNICK und
CLEMENT). Trotz dieser Schwierigkeiten handelt es sich jedoch beim Zahleneinsetzen
um eine wirksame Kontrollstrategie, die leider im Unterricht viel zu wenig gepflegt
wird. In unseren Untersuchungen haben wir kaum einen Schiiler angetroffen, der diese
Strategie von sich aus anwandte. Die Schiiler setzten Zahlen erst ein, wenn sie vom

Interviewer dazu aufgefordert wurden.

Auswahl und Anordnung von Symbolen

Semantische Konventionen der elementaren Algebra regeln insbesondere drei Fragen:
— Was soll ein Symbol erhalten?
— Welche Symbole sollen verwendet werden?

— Wie sollen die Symbole angeordnet werden?

Viele Fehler im dritten ProzeBschritt lassen sich damit erkliren, daB sich Schiiler
beztiglich dieser Fragen keineswegs immer im Klaren sind. Betrachten wir zunichst ei-
nige Beispiele zur ersten Frage. Zur Losung der Professoren-Studenten-Aufgabe kommt
man mit Symbolen fiir Zahlen (S, P), einem Symbol fiir die Gleichheit und einem Sym-
bol fiir die Multiplikation (Malpunkt) aus, wobei das letztere auch weggelassen werden
kann. Man kann aber durchaus nicht selten beobachten, dafl wberflissige Symbole ver-

wendet werden. Z.B. 16st Gernot (38) die Professoren-Studenten-Aufgabe so:
X-P=6-Y:5

Dabei sind nach seinen Erlauterungen X,Y Symbole fiir Zahlen und S, P Symbole fiir

" Personen.

Elmar (11) gent sogar noch einen Schritt weiter (vgl. SCHNEIDER 1988). Elmar
fiel als ein sehr intelligenter und mathematisch begabter Schiiler auf. Er léste die
Professoren-’Studenten—Aufgabe auf Anhieb richtig, d.h. schrieb § = 6 - P, und ver-

teidigte seine Lésung gegen alle Attacken. Man kann also annehmen, da er zum
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vorgegebenen Text eine adaquate abstrakt-formale Wissensstruktur aufgebaut hat, I '
Verlauf des Interviews begann Elmar jedoch zu experimentieren und eigene Schre,
weisen zu entwickeln. Unter anderem machte er dabei die folgenden Vorschlage oy -

Professoren-Studenten- Aufgabe:

@ % X ¥ % % %
P S

@ X% Y- % % % % %
P S

@ X'g Y- 2 % % % %
S

“ X%'B Y 5)5( Fig. 48

Elmar verwendet ein Strichmannchen-Symbol. In seinem ersten Vorschlag zeichnet er
nur die Strichmannchen und spezifiziert diese durch die Buchstaben P und S. In st
nem zweiten Vorschlag fiigt er noch die Buchstaben X und Y hinzu, die fir Zehles -
stehen. In seinem dritten Vorschlag fiigt er noch ein Gleichheitszeichen ein. In seinen
letzten Vorschlag andert er die Bedeutung seines Strichméannchensymbols. Wahrend |
in seinen ersten drei Vorschligen jedes Strichméannchen fiir eine Person steht, stebt das
Strichménnchen jetzt fiir eine ganze Gruppe von Personen (eine Gruppe von Profes
soren bzw. Studenten). Elmar fithrt also hier eine Art Abstraktion durch. In seinen :
letzten Vorschlag gibt es (abgesehen vom Gleichheitszeichen) drei Arten von Symbo
len: erstens das Strichméannchensymbol, das fiir eine unspezifizierte Personengruppt
steht; zweitens die Buchstaben P und S , die diese Personengruppen naher sPeZiﬁZie
ren; drittens die Buchstaben X und Y, die fiir Zahlen stehen., Elmar war von diese :
Schreibweise so fasziniert, daf er sie fiir wesentlich besser hielt als die algebraische -

Notation und in allen Folgeaufgaben konsequent verwendete. Z.B. notierte er den Text I
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,Werner hat 3 Platten mehr als Kassetten® in folgender Weise:

X-¥+3=Y.%
K P rig s

Hier gelang ihm eine weitere Abstraktion. Das Strichmannchensymbol steht jetzt nicht
nur fiir eine unspezifierte Gruppe von Personen, sondern fiir eine unspezifierte Gruppe
von irgendwelchen Objekten. Diese Gruppen werden durch die Buchstaben K und P

niher spezifiziert, X und Y stehen nach wie vor fiir Zahlen.

Dies ist in der Tat eine intelligente Notation. Sie ist so intelligent, dafl sie zwischen
Objekten, Namen von Objekten und gewissen den Objekten zugeordneten Zahlen un-
terscheidet — Dinge, die nicht durcheinandergebracht werden diirfen. Elmars Pech ist
nur, daB seine Notation nicht den in der elementaren Algebra getroffenen Konventio-
nen entspricht. Was immer auch die Griinde dafir gewesen sein mégen, diese Notation
sieht kein eigenes Symbol fiir unspezifizierte Gruppen von Objekten in der von Elmar

verwendeten Form vor. Eigentlich klar, oder?

Konventionen der elementaren Algebra sagen einerseits aus, was getan werden darf,
aber auch, was nicht getan werden darf. Dafl gewisse Dinge nicht getan werden diirfen,
ist uns oft ganz klar. Man st6Bt aber im Rahmen von Schiilerinterviews immer wieder
auf die Erkenntnis, da manches, was man selbst fiir vollig selbstverstandlich halt,
anderen gar nicht selbstverstandlich ist. Da man nie vollstindig angeben kann, was
man alles nicht tun darf (die Schiilerphantasie ist hier immer starker), glaube ich, da8
es grundsétzlich unmdglich ist, die Notation der elementaren Algebra Schiilern so zu
beschreiben, da8 keine Probleme mehr ibrigbleiben (wie in der Erklarungsideologie

angenommen wird).

Nehmen wir nun an, daf ein Schiiler korrekt geklart hat, was ein Symbol erhalten soll,
und wenden wir uns der Frage zu, welche Symbole verwendet werden sollen. Probleme
gibt es hier beispielsweise in bezug auf die Frage, ob ein Gleichheits- oder ein Ungleich-
heitszeichen verwendet werden soll. Wie schon im Abschnitt 1.8 (Seite 36) ersichtlich

wurde, ziehen Schiiler oft eine Ungleichung einer Gleichung vor, etwa wenn sie den
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Text ,In einem Stall sind um 4 Hasen mehr als Ganse® so notieren:

4H > G GH4 > HG H+G4H > G
4>

Vielfach sehen Schiiler die Aufforderung, einen Sachverhalt durch eine Gleichung g
zustellen, als einen unangenehmen Zwang an und wehren sich mehr oder weniger hefig
dagegen. Man sieht dies beispielsweise recht deutlich an dem folgenden Ausschnit a
dem Interview mit Harry (11). Es geht wieder darum, den Text ,Werner hat ds

Platten mehr als Musikkassetten“ durch eine Gleichung darzustellen:

H: Hm...P+3=7... Diec Musikkassetten kann man da ja nicht einbauen.
Wenn man jetzt aufschreibt M = P + 3, dann ist das ja nicht gleich, Er
hat ja mehr, um drei mehr; er kann also nicht gleich haben. Das geht nur
so aufschreiben: P +3 =?

I:  Wie viele Schallplatten hat er, wenn er drei Kassetten hat?
H: Ja, um drei mehr, also sechs.

I:  Und wie kannst du das anschreiben, wenn wir nicht wissen, wie viele Kas-
setten er hat?

H: Hm ...das geht nicht anschreiben; er hat ja drei mehr. Wenn wir jetat
schreiben P +3 = M oder M = P + 3, das geht nicht, weil P+ 3 mub

gréBer sein als M, weil er ja drei Platten mehr hat als Kassetten. Ich kana
nur schreiben: M < P + 3. '

I:  Versuch, das mit einer Zeichnung darzustellen!

[~ [

Das sind Kassetten und das sind Schallplatten; und dann hat er da drei

mehr. Das ist dann:
Ll > [

Er hat mehr Schallplatten als Kassetten.

Und wie kénnte das in Form einer Gleichung angeschrieben werden?

Das geht nicht. Es geht nur P + 3, und das ist gréfer als M. Ich kann also

ein Groflerzeichen dazumachen. Aber eine Gleichung mit M und P kane
man nicht anschreiben,

Andere Schreibweisen, die wir be} dieser Aufgabe beobachtet haben, sind etwa:

> y
3P>M,P3M,P3>M » P> M3P . Diese Schreibweisen bilden gleichzils
Beispiele zur dritten der oben gestellten Fragen, namlich wie die Symbole angeord

net werden sollen. Denn abgesehen vom Ungleichheitszeichen sind sich die Schil® o
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dariiber im klaren, welche Symbole sie verwenden sollen, variieren aber stark in ihren

Anordnungen.

4.6 Interpretieren von Formeln

Das beschriebene Dreischritt-Modell zur Ubersetzung eines umgangssprachlichen Tex-
tes in eine Formel kann auch zur Beschreibung der Ubersetzung einer Formel in einen
umgangssprachlichen Text verwendet werden, wobei die drei Schritte in umgekehrter
Richtung durchlaufen werden. Fehler kénnen dabei in dhnlicher Weise erklart werden
wie beim Ubersetzen eines Textes in eine Formel. So wie Schiiler haufig versuchen, ihre
konkret-anschauliche Wissensstruktur direkt in eine Formel zu tibersetzen, versuchen
sie umgekehrt oft, eine Formel direkt in eine konkret-anschauliche Wissensstruktur zu

libersetzen.

Betrachten wir als Beispiel die folgende Aufgabenstellung:

I: In einem Stall sind H Hasen und G Ginse. Was bedeutet die Gleichung
H=G+47

Um die Gleichung H = G + 4 zu interpretieren, muB man in einem ersten Schritt
zu dieser Formel eine abstrakt-formale Wissensstruktur aufbauen, die eine Beziehung
zwischen den Zahlen H, G und 4 enthilt und wie in Fig. 50 visualisiert werden kann.
Diese Wissensstruktur muB dann in eine konkret-anschauliche Wissensstruktur um-
konstruiert werden, die eine Entsprechung von Objekten (Hasen, Génse) enthélt und
wie in Fig. 51 visualisiert werden kann. Diese Wissensstruktur kann dann durch einen

umgangssprachlichen Text beschrieben werden, etwa: Es sind um 4 Hasen mehr als

R T 11T
. ; C v,t_—ff;""; [ Fig. 51

Fig. 50

Wird die abstrakt-formale Wissensstruktur ausgelassen und von der Gleichung H =

G + ¢ direkt zur konkret-anschaulichen Wissensstruktur iibergegangen, ergibt sich
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fiir manche Schiiler folgendes Problem: Sie interpretieren H als ,Hasen® und @ 4
,Ganse*, finden jedoch im vorliegenden Text keine geeigneten Objekte, die man g
7ahl 4 zuordnen konnte. Betrachten wir einen typischen Interviewverlauf (§ =g

Schiiler unbekannten Namens, 11):

Was bedeutet eigentlich +4 ?
Das miissen andere Tiere sein.

Welche zum Beispiel?

n = n =

Hiihner oder Ziegen.

Aber selbst wenn die Schiiler H und G nicht als ,Hasen bzw. Ganse® sondern ds
»,Anzahlen von Hasen bzw. Géansen® interpretieren, ist diese Schwierigkeit nicht gan
ausgeraumt, weil die Frage bestehen bleibt, ob man auch 4 als Anzahl von irgendwel

chen konkreten Objekien auffassen darf.

Aufgrund des vorliegenden Textes darf man dies nicht, obwohl dieses Vorgehen zunéchst
ziemlich naheliegend erscheint. Hier zeigt sich eine weitere Kiinstlichkeit der algebra-
schen Notation. Die Gleichung H = G + 4 ist aufgrund des vorliegenden Textes aif
eine Weise aufzufassen, die sich nicht unbedingt von selbst ergibt und auf die mav
che Schiiler nicht kommen. Man hat im Grunde nimlich nur die beiden folgenden

Méoglichkeiten, diese Gleichung zu interpretieren:

a) Man kann die Gleichung als eine Relation zwischen zwei Zahlen auffassen, namlid
den Zahlen H und G. In diesem Fall ist »+4“ genaugenommen keine Zahl wie
oder G, sondern ein Relator, der die Zahlen H und G zueinander in Beziehuss
setzt bzw. ein Operator, der angibt, wie H aus G zu berechnen ist. Wahrend die

Zablen H und G durch Objekte interpretiert werden diirfen, darf dies der Relator -

bzw. Operator nicht.

b) Man kann die Gleichung auch als Beziehung zwischen drei Zahlen auffess®h
némlich H,G und 4. Aber in diesem Fall diirfen nur die Zahlen H und G a
Anzahlen konkreter Objekte interpretiert werden, fir die Zahl 4 ist dies nicht

erlaubt (was sehr willkiirlich erscheint).
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Diejenigen Schiiler, die 4 als 4 Ziegen oder ahnliches interpretieren, machen eine un-
erlaubte Mischung aus diesen beiden Moglichkeiten. Sie fassen die Gleichung als Be-
ziehung zwischen drei Zahlen auf und interpretieren alle miteinander in Relation

gesetzten Zahlen durch konkrete Objekte.

Die Schreibweise H = G + 4 gibt im Grunde keine der beiden méglichen Auffassungen
besonders gut wieder. Die erste Auffassung wirde durch eine Schreibweise wie etwa
Jigded (die ja von Schiilern tatsachlich haufig vorgeschlagen wird) besser zum Ausdruck
kommen. Die zweite Auffassung wird deshalb nicht gut wiedergegeben, weil die durch
den Text bedingten Unterschiede hinsichtlich der erlaubten Interpretationen von H,G
und 4 nicht ausgedriickt werden. (Warum miissen die beiden Summanden G und 4
auf der rechten Seite der Gleichung unterschiedlich behandelt werden?) Wie auch im-
mer: die algebraische Notation ist vorgegeben und Schiiler miissen lernen, mit solchen

Schwierigkeiten umzugehen.

4.7 Unterrichtsvorschlige, die sich aus dem Drei-

schrittmodell ergeben

Da es sich bei allen drei Schritten um individuelle kognitive Konstruktionen der Schiler
handelt, sind Vorwegplanungen und Vorwegerklirungen (im Sinne der Erklarungs-
ideologie) nur in einem sehr eingeschrankten AusmaB méglich. Auch stures Einiiben
von ﬁbersetzungsprozessen bringt nicht viel, da dies dem Schiler kaum hilft, die
einzelnen Schritte des Prozesses zu bewaltigen, und sogar die Gefahr besteht, dafl
falsche Konstruktionsweisen verfestigt werden. Hilfreiche Beitrdge zu den einzelnen
Prozefschritten kénnen vom Lehrer wohl nur dann geleistet werden, wenn er die Me-
thode des aktiv-entdeckenden Lernens anwendet, wie sie im Abschnitt 1.7 beschrieben
wurde. Diese Methode besteht vorwiegend darin, daf8 der Lehrer den Schiilern geeignete
Aufgaben (Texte) vorlegt, die Schiiler dann aktiv am Aufstellen einer Formel arbeiten
1aBt und selbst reaktiv handelt, d.h. moglichst individuell auf die Schwierigkeiten und
Fehler der Schiiler eingeht.
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Eine Unterrichtsstunde nach dieser Methode konnte etwa so aussehen: Der Lehre:i?
138t die Schiiler lingere Zeit {iber die vorgelegte Aufgabe (sagen wir die Professoer
Studenten-Aufgabe) nachdenken und dann ihre Lésungen bekanntgeben. Er sarmel
die Vorschlage der Schiiler, ordnet sie und schreibt sie an die Tafel. Dann fordert ere; |
nige Schiiler auf, zu erléutern, was sie sich beim Aufstellen ihrer Formel gedacht haben, ;-
(Dabei muf er mit einem gewissen Fingerspitzengefiihl entscheiden, ob die befrag
Schiiler ihre Gedanken vor der ganzen Klasse oder eher in einem personlichen Zwie
gesprach mit dem Lehrer dulern sollen.) Um die Schiiler zu einer Explikation il
Gedanken anzuregen, halte ich es fiir sinnvoll, diese Gedanken schriftlich niederzule
gen. Dies bringt iberdies den Vorteil, dafi der Lehrer die niedergelegten Gedanke -
auch auferhalb der Unterrichtsstunde durchsehen kann. Auf die geauBerten Gedanken

reagiert der Lehrer dann méglichst individuell, wobei er die Fehler der Schiller —s

gut er kann — aufklart.

Bei einem solchen Vorgehen wird das in der traditionellen Erklarungs- und ﬁbungsideo
logie verhaftete Unterrichtsschema ,Erklérung des Lehrer — Uben der Schiiler* durch ‘
ein konstruktiveres ersetzt: ,Eigenes Probieren der Schiiler — Berichten — Reagieren
des Lehrers“. Mag sein, daB eine Unterrichtsstunde dieser Art manchem Lehrer sinx
los und als eine pure Zeitvergeudung erscheint. Ich behaupte jedoch, da sie melr
wert sein kann als die besten Vorwegerklirungen des Lehrers und ,,ewiges“ Uben. Da
Grund hiefiir liegt darin, da8 die Schiiler bei einer solchen Unterrichtsfiihrung auf i

persénlichen Schwierigkeiten stoBen und diese zur Sprache bringen konnen. Vorgefabe |

Erkldrungen des Lehrers kénnen zwar einige zu erwartende Schwierighkeiten ansprechen,

niemals aber alle Schwierigkeiten erfassen, die bei einzelnen Schiilern auftreten kounen
Bei sturem Uben werden diese Schwierigkeiten von den Schiilern eher verdrangt und

daher nie wirklich beseitigt; unter Umstinden werden sogar falsche Denkweisen einge
schliffen,

Wie ein Lehrer auf Schwierigkeiten und Fehler der Schiiler reagieren soll, kenn bier

kaum vorweggenommen werden.

Bis zu einem gewissen Grad gehort es zu 5619
»Kunst“

» fiir Schillergedanken sensibel zu sein sowie rasch und hilfreich zu agiere®

Je besser er theoretisch vorgebildet ist, insbesondere je mehr er iiber Schiilerfehler und
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deren Entstehungsmoglichkeiten weif, desto besser wird ihm diese Kunst gelingen.

Einige Anmerkungen zu den Lehrerreaktionen, betreffend die drei Prozefschritte, sollen

im folgenden aber doch gemacht werden.

Zum ersten Prozefischritt: In diesem Schritt kommt es darauf an, daB ein Text
richtig erfat wird. Davon kann sich der Lehrer iiberzeugen, indem er die Schiler
auffordert, den Text in eigenen Worten wiederzugeben und anhand von Zeichnungen
zuerlautern. Er sollte dabei dhnlich vorgehen wie ein Didaktiker, der Schilerinterviews

zu Forschungszwecken durchfiihrt (,Lehrer als Forscher®).

Zum zweiten Prozeflschritt: Bei diesem Schritt kommt es vor allem darauf an, da8
sich die Schiiler des fundamentalen Unterschiedes zwischen ihren konkret-anschaulichen
und den in der Mathematik erforderlichen abstrakt-formalen Wissensstrukturen bewuft
werden (natiirlich ohne diese Termini jemals gehort zu haben). Eine Moglichkeit, diesen
Unterschied herauszuarbeiten, besteht darin, sich mit verschiedenen Visualisierungen
eines Textes auseinanderzusetzen. Dies mdchte ich anhand der Professoren-Studenten-
Aufgabe erliutern. Es beginnt damit, daB der Lehrer die Schiiler auffordert, den
Text zeichnerisch darzustellen. Erfahrungsgemi8 kommt dabei meist eine konkret-
anschauliche Visualisierung wie in Fig. 52 heraus (wobei an die Stelle der Kiigelchen

auch Mannchen oder dhnliches treten konnen).

° l S .
O 0 0o o o o e } . t —
Fig. 52 Fig. 53

Meines Erachtens sollte man konkfet—anschauliche Visualisierungen wie in Fig. 52 kei-
nesfalls unterbinden; im Gegenteil, fnan sollte die Schiiler geradezu zum Anfertigen
solcher Zeichnungen ermuntern. Derartige Visualisierungen sollten aber im Unterricht
mit einer zum Aufstellen der Formel tauglicheren Visualisierung kontrastiert werden,
etwa der in Fig. 53. Da solche Visualisierungen nicht naheliegen, wird sie anfanglich
wohl der Lehrer beisteuern miissen, im Laufe der Zeit sollen jedoch auch die Schiller

lernen, solche Zeichnungen anzufertigen. Nun kann der Lehrer die Schiiler in die ent-
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scheidende Auseinandersetzung verwickeln, indem er fragt, was die Kigelchen (bzw,
Minnchen usw.) in Fig. 52 und was die Strecken in Fig. 53 darstellen. Er sl

Schiilervorschlige anhéren, erliutern und vergleichen lassen, eventuell eine Diskussion -
unter Schiilern anzetteln und notfalls selbst eingreifen. Aus dieser Auseinandersetzuyg |

sollten die Schiiler schlieBlich zwei entscheidende Erkenntnisse gewinnen:

—  In Fig. 52 stellen die Kiigelchen (Mannchen usw.) Personen dar, in Fig. 53 stelln
die Strecken Zahlen dar. '

—  Beim Aufstellen einer Formel kommt es auf eine Darstellung einer Zahlenbezie

hung wie in Fig. 53 an.

Wie man sieht, hat diese Diskussion noch gar nichts mit dem Hinschreiben einer Formel
zu tun. Es geht zunichst nur um die Kiigelchen und Strecken. Was fiir die Strecken
gilt, gilt aber auch fiir die Buchstaben (hier S und P). Auch sie stellen Zahlen da,
wenn auch unbestimmte. Um dies nicht aus den Augen zu verlieren, ist es oft ginstig,
dem Aufstellen einer Formel die Betrachtung konkreter Zahlenbeziehungen vorausa
schicken (z.B. Anfertigen einer Tabelle, Versuch eines Ansatzes mit willkiirlich gewdhl

ten konkreten Zahlen; zum letzteren siehe KROLL 1980 und DESCHAUER 1988).

Zum dritten ProzeBschritt: In diesem Schritt geht es darum, mit Hilfe der im Text
gegebenen oder selbst einzufiihrenden Buchstaben eine Formel hinzuschreiben, wobe :
vor allem semantische Konventionen zu beachten sind. Fiihrt ein Schiiler ungiinstigt
Buchstaben ein, faft er die Rolle von Buchstaben falsch auf oder verstéBt er gegen Koo
ventionen, kann der Lehrer wieder eingreifen (im allgemeinen individuell, doch ket
interessante Dinge mit der ganzen Klasse besprochen werden, z.B. die fehlerhafte Au
fassung des Gleichheitszeichens als Entsprechung). Hilfreiche Fragen im Gesprich mit
den Schiilern kénnen u.a. sein: Wofiir wird ein Buchstabe eingefithrt? Was bedeuten

die gegebenefl Buchstaben? Soll eine Gleichung oder Ungleichung aufgestellt werder
Was bedeutet das Gleichheitszeichen?

Besonders achten sollte man auch darauf, da8 Schiiler sich angewohnen, eine aufge

stellte Formel zu iiberpriifen (z.B. durch Einsetzen von Zahlen).
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4.8 Traditionelle Textaufgaben in neuem Gewand

Um die Ubersetzung von Umgangssprache in Formeln sinnvoll zu iiben, bendtigt man
Aufgaben. Zu solchen Aufgaben kann ein Lehrer relativ leicht kommen, weil viele
der im traditionellen Mathematikunterricht blichen Textaufgaben durch geringfiigige
Modifikationen so gestaltet werden kénnen, daB sie einen Beitrag zum Aufstellen und
Interpretieren von Formeln liefern. Dies soll in diesem Abschnitt an einigen Beispielen

demonstriert werden.

Direkte und indirekte Proportionalitat

Betrachten wir eine Standardaufgabe:

18 5 kg Kartoffeln kosten 2,50 DM. Wieviel kosten 7,2 kg?

Derartige Aufgaben werden meist durch Zuhilfenahme gewisser Schemata gel6st, z.B.
wie in der folgenden Tabelle. Gegen solche Methoden ist — soferne sie nicht zu einem
gedankenlosen Schematismus filhren — nichts einzuwenden. Ein Schiiler sollte eine
solche Aufgabe auf diese oder eine ahnliche Weise (fiir einfache Zahlen auch im Kopf)
16sen kénnen. Allerdings haben diese Methoden einen Nachteil: die der numerischen
Rechnung zugrundeliegende allgemeine Beziehung (im vorliegenden Fall eine Propor-
tionalititsbeziehung) wird nicht sonderlich explizit gemacht. Die vielen Rechenak-

tivititen lenken oft geradezu vom Erkennen dieser Be-

ziehungen ab. Deshalb besteht immer die Gefahr des Kartoffel- Preis
Abgleitens in einen gedankenlosen numerischen Schema- menge

tismus. (,Wenn ich links ... , dann mu8 ich rechts ... * ‘: g,gg
oder &hnliches). Die durchzufithrenden Rechenoperatio- 7,2 3:60

nen werden dann iiber kurz oder lang vergessen oder
verwechselt. Es kann meines Erachtens daher nur von
Vorteil sein, wenn man die einer solchen Aufgabe zu-
grundeliegende allgemeine Beziehung mit Hilfe von Va-

tiablen explizit anschreibt. Die obige Aufgabe konnte
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18 Wieviel kg Kartoffeln erhzlt man fir 22,5 DM?

Lézung: Setzt men in die Formel P = 0,5 - z fir P die Zahl 22,5
erZibt sich 22,5 = 0,5 - 2. Man kann nun so argumentieren: Mit we
Zahl z rauf man 0,5 multiplizieren, um 22,3 zu erhalten? (Siehe Fig.
Es ergibt sich z = 15,
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Aufgaben zur indirekten Proportionalitat kénnen in analoger Weise behande

7B

20 Fine Expedition kommt 12 Tage aus, wenn tiglich 5 Konservendosen

braucht werden, Wie lange kommt sie aus, wenn taglich 6 Konservenc
verbraucht werden?
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Man kann diese Aufgabe durch Aufstellen der Formel K = r - ¢ 16sen, wobei K den
gesamten Konservenvorraf, r die Tagesration und ¢ die Expeditionsdauer (in Tagen)
bezeichnet. Man erhélt zundchst K = §-12 = 60 und daraus t = I{- = %—0 = 10. Die

Expedition kommt also 10 Tage aus.

Man sieht, daff Aufgaben zur direkten und indirekten Proportionalitat auf Formeln der
gleichen Bauart fiihren, namlich 2 = z - y. Bei einer Aufgabe zur direkten Proportio-
nalitit sind z und y bekannt und z kann direkt berechnet werden. Bei einer Aufgabe
zur indirekten Proportionalitat sind z und z bzw. z und y bekannt und y bzw. = kann
durch eine einfache Umformung der Formel berechnet werden. Wird im Unterricht so
vorgegangen, ist eine sonderliche Unterscheidung zwischen Aufgabén zur direkten und
zur indirekten Proportionalitdt gar nicht notwendig (was natirlich nicht heiflen soll,
dafl die Begriffe ,,direkte Proportionalitat® und ,indirekte Proportionalitat* vermischt

werden sollen).

-Ein erstrebenswertes Lernziel besteht darin, die einer solchen Aufgabe zugrundelie-

gende Beziehung mit geeigneten Substantiva kompakt zu beschreiben, z.B.:

Konservenvorrat = Tagesration - Expeditionsdauer

Dies ist jedoch in manchen Fallen schwierig. Zum Aufstellen der Formel ist diese
Formulierung nicht unbedingt nétig, weil man durch eine einfachere Uberlegung auch
zum Ziel kommt: Werden tiglich r Dosen verbraucht, dann werden insgesamt r - ¢

Dosen verbraucht; also ist K =r - t.

Prozentrechnen

Warum sind die Leistungen vieler Personen im Prozentrechnen so schlecht? Dies mag
viele Ursachen haben. Eine wesentliche Ursache scheint mir aber darin zu liegen, da8
dieses Gebiet im Unterricht einseitig behandelt wird — unter zu starker Betonung
des Operierens (Rechnens) gegeniiber dem Darstellen. Das numerische Rechnen wird
tberbetont, eine Darstellung der diesen Rechnungen zugrundeliegenden allgemeinen
Bezichungen (durch Formeln, Graphiken usw.) fillt hingegen unter den Tisch. Was

ubngbleibt, ist wiederum oft ein unverstandener numerischer Schematismus.
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Im derzeitigen Unterricht werden Prozentaufgaben (Berechnungen von Prozentséitzen,
Ausgangs- und Endwerten) dhnlich behandelt wie die vorhin vorgestellten Aufgabey
zur Proportionalitat, im allgemeinen nur numerisch, unter allfalliger Heranziehung vop
Tabellenmethoden. Allgemeine Darstellungen von Prozentbeziehungen durch Formel
(unterstitzt durch geeignete Visualisierungen) findet man selten. Der Effekt: viele Per-
sonen kénnen nicht einmal die einfachsten Zusammenhinge darstellen. Bei verschie
denen Gelegenheiten (Lehrveranstaltungen, Lehrerfortbildungsveranstaltungen) stellte
ich zwei Fragen, namlich ,,Was isﬂ 1 Prozent? “ und ,,Was sind a Prozent von b7 %, Au
diese Fragen erhielt ich meist allerlei Umschreibungen, aber selten prazise Antworten.
Als Beispiele fithre ich einige Antworten an, die ich von Studenten der Mathematik a

der Universitat erhalten habe:

a Prozent von b bedeutet:

— ein bestimmter Teil a von einer bestimmten Menge (Ganzheit) b
— der ate Teil von b
—  der 1%te Teil vom Ganzen

—— ein bestimmter Prozentanteil ¢ vom Gesamtanteil b

Auf die gestellten Fragen sind durchaus verschiedene Antworten mdglich. Eine einfache

und prézise Méglichkeit ist die:

1% =

— 8 — .
a%vonb—movonb-.100 b

Wenn ich diese Antworten vorschlage, wehren sich manche Personen gegen die Gleich
setzung einer ,Prozentzahl“ mit einer ,Bruchzahl“. Noch ablehnender wird die Hak
tung, wenn ich Terme wie ,,120 + 5 % - 120% aufschreibe (was man in der Beschreibung

mancher Taschenrechner vorfinden kann).

Im Grunde kann man mit der Kenntnis der Beziehung ,a % von b = 3% - b bereits ol

in der Schule {iblichen Prozentaufgaben 15sen, soferne man noch einige minimale
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algebra,ische Grundkenntnisse besitzt. Niitzlich sind aber noch folgende Kenntnisse:

Vermehrung von @ um p % bedeutet Multiplikation von a mit (1 + 25)
Verminderung von a um p % bedeutet Multiplikation von a mit (1 — &)
Diese Beziehungen sollten natiirlich nicht als unverstandene Merksitze auswendig ge-
lernt werden, sondern vom Schiiler jederzeit rekonstruiert werden konnen, z.B. im Falle

einer Vermehrung so:

a+p% von a = a+p%-a = at+id5a = a-(14+ %)

Mit diesen Kenntnissen ausgestattet kann man jede Prozentaufgabe bequem lésen,
bei der von den drei Groflen a (Anfangswert), e (Endwert) und p (Prozentsatz) zwel
gegeben sind und die dritte gesucht ist. Man stellt einfach die Formel

e=a-(1+1%)

auf die oben vorgefiihrte Weise auf und rechnet die gesuchte Grofe aus. Ein Beispiel:

21 Jemand legt am Anfang eines Jahres 1500 DM auf ein Bankkonto und erhilt
am Ende des Jahres 1620 DM. Mit welchem Prozentsatz wurde das Kapital
verzinst?

Lésung: Wir iiberlegen zuerst allgemein, wie das Anfangskapital Ko mit
dem Endkapital K; zusammenh&ngt:

2

Ky = Ko + p% von Ko"—‘.Ko-{-——'Ko:KO‘(l‘i’ 100

P
100
Daraus kdnnen wir p berechnen:

p=100-(%—1)

Einsetzen der gegebenen Zahlen liefert: p = 8.



5 THEORETISCHE ERGANZUNGEN ZU
TEXTEN UND FORMELN

Dieses Kapitel kann bei einer ersten Lektiire des Buches {ibersprungen werden.
5.1 Erfordern Textaufgaben zwei Denksysteme?

Der russische Psychologe LURIJA fiihrte mit russischen Kolchosenbauern, die keine
oder nur wenig Schulbildung besaBen, verschiedene Experimente durch, u.a. s
Abstraktion (siehe etwa LURIJA 1986). Ein typisches Interview aus dieser Un-
tersuchungsreihe sei hier wiedergegeben. Der Versuchsperson wurden die Begriffe
wHammer*, , Sdge“, , Holzscheit“ und ,Spaten® vorgelegt. Die Versuchsperson wurde

aufgefordert, anzugeben, was hier nicht dazupaft:

Vp: Alle sind &hnlich. Ich denke, daB sie alle gebraucht werden. Sehen Sie,
um zu sigen, ist eine Sdge notig, und zum Zerkleinern braucht man den
Spaten ... Alle sind ndtig!

1: Welche von diesen Gegenstinden kann man mit einem Wort bezeichnen?

Vp: Wie soll das gehen? Wenn man alle drei mit dem einen Wort ,Hammer®
bezeichnet, dann wird das nicht richtig sein!

I: Einer hat aber drei Gegenstinde ausgewihlt, die sich dhnlich sind: Ham-
mer — Sdge — Spaten. »

Vp: Sige, Hammer und Spaten sind fiireinander sehr né&tig! ... Und das Holz-
scheit ist hier auch nétig!

I: Warum wihlte er diese drei aus und nahm das Holzscheit nicht dazu?

Vp: Wahrscheinlich hat er viel Holz! Wenn wir kein Holz haben, kénnen wir
iiberhaupt nichts machen.

I: Gut, aber Hammer, Sige und Spaten sind doch Werkzeuge.

Vp: Ja, aber wenn wir Werkzeuge haben, dann brauchen wir Holz, ohne das
wir nichts bauen kdnnen.

LURIJA bezeichnet diese Art des Denkens als konkret-anschauliches Denken und
setzt diesem ein logisch-formales Denken gegenitber. Wihrend das erste dadurdh
gekennzeichnet ist, daf die Gegenstinde in einen konkreten Zusammenhang (Ar
beitszusammenhang, Zueinanderpassen) gebracht werden, ist das zweite dadurch g

kennzeichnet, daf Gegenstinde zu abstrakten Klassen zusammengefafit werden, etwe
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Hammer, Sage und Spaten zu , Werkzeuge®. In einer gewissen Weise ist das Verhaltnis
von logisch-formalem zu konkret-anschaulichem Denken nur ein relatives. Auch von
der oben zitierten Versuchsperson kann man sagen, dafl sie eine abstrakte Klasse
gebildet hat, némlich die Klasse »Gegensténde, die zur Holzbearbeitung notwendig
sind“. Essind ihr nur die Kriterien nicht geldufig, nach denen die Klasse »Werkzeuge*

gebildet wird.

AufschluBreich verliefen bei LURIJA auch Interviews, in denen es um Zahlen bzw.

Groflen ging:

I: Nach Ak-Masav luft man zu Fufl 30 Minuten, und mit dem Fahrrad ist
man dreimal langsamer. Wie lange braucht man mit dem Fahrrad?

Vp: Nein, mit dem Fahrrad geht es viel schneller.
I: Aber kann man so eine Aufgabe 18sen?

Vp: Nein, ein Radfahrer ist immer schneller. Wie kann ich da sagen, daB
er langsamer fihrt?! ... Wenn er so langsam fahren wirde, wiirde er
umfallen!

Diese konkret-anschaulich denkende Versuchsperson war nicht zu hypothetischem
Denken fihig, das ein Spezifikum des logisch-formalen Denkens zu sein scheint. Das
konkret-anschauliche Denken orientiert sich an konkreten Objekten, Gegebenheiten
und Erfahrungen, wahrend das logisch-formale Denken vom unmittelbaren Erfah-
rungsbereich losgeldst verlguft, haufig einen hypothetischen Charakter aufweist und
sich an den im Text genannten abstrakten Zahlen und GréBen orientiert (wobei das
Verhaltnis von ,abstrakt® zu ,konkret* wiederum nur relativ zu verstehen ist). Ob-
wohl LURIJA dies nicht deutlich hervorhebt, fillt an seinen Interviews auf, dal das
konkret-anschauliche Denken hiufig einen episodischen Charakter aufweist. Die Ver-

suchspersonen erzihlen einen Ablauf von Ereignissen (in die sie oft selbst involviert

sind).

Aus meiner Sicht kann man die beiden Denkformen LURIJAs wie in der Gegeniiber-

stellung auf der folgenden Seite beschreiben.
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Konkret-anschauliches Denken Logisch-formales Denken

orientiert sich an konkreten verlduft losgeldst von konkreten
Gegebenheiten und Erfahrungen Gegebenheiten und Erfahrungen
sowie hdufig hypothetisch

{

konzentriert sich auf die fafit die konkreten Objekte zu ab-

konkreten Objekte strakten Klassen zusammen oder
ordnet ihnen abstrakte Gréfen zu
und konzentriert sich auf diese

{

bringt die konkreten Objekte bringt die Klassen bzw. Gréfien in
in einen Passungszusammenhang einen logischen oder numerischen
(Objekte passen zusammen) Zusammenhang

oder Prozefzusammenhang (Objekte

ordnen sich in einen ProzeB ein)

verlduft episodisch verlduft nicht episodisch

Fin Zusammenhang dieser beiden Denkformen mit den im Kapitel 4 behandelten
konkret-anschaulichen und abstrakt-formalen Wissensstrukturen ist nicht zu tiberse
hen. SCHNEIDER (1988) hat einige von LURIJAs Experimenten in analoger Form
mit Schiilern wiederholt und Schiiler beim Lésen von Textaufgaben in Hinblick auf
diese beiden Denkformen beobachtet. Ihre Ergebnisse kénnen kurz so zusammenge

fafit werden:

a) Bei jiingeren Schiilern (Vorschule, Primarstufe) dominiert das konkret-an-

schauliche Denken oder ist sogar die alleinige Denkform.

b) Bei alteren Schiilern geht das konkret-anschauliche Denken keineswegs zugun-
sten des logisch-formalen Denkens verloren. Vielmehr stehen beide Denkfor-
men einander in einer Art Koexistenz gegeniiber und kénnen beide bei Bedarf

herangezogen werden.

¢) Relativ lange wird jedoch das konkret-anschauliche Denken bevorzugt und das

logisch-formale Denken als unbefriedigend und erzwungen empfunden.

Die Unterscheidung zweier unterschiedlicher Denksysteme wird heute in verschiede:
nen Kontexten diskutiert. Man denke etwa an Gegensatzpaare wie: konkret-abstrakt,
empirisch-theoretisch (DAVYDOV 1977), inhaltlich-formal, heuristisch-demonstrativ
(POLYA 1949), synthetisch-analytisch, global-lokal, holistisch-zergliedernd usw

Wenn auch diese Gegensatzpaare keineswegs immer dasselbe meinen, kann man sich




131

doch des Eindrucks nicht erwehren, dafl ihnen allen ein gemeinsamer Gegensatz zu-
grundeliegt, von dem in den einzelnen Fillen nur unterschiedliche Aspekte hervor-
gehoben werden. Die Unterscheidung zweier verschiedener Denksysteme wird auch
mit unterschiedlichen Funktionen der beiden Gehirnhslften in Verbindung gebracht
(siche etwa VOLLMER 1987, POPPER/ECCLES 1977, SPRINGER/DEUTSCH
1987, WACHSMUTH 1981; weitere Literatur ist in PEHKONEN 1991 und TALL/
THOMAS 1991 angegeben) und zur Beschreibung von Kulturunterschieden (etwa
swischen westlichem und 6stlichem Denken) oder sogar des Unterschiedes zwischen
Natur- und Geisteswissenschaften herangezogen. Allerdings ist es bis heute nicht
gelungen, die unterschiedlichen Beschreibungen auf einen gemeinsamen Nenner zu
bringen, soda8 die Unterscheidung zweier umfassender Denksysteme nach wie vor
als eine unbewiesene Hypothese zu betrachten ist. Moglicherweise ist es sinnvoller,
anstelle von zwei Systemen mehrere Denksysteme anzunehmen, die im Gehirn nicht

lokalisiert werden konnen (GAZZANIGA 1985).

Es lohnt sich jedoch, das L&sen von Textaufgaben unter der Annahme zweier Denk-
systeme zu betrachten. Wenn diese Hypothese zutrifft, kann man das Losen einer
Textaufgabe auf einer sehr allgemeinen Ebene so beschreiben: Um den Text zu er-
fassen, ist zuniichst konkret-anschauliches Denken notwendig. Um die Aufgabe im
mathematischen Sinn zu 16sen, ist jedoch letztlich abstrakt-formales Denken notwen-
dig. Bei einem ungeiibten Aufgabenldser wird zuerst die erste Denkform dominieren
und dann in die zweite Denkform (soferne iiberhaupt schon entwickelt) ,umkippen®.
Bei etlichen Interviewstellen hatten wir in der Tat den Eindruck, ein ziemlich plétz-
liches Umkippen zu beobachten. Dieses kann auch durch den Interviewer angeregt
werden. Bei geiibteren Aufgabenlosern werden vermutlich beide Denksysteme par-
allel aktiviert (man vergleiche auch die Parallelitit von inhaltlichem und formalem
Denken bei TIETZE 1988). Bei sehr geiibten Aufgabenldsern wird wahrscheinlich

mehr oder weniger sofort das logisch-formale Denken eingesetzt.
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5.2 Zahlen als Beziehungen oder Objekte

Das Vorhandensein von Zahlen (bzw. Grofen) ist kein Spezifikum von abstraki.
formalen Wissensstrukturen. Zahlen (bzw. GréSen) koénnen ja schon im vorgege-
benen Text enthalten sein und damit auch in der jeweiligen konkret-anschauliche
Wissensstruktur vorkommen. Allerdings spielen sie im allgemeinen in den beide
Wissensstrukturen unterschiedliche Rollen, die im folgenden beschrieben werden sol-

len.

Wissensstrukturen kann man sich aus Schemata aufgebaut denken (siehe etwa $0- |
WA 1984), wobei man Beziehungsschemata, Handlungsschemata und eventuell bili- .
hafte Schemata (,image schemata“ im Sinne von JOHNSON 1987, LAKOFF 1987, |
DORFLER 1991) unterscheiden kann. In diesem Abschnitt beschréinken wir uns der '
Einfachheit halber auf Beziehungsschemata. Derartige Beziehungsschemata treten

meist nicht isoliert auf, sondern sind zu Schemanetzen verbunden.

Wir untersuchen in dieser Hinsicht nochmals (jetzt zum letzten Mal) die Professo-
ren-Studenten- Aufgabe. Wir gehen davon aus, daB ein Schiiler diese Aufgabe als eine
Vergleichsaufgabe auffaBt, d.h. P und S miteinander vergleicht. Wie wir im Kapitel4
gesehen haben, kénnen Schiiler zum vorgelegten Text unterschiedliche Wissensstruk-
turen aufbauen, die wir als Schemanetze wie in Fig. 55 a,b,c beschreiben. In diesen

Darstellungen bedeuten die Knoten (bestimmte oder unbestimmte) Denkobjekte und

die gerichteten Kanten Beziehungen zwischen diesen Denkobjekten (solche Darstet
lungen sind in der Artificial Intelligence iiblich und auch in der Mathematikdidakik
nicht neu, siehe etwa RILEY/GREENQO/HELLER 1983).
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Fig. 55 a stellt den primitivsten Fall dar. Der Schiiler orientiert sich an den Objek-
ten (Professoren, Studenten), wobei P und S nur als Wortabkiirzungen fungieren.
Das Netz in Fig. 55 b ist zwar etwas elaborierter, jedoch zur korrekten Lésung der
Aufgabe immer noch unbrauchbar. Zur korrekten Losung ist ein Netz wie in Fig. 55¢
erforderlich, das sich an den Zahlen P und S orientiert. Dieses Netz unterscheidet
sich von den beiden anderen hauptséchlich darin, daB in Fig. 55 a,b Zahklen als Bezie-
hungen auftreten, wihrend sie in Fig. 55 ¢ als eigensténdige Denkobjekte aufscheinen.
(In Fig. 55 c stellen die mit ,Zahl“ beschrifteten Knoten unbestimmte Denkobjekte

— also Variablen — dar, weshalb es sinnvoll ist, vom ,,Wert einer Zahl“ zu sprechen.)

Mag sein, daf} sich Schemanetze wie in Fig. 55 a,b beim Lesen des Textes mehr oder
weniger von selbst aufdringen (sie entsprechen dem Alltagsdenken, sofern der Text
nicht unter einem mathematischen Gesichtspunkt betrachtet wird), fiir das Aufstel-
len einer Formel miissen diese Netze jedoch durch ein Netz wie in Fig. 55 ¢ ersetzt
werden. Fiir jemanden, der das Umgehen mit Textaufgaben gelernt hat, wird dies
keine Schwierigkeit bedeuten. Er wird das Schemanetz in Fig. 55 ¢ mehr oder weniger
fertig in seinem Gedéchtnis gespeichert haben und dort hervorholen oder dieses Netz
in Bruchteilen von Sekunden konstruieren. Anders ist die Situation fiir einen Lernen-
den, der dieses Netz noch nicht konstruiert hat. Er muf} es erst mithsam herstellen.
Wenn er von Netzen wie in Fig. 55 a,b ausgeht, bedeutet dies fiir ihn eine radikale

Umkonstruktion dieser Netze.

Diese Umkonstruktion gelingt einem Schiiler nur, wenn er in der Lage ist, Zahlen als
Denkobjekte aufzufassen und diese ihrerseits in Beziehung zu setzen. Es gibt empi-
tische Befunde und theoretische Griinde, die dafiir sprechen, dafi Kinder Zahlen im
allgemeinen zuerst als Beziehungen und erst spiter als Denkobjekte begreifen. Viel-
fach haben Kinder sogar enorme Schwierigkeiten mit der Objektivierung von Zahlen
(siehe dazu die Untersuchungen zur Entstehung neuer Denkobjekte in DORFLER
1983, MALLE 1988 a und SFARD 1991 a; vgl. auch KIERAN 1991 a). Die Schwie-
rigkeiten, Zahlen als Denkobjekte zu gebrauchen, spiegeln sich etwa darin, daf8 es
Kindern oft schwerfillt, das Wort ,Anzahl“ als Substantiv zu gebrauchen. Ahnliche
Schwierigkeiten gibt es mit Wortern wie ,Preis®, ,Alter®, ,Gewicht® usw. In zahl-

reichen Interviews haben wir folgendes beobachtet: Wenn man ein Kind fragt, was
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ein bestimmter Buchstabe — etwa z — bedeute, erhilt man sehr selten Antworty

wie ,z ist die Anzahl der ..., ,z ist der Preis von ...“

, »T ist das Alter von L
,& ist das Gewicht von ... “ usw. In den meisten Féllen geben Kinder Antworte |
wie ,z gibt an, wie viele es sind”, ,z ist, was es kostet“, ,z sagt, wie alt er ist,
»& bedeutet, wie schwer es ist“ usw. Zwar verstehen die Kinder die entsprechende
substantivischen Wendungen ohne weiteres, wenn sie der Interviewer gebraucht, s
gebrauchen sie jedoch von sich aus nur selten. Selbst wenn sie diese Wendunge
gebrauchen, hat man oft den Eindruck, daf8 diese fiir sie nur eine ,fagon de paler®
darstellen, die dasselbe bedeutet wie ihre sonst bevorzugten Wendungen. Wenn ein
Kind also etwa die Wendung ,,z ist die Anzahl der Professoren® gebraucht, darf ma
daraus nicht schlieBen, daf es ein Netz wie in Fig. 56 b aufgebaut hat; es kénnte bei
dem Netz in Fig. 56 a hangengeblieben sein.

Professoren




g VON DER ARITHMETIK ZUR ALGEBRA

Die elementare Algebra wird oft als eine unmittelbare Verallgemeinerung der Arith-
metik angesehen: an die Stelle einiger konkreter' Zahlen treten Buchstaben — und
sonst nichts. Dies ist jedoch keineswegs so, wie in diesem Kapitel gezeigt werden soll.
Wir werden zuerst zeigen, dafl beim I"Jbergang von der Arithmetik zur Algebra gewisse
Symbole bzw. Schreibweisen Bedeutungsverdnderungen erfahren. Anschliefend wer-
den wir noch auf weitere Verdnderungen, insbesondere der Heuristik, eingehen. Wir
werden herausarbeiten, dafl ein Nichtbeachten dieser Veranderungen vielerlei Schwie-
rigkeiten und Fehler in der Algebra hervorrufen kann. Aus diesen Uberlegungen heraus
werden sich einige Unterrichtsvorschlige ergeben. Es wird sich aber auch die Frage stel-
len, ob die Abfolge ,zuerst Arithmetik und dann Algebra® im Unterricht wirklich so

glinstig ist wie sie im ersten Moment erscheint.

6.1 Bedeutungsveranderungen von Zeichen und

Schreibweisen

Daff beim Ubergang von der Arithmetik zur Algebra gewisse Zeichen und Schreibweisen
ihre Bedeutung dndern, wurde von vielen Autoren bemerkt und untersucht. (Um nur
einige Beispiele zu nennen, sei verwiesen auf MATZ 1980, KIERAN 1981, WINTER
1982, BOOKER 1987, FILLOY/ROJANO 1989, CORTES/KAVAFIAN/VERGNAUD

1990.) Auf einiges davon soll im folgenden eingegangen werden.

Bedeutungsverianderung der Konkatenation

Die Konkatenation (Nebeneinanderstellung von Buchstaben bzw. Zahlen) bedeutet —
wie MATZ, (1980) hervorhebt — in der Arithmetik stets eine (implizite) Addition, z.B.
i 43 oder 42, In der Algebra hingegen bedeutet sie eine Multiplikation wie in zy oder

3¢ oder auch beides wie in 43z .
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Ein Festhalten an der alten Auffassung der Konkatenation kann Fehler erzeugen w

z.B.:
r=6 = 4r=10

z=3,y= -8 = zry=-95
Der folgende Fehler basiert ebenfalls auf einer Unkenntnis der algebraischen Bedeutung

der Konkatenation:

z=6 = 4z =146

Weitere Fehldeutungen der Konkatenation findet man in CHALOUH/HERSCOVI(S
1983.

Bedeutungsveranderungen der Operationszeichen

Auch die Operationszeichen indern beim Ubergang von der Arithmetik zur Alge
bra ihre Bedeutung. In der Arithmetik stellen die Operationszeichen vorwiegend
»Aktionszeichen“ dar, d.h. enthalten die Aufforderung, etwas zu tun. So bedeutel

etwa,

4+3, V16

die Aufforderung, die Zahlen 4 und 3 zu addieren bzw. die Wurzel aus 16 zu ziehen. In

der Algebra ist die Durchfiihrung einer solchen Handlung nicht immer mdglich, z.B:

z+3, Ve

Die Operationszeichen werden in der Algebra zu Bestandteilen eines Zahlnamens. %
bezeichnet etwa z + 3 jene unbestimmte Zahl, die man erhalt, wenn man zur unbé
stimmten Zahl z die Zahl 3 addiert. Analog bezeichnet 1/a jene unbestimmte Zahl, d¢
man erhélt, wenn man aus der unbestimmten Zahl o die Wurzel zieht. Diese Bedev
tung der Operationszeichen bzw. Terme ist zwar schon in der Arithmetik vorhandes
spielt dort aber keine groBe Rolle, da man die jeweilige Operation im Prinzip imm¢
ausfihren kann. Keinem Grundschiiler wiirde es einfallen, 4 + 3 als Namen fir das
Resultat dieser Addition anzusehen, weil er dafiic den einfacheren Namen 7 angehel

kann. In der Algebra hingegen wird diese Bedeutung zentral. Hinter dieser Bedev
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tungsverschiebung steckt das Akzeptieren der Prozeﬁ-Resultat-Konvention, die wir auf

Seite 109 behandelt haben.

Das Festhalten an der arithmetischen Deutung der Operationszeichen kann zu Ver-
standnisschwierigkeiten fiilhren. Solche Schwierigkeiten dufiern sich etwa darin, daf8
Schiller Ausdriicke wie ,z + 3 oder ,,\/a“ nicht als unbestimmte Zahlen akzeptie-
ren und dementsprechend Ausdriicke dieser Art nicht als Endergebnisse algebraischer
Rechnungen anerkennen (vgl. S.110). Sie argumentieren dabei meist so: ,Wie kann
ich 3 zu z addieren, wenn ich nicht wei}, wie grof88  ist 7 “. Nicht selten zeigen Schiiler

hier Anzeichen von Frustration.

Schiller, die solche Ausdriicke nicht als Endergebnisse akzeptieren, wollen oft krampf-
haft weiterrechnen. Dadurch entstehen , Aktionsfehler“ (siehe z.B. MATZ 1980 oder
EKENSTAM/GREGER 1987), wobei die Schiiler irgendwelche sich anbietenden Re-
chenhandlungen durchfithren (z.B. va? + b% = a + b), quasi nach dem Motto ,Haupt-

sache, es geschieht etwas, was, ist weniger wichtig®.

Bedeutungsverinderungen des Gleichheitszeichens

Mit den Operationszeichen andert auch das Gleichheitszeichen seine Bedeutung. In
der Arithmetik iiberwiegt die Aufgabe-Ergebnis-Deutung, wobei das Gleichheits-
zeichen qls Zuweisungszeichen (bzw. ,Ergibtzeichen“ wie in manchen Programmier-
sprachen) gedeutet wird. Meist wird es von links nach rechts gelesen: links steht die
Aufgabe, rechts das Ergebnis. In der Algebra jedoch hat das Gleichheitszeichen meist

¢ine andere bzw. weitere Bedeutung. Eine Formel wie
at+b=c-d

kann nicht einfach im Sinne von Aufgabe und Ergebnis verstanden werden. WINTER
(1982) hebt hervor, daB das Gleichheitszeichen in der Algebra zumindest die folgenden

drei Bedeutungen besitzt, die wir an der Formel a + b = c- d illustrieren wollen:

Numerische Gleichheit: Dieselbe Zahl wird auf verschiedene Weisen aus-

gedriickt. Z.B.: ¢+ b und c¢- d stellen die gleiche unbestimmte Zahl dar.
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—  Gleichheit der Endzustinde: Derselbe Endzustand wird auf verschiedene Weig, |

erreicht. Z.B.: Wenn man a und b addiert, erhdlt man dieselbe Zahl, wie wey

man ¢ und d multipliziert.

- Gleichheit der Wirkungen: Dieselbe Wirkung wird auf verschiedene Weisen er.
reicht. Z.B.: Statt zu einer Zahl die Summe von a und b zu addieren, kann ma

auch das c-fache von d addieren.

Diese drei Bedeutungen kann man so zusammenfassen: Gleichheitszeichen als Ver
gleichszeichen. Durch das Gleichheitszeichen werden Zahlen, Zustande baw. Witk

gen miteinander verglichen.

Das Gleichheitszeichen ist also einerseits ein Zuweisungszeichen (Handlungszeiche)
andererseits ein Vergleichszeichen (Beziehungszeichen). In der Arithmetik dominiert

die erste Auffassung, in der Algebra wird die zweite zentral.

DaB in der Grundschule mit der Aufgabe-Ergebnis-Deutung des Gleichheitszeichens
begonnen wird, ist durchaus legitim und wohl auch verniinftig. Allerdings stoft dies
Deutung — wie WINTER in seinem Artikel herausarbeitet — bereits in der Grund

schule an ihre Grenzen. So kénnen etwa fortlaufende Rechnungen der Art

7+84+9 = 154+9=......
6+47 = 36+40+7=......

nicht mehr strikt dieser Deutung unterworfen werden. WINTER fiihrt noch weitet

Beispiele an und schreibt;

szr Hauptmangel der Aufgabe-Ergebnis-Deutung liegt in der reduzierenden Aus-
wirkung auf das gesamte arithmetische Programm. Schon Zerlegungen diirften
eigentlich gar nicht verstindlich sein: In 32 = 18-+14 steht jalinks keine Aufgabe.
Entsprechend sind Zerlegungsgleichungen wie 65 = 17+ z gar nicht formulierbar.
Variable diirften nicht zugelassen sein (hdchstens in Aufgaben wie 15+ 9 = &
aber da sind sie iiberfliissig!), in 36 + ¢ = 98 steht ja wiederum links keine
Aufgabe. Was soll man in 36 + z auch ausrechnen? Ferner miifiten Unglei-
chungen jeder Art ausgesperrt bleiben, was ja z.B. Karaschewski auch ausdrick-
lich fordert. Eine solche inhaltliche Armut wiirde sich zunichst einmal auf das
Sachrechnen auswirken, das dann entsprechend verkiirzt und eingeschrankt auf

Ein-Weg-Standard-Félle sein miifite. Wie sollte man eine solche Verkiimmerung
rechtfertigen?

WINTER fordert eine starkere »Algebraisierung® des Arithmetikunterrichtes, Vo1 det
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er sich auch eine Steigerung der arithmetischen Kompetenzen der Schiiler und ein bes-
seres Verstandnis des Rechnens erwartet. Durch eine Reihe von Vorschligen deutet er
an, wie eine solche Algebraisierung erreicht werden konnte. Dabei werden auch in vor-
sichtigem MaB Buchstaben verwendet, vieles verlduft jedoch ohne die Verwendung von
Buchstaben, was zeigt, dal man bereits vor der Verwendung von Buchstaben einiges
aur elementaren Algebra beitragen kann. Mit derartigen Fragen einer ,Propadeutik

der elementaren Algebra“ konnen wir uns jedoch leider hier nicht weiter beschaftigen.

Wird das Gleichheitszeichen als Vergleichszeichen aufgefaBt, kann eine Formel nicht
nur von links nach rechts, sondern in beiden Richtungen gelesen werden. Dabet kann
eine Formel Verschiedenes bedeuten, je nachdem, in welche Richtung sie gelesen wird.

Betrachten wir etwa die Formel:
a-(b+c)=a-b+a-c

Von links nach rechts gelesen bedeutet diese Formel ein ,Ausmultiplizieren®, von
rechts nach links gelesen ein ,Herausheben®. Ein anderes Beispiel (nach SCHOEN-
FELD/ARCAVI 1988): Die Gleichung

1 1 2

z—1 z4+1 22-1

bedeutet von links nach rechts gelesen eine ,simple Bruchsubtraktion“, von rechts
nach links gelesen eine ,schwierige Partialbruchzerlegung®. Schiiler erkennen diese
Zusammenhénge oft nicht. Bekannt ist etwa, daff viele Schiiler nicht erkennen, daff das

»Ausmultiplizieren® und ,Herausheben® auf dem gleichen Distributivgesetz beruhen.

Ein Ziel des Algebraunterrichtes muB also sein, das zweiseitige Lesen von Formeln
zu lernen. Wenn am Anfang des Algebraunterrichtes nur Termumformungen gemacht
werden, wird zu diesemn Ziel kaum etwas beigetragen werden, da hier vorwiegend von
links nach rechts vorgegangen wird. Wie MATZ (1980) hervorhebt, leisten jedoch auch

einfache Gleichungen wie etwa
z=5=17  oder 3z+2=11

keinen sonderlichen Beitrag zu diesem Ziel, weil diese durch Erraten gelost werden

kéanen und dabei kaum {iber die Aufgabe-Ergebnis-Deutung hinausgegangen werden
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muB. Soferne keine zusatzlichen methodischen MaBnahmen getroffen werden, wird ¢
Verlassen dieser Deutung fir den Schiller wohl erst dann notwendig, wenn die (.
chungen jeweils die Unbekannte auf beiden Seiten enthalten und so komplex sind, dif
sie nicht unmittelbar durch Erraten gelost werden konnen. FILLOY und ROJANQ
(19%4 b) sprechen von einem ,didactical cut“ beim Cberga.ng von der Arithmetik ay
Algebra, der auftritt, wenn die Unbekannte erstmalig auf beiden Seiten einer Gle-
chung auftritt (siehe auch GALLARDO/ROJANO 1987). HERSCOVICS und LIN-
CHEVSKI (1991 2,b) haben bei Kindern ahnliche Schwierigkeiten beobachtet, wem
die Unbekannte auf einer Seite mehrfach vorkommt. (Den ,didactical cut® fassen sie

allgemeiner auf als ,the student’s inability to operate spontaneously with or on the
unknown®.)

Eine empirische Untersuchung zur Verwendung des Gleich

heitszeichens von Kindern

Eine interessante Untersuchung zur Auffassung des Gleichheitszeichens wurde von
BEHR/ERLWANGER/NICHOLS (1980) mit amerikanischen Kindern im Alter v
6 bis 12 Jahren durchgefiihrt (siche auch ERLWANGER/BELANGER 1983). Einige
Ergebnisse seien hier mitgeteilt, weil sie in drastischer Weise einige Auswirkungen der

Aufgabe-Ergebnis-Deutung auf das Verstindnis von Gleichungen aufzeigen.

a) Aussagen der Form a+b =0

Praktisch alle Sechs- und Siebenjahrigen faften Aussagen wie 2 +3 = 0 als
Handlungsanweisungen auf, die angeben, 2 und 3 zu addieren. Dies wurde auch
noch so aufgefaft, wenn nur 2+ 3 geschrieben wurde. Praktisch kein Kind warin
der Lage, 2+ 3 als Name fiir eine Zahl zu sehen. Bestenfalls suBerten sie sich s

»2 + 3 ist eine Zahl, denn wenn man sie zusammenzihlt, erhilt man eine andere
Zahl“.

b) Aussagen der Form O =q 4

Viele Kinder lasen O = 243 von rechts nach links und schrieben 3+2 = B. 08¢
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sie strichen die Zeichen = und + durch und schrieben sie vertauscht dariiber:

+
= 3

+ 1l

g 2

Andere wiederum schrieben 0 =2+ 3 umzu 5 =2+ 3 und lasen 3 +2 = 5.

Ein sechsjahriges Madchen &nderte die vorgegebene Gleichung 6 = 4 + 1 zu
6 =4+ 10 und las 6 + 4 = 10. Bei der Gleichung 3 = 2 4 1 wollte es zunichst
1 zu 5 abandern, sah dann den Fehler ein, aduflerte aber sein Miffallen an die-
ser Schreibweise. Ein sechsjahriger Schiiler fragte den Interviewer: ,Lesen Sie

rickwarts? “

Die meisten Sechs- und Siebenjahrigen versuchten also, Aussagen der Form
0 = a + b in irgendeiner Form zu a + b = O oder O + ¢ = b umzumiinzen. Das

galt z.T. auch noch fiir die Zwolfjahrigen.

c) Aussagen der Forma=¢a oder a =15

Die Aussage 3 = 5 wurde von Sechs- und Siebenjdhrigen meist zu 345, 3 ~ 5,

3+5 =8 oder 243 = 5 abgeandert, die Aussage 3 =32zu3+43,3-3,3+3=6
oder 043 = 3. Ein Sechsjahriger schrieb die Gleichung 3 = 5 zuerst zu 3 =5 5 um
und inderte dann zu 3+ =z 5. Nach Aufforderung, dies zu lesen, sagte er: ,Ich
lese riickwarts, 5 plus 3 ist 8¢, wobei er jeweils auf die Symbole zeigte. Damit auf
der rechten Seite nicht 85 steht, setzte er die Ziffer 8 etwas tiefer. Die Gleichung

3 =3 anderte er in dhnlicher Weise zu 3+ =¢ 3 ab.

Obwohl Aussagen der Form a = a oder a = b keine Aktion verlangen, sondern
héchstens die Feststellung ihrer Wahrheit bzw. Falschheit, anderten die meisten
Sechs- und Siebenjihrigen diese Aussagen zu a + b = O oder a — b= D ab. Das

galt z.T. auch noch fiir die Zwélfjahrigen.

Aussagen der Form a+b=>b+a oder a+b=c+d

Aussagen wie 2+ 3 = 3 + 2 wurden von manchen Sechsjahrigen zu 2+3+3+2
oder 2+3+3+2 = 10 abgewandelt. Ein sechsjihriges Madchen bezeichnete zwar
243 =5und 3+2 = 5 als dasselbe, sah aber 243 = 342 als falsch an. Es dnderte
2+3 =342 abzu: 243 = 5 und 3+2 = 5. Die Gleichung 1+5 = 5+1 anderte es
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abzul+5=1+5=...und bemerkte, dafl nach dem letzten Gleich}
noch eine Antwort geschrieben werden mifte. Ein sechsjahriger Schi
die Gleichung 1 +2=2+12z01+22 241 ab und las: ,1 plus 2
plus 1 ist 3¢, wobei er jeweils auf die Symbole zeigte. Siebenjahrige a
gelegentlich die Gleichung 3 + 2 = 2 + 3, verwiesen aber darauf, daf
Seite rickwirts gelesen werden misse. Gleichungen wie4 +1 =9.
von Siebenjahrigen teilweise akzeptiert. Ein Siebenjahriger sagte: )
zwar beide 5, aber sie sind nicht gleich“. (Dieser Schiiler war sich al
klaren, ’daﬁ mit dem Gleichheitszeichen die Gleichheit von Zahlen ur

Gleichheit der Terme gemeint ist.)

6.2 Veranderungen der Sichtweise von ']

und Formeln

Geschlossene Darstellungen

In der Arithmetik ist das Gleichheitszeichen oft iiberhaupt entbehrlich. Bet

etwa die Aufgabe:

Die Summe der Zahlen 12 und 15 ist mit dem Produkt dieser Zahlen zu
plizieren,

Man kann diese Aufgabe durch Nebenrechnungen 16sen:

12 12.15 27-180
L5_ 60 2160
27 180 4860

Dazu braucht man kein Gleichheitszeichen, ja es ist nicht einmal notig, ¢

»geschlossen“ anzuschreiben, d.h. in der Form:

(12+15)- (12-15)



ieitszeichey
ler Andere
ist 3 und)
kazeptiertey
} die redhte
t 3 wurdey
Sie ergehan
$0 nicht in

1d nicht die

Jermen

irachten ¥t

noulti-

Jie Aufgabe

143

In der Algebra sind Nebenrechnungen nicht mehr méglich, da die Rechenoperationen
mit Buchstaben nicht mehr ausfiihrbar sind. Statt dessen beschreibt man den Rechen-
gang im allgemeinen in ,geschlossener® Form durch einen Term oder eine Formel. Ist
etwa die Summe der Zahlen a und b mit deren Produkt zu multiplizieren, so schreibt
man:
(a+b)-(a-b) bzw. (a+b) (a-b)=a’b+ab?

Es ist also ein wichtiges Lernziel in der elementaren Algebra, da8 Schiiler Rechengénge
oder Beziehungen in ,geschlossener” Form durch Terme oder Gleichungen beschreiben
kénnen und umgekehrt Terme und Gleichungen als solche Beschreibungen auffassen
konnen. Diese Auffassung von Termen und Gleichungen kommt zwar schon in der
Arithmetik vor, hat jedoch dort noch nicht die Bedeutung, die sie in der Algebra

gewinnt.

Der Zwang, Rechengange ,geschlossen“ aufzuschreiben, bringt allerdings Notations-
probleme mit sich, vor allem Probleme mit der Klammersetzung und Klammereinspa-
rung (bzw. mit Bindungskonventionen wie Punktrechnung vor Strichrechnung). Zur
Bewiltigung dieser Probleme konnte man durchaus bereits in der Arithmetik wertvolle
Vorarbeit leisten, z.B. dadurch, da man Schiiler starker als iblich anhalt, Rechnungen
in ,geschlossener® Form anzuschreiben und dabei auf die Klammerprobleme und Bin-
dungskonventionen eingéht. So etwas kommt im Arithmetikunterricht zwar vor (die
Lehrbiicher enthalten beispielsweise Aufgaben wie: 3+2-7 = ... ), der derzeitige
Lernerfolg ist aber mehr als diirftig. Zum Beleg fithre ich eine wahre Begebenheit an.
Vor kurzem besuchte ich eine Zirkusvorstellung, in der ein rechnender Pudel vorge-
stellt wurde. Der Pudel wihlte jeweils aus einer Menge von Karten jene Karte aus,
die mit dem Resultat der gestellten Rechnung beschriftet war. Das Publikum wurde
aufgefordert, eine skomplizierte® Rechnung anzusagen. Diese wurde auf eine Tafel
geschrieben:
54+2-3+4+4-2

Dann wurde das Publikum zum gemeinsamen Ausrechnen aufgerufen. Das ganze Zir-
kuszelt brilllte: 5 plus 2 ist 7, mal 3 ist 21, plus 4 ist 25, mal 2 ist 50. Die Zeile auf der
Tafel wurde erganzt zu:

54+42-3+4-2=50



144

Inzwischen hatte der Pudel langst die Karte mit der Zahl 50 herbeigeschaff:. Niemang

protestierte, alle waren hochzufrieden.

Handlungs- und Beziehungsaspekte von Formeln

Die Handlungs-Beziehungs-Konvention Formel

(vgl. Seite 110) bringt zum Aus- / \
druck, daB eine Formel eine Dop- Rechern. Zahlen.
pelnatur hat. Sie kann sowohl handlung beziehung

eine Rechenhandlung als auch

eine Beziehung zwischen Zah- Fig. 57a
len darstellen. Z.B. gibt die

Formel z = z - y einerseits an,

wie man z aus z und y berech-

nen kann, stellt aber anderer-
Notation

seits eine Beziehung zwischen

den Zahlen z, z und y dar, namlich / \

dafi z das Produkt von z und Handlungen <——> Bezichuger
y ist. Beide Aspekte werden

in der algebraischen Notation Fig. 5Tb

~kondensiert* (Fig. 57a).

Man kann diese Zusammenhange noch allgemneiner sehen. Wird eine Formel in einer
auBerarithmetischen Situation gedeutet, kann man sich neben einer Rechenhandling
und einer Zahlenbeziehung noch weitere Handlungen oder Beziehungen vorstellen, #ei
die in der Formel vorkommenden Operationszeichen entsprechend gedeutet werden.
Man kann also allgemein sagen, daf die algebraische (wie auch manche andere mathe
matische) Notation sowohl Handlungen als auch Beziehungen ausdriickt (Fig 57b)
Handlungen und Beziehungen stehen in einem Zusammenhang: Beziehungen werden
durch Handlungen entdeckt bzw. konstruiert, Handlungen werden durch Beziehunge?
angeregt und gesteuert (DORFLER 1988, MALLE 1988 a). Handlungen und Be#®

- . _ ] 4
hungen erganzen und bedirfen also einander. In Anlehnung an eine Terminologe
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OTTE (1983, 1984) kann man von einer Komplementaeritit von Handlungen und Be-

sichungen sprechen.

In der Arithmetik dominiert bei angeschriebenen Termen und Gleichungen meist der
Aspekt der Rechenhandlung (Aufgabe-Ergebnis-Deutung). Der Aspekt einer Zahlen-
beziehung kommt zwar vor, hat aber fiir Schiiler im allgemeinen eine untergeordnete
Bedeutung. Es ist daher nicht verwunderlich, daB es vielen Schilern beim I"Jbergang
sur elementaren Algebra schwerfallt, in einer Formel eine Beziehung zwischen Zahlen zu
sehen. Diese Schwierigkeit duflert sich etwa darin, dafl Schiiler eine Formel wie z = z -y
fir sinnlos halten, weil man z nicht berechnen kénne, solange man z und y nicht kennt.
In relativ vielen Interviews zeigte sich, daB8 Schiiler beim Aufstellen einer Formel keinen
Erfolg hatten, weil sie ganz versessen darauf waren, etwas auszurechnen, Als Beispiel

dafiir sei ein kurzer Ausschnitt aus dem Interview mit Mario (13) angefihrt:

I: In diesen beiden Schachteln habe ich Murmeln verpackt. Ich habe aber
vergessen, wie viele Murmeln ich in jede Schachtel gegeben habe. Ich weify
nur, daB ich in die zweite Schachtel viermal so viele Murmeln wie in die erste
hineingelegt habe. Kannst du den Text durch eine Gleichung darstellen?

M: (z+4)-z=2%+4-2
¢ fir die Schachtel ... viermal mehr heift plus vier, und das mal z, das
ergibt z? + 4z.

[Etwas spiter macht Mario den folgenden Vorschlag.)

M: z.dz=y
z, da ich die Anzahl fiir die Kugeln nicht weiB ...Also z steht fir die
Anzahl der Kugeln in Schachtel eins, 4z steht fiir die Anzahl der Kugeln
in Schachtel zwei, und das Ergebnis, das bezeichnen wir halt mit y. Das y
steht fiir die Anzahl, die ich ausrechnen mufi. Ich méchte ja wissen, wieviel
Kugeln in der zweiten Schachtel sind ... das y steht also fiir die. Kugeln in
der zweiten Schachtel.

Es ist also ein wichtiges Lernziel des Unterrichts in elementarer Algebra, iber die
Vorstellung einer Formel als Rechenhandlung hinauszukommen und sie auch als eine
Beziehung zwischen Zahlen auffassen zu kénnen. Wie schon auf Seite 110 ausgefiihrt
wurde, setzt dies die Fahigkeit voraus, Terme als Zahlen sehen zu konnen (Prozes-
R'ESU“Sat-Konven’cion). Beispielsweise kann das Gleichheitszeichen in der Gleichung

=2y nur dann als numerische Gleichheitsbeziehung aufgefalit werden, wenn man
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in der Lage ist, in dem Term z -y eine {unbestimmte) Zahl zu sehen und nicht bloh i

eine ,,unausgefiihrte Rechnung®.

In TALL/THOMAS 1991 (siehe auch THOMAS/TALL 1989 b und GRAY/TA[ |
1993) wird herausgearbeitet, daf Schiiler, die Terme nur unter dem Handlungsaspelt
sehen kénnen, eine wesentlich schwierigere Algebra zu bewdltigen haben als ande
Schiller. Fiir einen solchen Schiiler miissen etwa in der Gleichung 3-(a+b) =3.4434
die Terme auf den beiden Seiten ganz Verschiedenes bedeuten: Links wird ein Proxf
dargestellt, bei dem zuerst zwei Zahlen addiert werden und dann das Ergebnis mit} |
multipliziert wird; rechts wird ein Proze dargestellt, bei dem zuerst jede der beidn
Zahlen mit 3 multipliziert wird und dann die Ergebnisse addiert werden. Dariiber hir
aus mufl der Schiller die Gleichung so interpretieren, da beide Prozefe zum seba |
Resultat fiihren. Wie viel leichter hat es ein Schiiler, fiir den sich beide Terme zu ur |
bestimmten Zahlen ,objektiviert“ (,encapsulated® nach TALL/THOMAS) habex. E
mufl lediglich konstatieren, daB 3: (a + &) und 3 - a + 3 - b dieselbe Zahl darstellen.

Ein anderes Beispiel: TALL und THOMAS stellten einigen Schiilern zuerst die Glé-
chung

2:p—1=5

und anschlieBend die Gleichung

2:(p+1)—1=5

Handlungsorientiert denkende Schiller lésten zuerst die erste Gleichung und erhiel®
p=3. Dann I6sten sie unabhingig davon die zweite Gleichung, indem sie die Klamme!
mit 2 ausmultiplizierten usw. Einige Schiiler erkannten jedoch, daB die zweite Glé-
chung aus der ersten hervorgeht, wenn man p durch p+ 1 ersetzt, und kamen schnells
zum Ziel: p+1 =3, also p = 2. Ein solches Vorgehen ist aber nur einem Schiler

moglich, der imstande ist, den Term p + 1 als eine unbestimmte Zahl anzusehen.

Ein bloBes Denken in Handlungen ist in der Algebra nicht lange durchzuhalten. De

Unterricht verstarkt jedoch diese Haltung unter Umstinden, indem er Jediglich Regl
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sum besseren ,,Handlungsmanagement® bereitstellt. TALL und THOMAS schreiben

dazu:

To cope with these difficulties, traditional teaching tends to emphasize the calcu-
lation and manipulation of algebraic expressions — teaching children the rules of
algebra so that they develop the necessary manipulative ability. , Do multiplica-
tion before addition®, ,calculate expressions in brackets first“, ,collect together
like terms“, ,of means multiply“, ,add the same thing to both sides, ,change
sides, change sign®, ,to divide, turn upside down and multiply®, etc. etc. It is
hoped that once the child is able to carry out the rules consistently, then un-
derstanding will follow, but it is a forlorn hope .... Once committed to such a
course, it easily degenerates into a never ending downward spiral of instrumental
activity: learning the ,trick of the week® to survive, soon leading to a collection
of disconnected activities that become more and more difficult to coordinate,
even at a purely mechanistic level.

Wechsel von Handlungs— und Beziehungsaspekten

Die ,Kondensation“ von Handlungs- und Beziehungsaspekten in der algebraischen No-
tation bringt viele Vorteile mit sich, vor allem solche heuristischer Natur. Die Aus-
wahl von Handlungs- und Beziehungsaspekten bzw. ein flexibler Wechsel zwischen
diesen Aspekten erhoht unsere Chancen zum Aufstellen bzw. Interpretieren einer For-
mel. Wenn ein Aspekt nicht mehr weiterhilft, kann ein Ubergang zum anderen Aspekt
niitzlich sein. Wir haben in Interviews beobachtet, daB fiir Schiler, die sich auf den
Beziehungsaspekt festgebissen haben, hiufig die Frage niitzlich war: ,Was muB gerech-
net werden, um was zu erhalten? “. Umgekehrt schien jedoch auch manchen Schiilern,

die zu sehr an Rechenhandlungen hingen, die Frage zu niitzen: ,Was mul wem gleich

sein? «

Aus diesen flberlegungen ergibt sich, daB ein erstrebenswertes Lernziel des Algebraun-
terrichts darin besteht, eine gewisse Flexibilitit im Umgang mit Handlungs- und Bezie-

hungsaspekten von Formeln zu erreichen.

Leider haben wir in den Interviews festgestellt, daB derartige Wechsel zwischen Handlungs-
und Beziehungsvorstellungen von den Schiilern eher selten vollzogen wurden, oft erst
dann, wenn der Interviewer dazu den Anstof gab. Im allgemeinen wurde die vorge-

gebene Textorientierung beibehalten. Bestand der Text vorwiegend aus Handlungs-
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beschreibungen, wurde diese Orientierung meist wihrend der gesamten Argumen

tion beibehalten; bestand der Text vorwiegend aus Beziehungsangaben, wurde diese |
Orientierung beibehalten. Wir sehen uns dazu einige Stellen aus dem Interview mit ‘

Klaus (11) an. Auf einen handlungsorientierten Text reagiert Klaus mit Handlung |

vorstellungen (Rechnen, Verteilen):

I  (legt folgende Aufgabe vor): Eine Klasse macht einen Ausflug. Insgesamt
miissen b Schilling fiir den Omnibus und ¢ Schilling fiir einen Museums-
besuch bezahlt werden. Die Gesamtkosten werden gleichmifig auf die
d Schiiler der Klasse aufgeteilt. Stelle eine Formel fiir den Betrag a auf,
den jeder Schiiler bezahlen muf!

K: Da muf man einmal b und c rechnen ...b und c ist gleich so und so viel
...und das was herauskommt, also b plus ¢, und das was herauskommt,

wird auf die d Schiiler ...also b plus ¢ zusammenrechnen, dann dividiert
durch d ist gleich a.

Derselbe Schiiler reagiert auf einen beziehungsorientierten Text ganz anders. Ohne auf
eine Handlung oder einen Rechengang zuriickzugreifen, iberlegt er sich eine Beziehung,

zuerst an konkreten Zahlen und dann allgemein:

I (legt folgende Aufgabe vor): Anton ist a cm grof, Bernhard ist b cm grod.

Anton ist ¢-mal so groB wie Bernhard, Driicke das durch eine Gleichung
aus!

K (murmelt): Der Anton ist zum Beispiel 1,73 m und der Bernhard 1,63 m
und das ¢ ist der Unterschied von den zwei ...

I:  Lies noch einmal genau den Text!

K: Anton ist @ cm grofi ... c-mal so groB ...c-mal so grof ...ach so, dann ist
der Anton zweimal so groB wie Bernhard. Dann ist a 96 cm grof und der
Bernhard ist 48 cm groB und c ist, daff der Bernhard, nein der Anton ist
zweimal so grof wie der Bernhard, 48 + 48 = 96.

Versuche, die Gleichung allgemein mit den Variablen hinzuschreiben!

K (nach langerer Pause): b+ b=c,ah b+ b= a...(murmelt unverstindlich
vor sich hin) ...bmal 2...5-¢c = q.

Im Bereich der elementaren Arithmetik konnte ziemlich klar nachgewiesen werden,
daB handlungsorientierte Texte den meisten Schiilern leichter fallen als beziehungsor-
entierte Texte (siehe etwa RILEY/GREENQ /HELLER 1983 und die dort angegebent
Literatur). Im Bereich der elementaren Algebra liegen nach meinen Erfahrunge? die

Verhiltnisse nicht so eindeutig. Dies diirfte daran liegen, daB algebraische Formeln
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picht in gleiche_m Mafl auf Handlungsaspekte reduziert werden konnen wie manche
arithmetische Rechnungen und da8 das Zusammenspiel von Handlungen und Bezie-
hungen in der elementaren Algebra bedeutsamer ist als in der Arithmetik. Es ist also
vermutlich glinstig, im Unterricht Einseitigkeiten zu vermeiden und handlungs- sowie
beziehungsorientierte Texte zu mischen und das Ubersetzen zu iiben. Ebenso sollten

Formeln auf beide Arten verbal interpretiert werden.

6.3 Veranderungen heuristischer Aktivitaten

Eine arithmetische Rechenaufgabe bedeutet im allgemeinen die Ausfiihrung gewisser
Algorithmen, wozu kaum heuristische Uberlegungen notwendig sind. Derartige Uber-
legungen kommen in der Arithmetik hchstens ansatzweise vor, etwa wenn man sich

iiberlegt, in welcher Reihenfolge man die Summe
17+16 +13 + 24

am glinstigsten berechnet. Bei Aufgaben in der elementaren Algebra, etwa dem Umfor-
men eines Terms oder dem Losen einer Gleichung, werden jedoch solche Uberlegungen
massiver erforderlich, weil die Manipulationen im allgemeinen weniger eindeutig be-
stimmt sind und eine Art ,,Ldsungsplan® entworfen werden mu$ (auch wenn dies nicht
sehr bewuBt geschieht). Vielfach gelingt es zwar nicht, einen Losungsweg bis zum Ende
zu planen (oft wird ein Plan wahrend der Lésung vervollstindigt oder verandert), je-

doch ist ein Planen praktisch immer im Spiel.

Im vorhinein ist oft nur eine bestimmte Form des Ergebnisses bekannt.In der Arith-
metik ist die Form des Ergebnisses im allgemeinen klar: es soll eine Zahl berechnet
werden. Bei manchen Aufgaben der elementaren Algebra ist die Form des Ergebnisses
ebenfalls klar.Lautet die Aufgabe ,Lése die Gleichung 5(z + 3) = 10z“, dann ist das
Ziel ein Ausdruck der Form ,z = ...“. Lautet die Aufgabe ,Zerlege z* + 5z + 6 in
Linearfaktoren“, dann ist das Ziel ein Ausdruck der Form ,(z—...) (¢ —.. )¢ Es ist
allerdings meist nicht unmittelbar klar, wie diese Form erreicht werden kann. Deshalb

sind Planungsaktivititen notwendig,.
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In der elementaren Algebra treten dariiber hinaus auch haufig Falle ein, in denen g
Form des Ergebnisses nicht von vornherein bekannt ist. Lautet die Aufgabe , Vereinfache
den Term ......... ¢ dann ist die Form des Ergebnisses im vorhinein nicht bekana
und es ist oft auch bei der Durchfilhrung der Umformung schwer entscheidbar, ob der
Term hinreichend vereinfacht ist oder nicht. Hier sind spezielle heuristische Strategien

notwendig, wobei auch asthetische und andere subjektive Momente eine Rolle spielen.

Manche der in der Algebra erforderlichen Strategien lassen sich in die Form einfacher

Regeln kleiden, z.B. beim Gleichungsiésen:

—  Versuche durch Ausmultiplizieren die Unbekannte aus den Klammern zu bringen!

— Versuche alle Glieder mit der Unbekannten auf eine Seite zu bringen und dann die

Unbekannte herauszuheben!

Grundsétzlich ware es méglich, die fiir das Termumformen und Gleichungslésen erfor-
derliche Heuristik zu algorithmieren (dies mufl z.B. zur Programmierung eines Com-
puteralgebrasystems geschehen), in der Schule wire dies jedoch ein hoffnungsloses und
nicht wiinschenswertes Unterfangen. Nur wenige heuristische Strategien lassen sich s
griffig formulieren wie die obigen Beispiele. Das meiste wird hier auf einer unbewulten
oder kaum bewuBten Ebene gelernt werden miissen. Man kann nicht alles Notige the

matisieren und erkldren (das ist ja gerade der Grundirrtum der Erklirungsideologie).

Da8 die elementare Algebra im Vergleich zur Arithmetik ein so viel groferes Arsenal an
heuristischen Strategien und einen flexibleren Einsatz vorhandender Strategien zulalt
bzw. erfordert, beruht u.a. auf der »Spurenkonservierung der algebraischen Notation.

Ich zitiere dazu MATZ (1980) in einer von mir vorgenommenen deutschen Ubersetzung

In der Arithmetik enthilt ein numerisches Resultat keine Spur des spezifischen
Prozesses, der zu ihm gefiihrt hat. Die meisten algebraischen nAntworten® hin-
gegen spiegeln noch siuberlich die Folge und Art der Operationen wider, durch
deren Verkniipfung sie entstanden sind. Folglich kann der ProzeB, der algebrai-
schen ,Resultaten“ zugrundeliegt, trivial rekonstruiert werden, wahrend nume-
rische Resultate nicht eindeutig zuriickverfolgt werden kdnnen.

Diese ,,Spurenkonservierung® erlaubt es beispielsweise, eine Strategie zur Isolation einef

Unbekannten aus einer Gleichung zu entwickeln.
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Die Lesbarkeit des Gleichheitszeichens in beiden Richtungen und die Rekonstruier-
barkeit der Prozesse gestatten neue Kombinationen des Vorwarts- und Riickwairts-
arheitens. Z.B. kann die Aufgabe ,Zerlege z? + 5z 46 in Linearfaktoren® in einem er-
sten, antizipativen Schritt zu einem von links nach rechts gelesenen Gleichungsschema

der Form

2’ +5zx4+6=(z—a) (z—b)

fihren (zumindest in Gedanken). In einem zweiten Schritt kénnen dann durch Probie-
ren oder andere systematische Methoden die Zahlen a und & bestimmt werden, wobei
die Richtigkeit durch Ausmultiplizieren der Klammern, also durch Lesen der Gleichung

von rechts nach links, iberprift wird.

6.4 Unterrichtsvorschlige zur veranderten Sicht-

weise von Termen und Formeln

Im traditionellen Algebraunterricht werden kaum Anstrengungen unternommen, Schii-
lern die Verdnderungen beim Ubergang von der Arithmetik zur Algebra bewuBt zu
machen. Vieles davon ist auch fiir den Lehrer kaum vorweg planbar, er wird vielmehr
wiederum versuchen miissen, auf Schillerfehler sensibel zu reagieren und Miffverstind-
nisse aufzukliren, z.B. falsche Auffassungen der Konkatenation, der Operationszeichen
oder des Gleichheitszeichens. Zu manchen Punkten kann man jedoch gezielt Auf-
gaben stellen. Im folgenden fiihre ich einige Aufgaben an, die zum Ziel haben, die
Sichtweise von Termen als Zahlen bzw. Formeln als Beziehungen zwischen Zahlen zu
entwickeln. Die meisten dieser Aufgaben basieren auf der Idee, Terme bzw. Formeln
zu visualisieren. Durch eine geeignete Visualisierung kann ein Term als zeichnerisches
Objekt (Strecke, Rechteck, Markierung auf einer Skala usw.) dargestellt werden, was
& vermutlich erleichtert, den Term selbst als ein Objekt (eine Zahl) anzusehen. In
ihnlicher Weise kann eine geeignete Visualisierung einer Formel vermutlich helfen, die
zeichnerisch dargestellte Objektbeziehung (Beziehung zwischen Strecken, Rechtecken,

Markierungen usw.) als Zahlenbeziehung aufzufassen.
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Terme als Zahlen

Es sei z irgendeine Zahl. Wie lautet die Zahl, die a) viermal so gro$ wie 2
ist, b) um 10 gréfer als z ist, ¢} um 3 kleiner als das Doppelte von z ist,
d) halb so grofl wie z ist?

Fiille die folgende Tabelle fertig aus:

|z]2-2]2z+10 |2-2-1]2-(z-1)|

3
10
16
25
28
In Fig. 58 sind drei Strecken gezeich- — X —
net, die die Zahlen z,y und 2z darstel- y
len. Zeichne eine Strecke, die die Zahl 2 Fig. 58
z + 2y — z darstellt! b

Welche Zahlen werden durch die Strecken [A,B], [A,C] [B,D], [A,D] darge-
stellt: A B c b

i N ry re i " " ad

X T x Y —t—

In den nebenstehend abgebildeten GefiBen,

die alle eine gleich grofie Grundfliche ha- %w
ben, sind die Wasserstinde (WasserhShen) I ' %V

mit u,v,w markiert. Jemand schiittet den u

Inhalt der beiden kleinen Gliser in das grofie

Glas. Markiere den neuen Wasserstand im

grofen Glas! Wie kann man ihn mit Hilfe Fig. 59
von u, v, w beschriften?

Zeichne auf der folgenden Zahlengeraden die Zahlen ¢ +1, 2a und 3-a—1
ein:

$ n
T r +

o 1 a Fig. 60

Auf einem Lagerplatz befinden sich m Tonnen Sand. Davon werden monat-
lich p Tonnen weggenommen? Wieviel Sand ist a) nach 2 Monaten, b) nach
t Monaten vorhanden? Stelle die Sandmengen fiir die ersten vier Monate
durch eine Zeichnung dar und beschrifte diese!

In den in Fig. 61 abgebildeten Sicken befinden sich Kugeln. Im ersten Sack
sind z Kugeln. Im zweiten Sack sind um 4 Kugeln mehr als im ersten Sack.
Im dritten Sack sind dreimal so viele Kugeln wie im ersten Sack. Im vierten
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Sack sind doppelt so viele Kugeln wie im zweit~n Sack. Beschrifte die Sicke
mit den f.nzahlen der enthaltenen Kugeln!

58558,

9 (Fortsetzung von Aufgabe 8) Es sei noch etwas verraten: im dritten und
vierten Sack sind gleich viele Kugeln. Schreib dies als Gleichung in z an!
Kannst du jetzt erraten, wie viele Kugeln in jedem Sack sind?

10 In Fig. 62 sind vier Flaschen abgebildet. In der ersten Flasche befinden sich
u Liter, in der zweiten u + 2 Liter, in der dritten 2 - v+ 1 Liter und in der
vierten u + v + w Liter Wasser. )

a) Driicke diese Angaben in Worten aus!
b) Driicke alle Flascheninhalte durch u aus und beschrifte damit die Fla-

TN N 2N O

7 A Fig. 62

Formeln als Beziehungen zwischen Zahlen

Durch shnliche Aufgaben kann man Schiiler von der blofien Rechendeutung von For- .
meln wegbringen und sie dazu bewegen, Formeln auch als Beziehungen zwischen Zahlen
(Gri’)ﬁen) anzusehen. Vor allem kann man Zahlenbeziehungen zeichnerisch darstellen

lassen oder umgekehrt aus Zeichnungen Zahlenbeziehungen herauslesen lassen. Zum
Beispiel:

11 Stelle die Formel z + y = a — b auf verschiedene Arten zeichnerisch dar!

12 Lies aus Fig. 63 verschiedene Bezie- et
hungen zwischen a, b, ¢,d, e ab! —L S
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d ° ¢
13 Nebenstehend ist eine Wohnung abgebil- E - -jl
det. Ermittle eine Formel fiir den Fliche- Bad g Kache |Terrasse c
ninhalt und Umfang >
a) der einzelnen Riume, . Schiaf-
b) der Terrasse, Wohnzimmer | .o lb
c) der Wohnung ohne Terrasse,
d) der Wohnung mit Terrasse! lL a ’I'
Fig. 64

14 (Fortsetzung von Aufgabe 13): Welche Fliche hat den Inhalt:

a)A=ea-b cJA=(a—c)-c e)A=a-(b+¢)
T b)A=a-btec-d dyA=(a—-¢)-(b+c) flA=a-(btc)-¢c?

15 Im Fig. 65 sind vier Kisten abgebildet, in denen sich k,u,» bzw. w Kugeln
befinden. In der zweiten Kiste sind um 2 Kugeln mehr als in der ersten
Kiste. In der dritten Kiste sind dreimal so viele Kugeln wie in der ersten
Kiste. In der vierten Kiste sind um 6 Kugeln mehr als in der dritten Kiste.

a) Driicke u,v,w durch k aus!

b) Wievielmal so viele Kugeln sind in der vierten Kiste wie in der zweiten
Kiste?

¢) In der dritten Kiste sind doppelt so viele Kugeln wie in der zweiten

Kiste. Schreib dies als eine Gleichung in k¥ an und versuche, k zu
erraten!

Fig. 65

Interessante Unterrichtsvorschlige sowie eine dazugehdrige Untersuchung zu diesem

Thema findet man in WOLTERS 1991.
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6.5 Variable vor Zahlen?

An der Tatsache, daB im traditionellen Mathematikunterricht Variable meist erst im
siebenten Schuljahr eingefiihrt werden, ist eine bestimmte Auslegung einer Theorie
PIAGETS nicht ganz unschuldig. Nach PIAGET tritt ein Kind in seiner Intelligenzent-
wicklung etwa mit dem elften oder zwoélften Lebensjahr aus dem skonkret-operativen
Stadium® in das ,formal-operative Stadium® (siehe WITTMANN 1975). Wir wollen
uns hier nicht mit der Frage beschiftigen, ob diese Einteilung in Stadien sinnvoll ist.
Manche Leute sind jedoch geneigt, daraus den Schlufi zu ziehen, da man Kindern
frihestens mit dreizehn Jahren Variable zumuten kann. Daf diese Ansicht grundfalsch
ist, wurde in eindrucksvoller Weise durch Experimente gezeigt, die unter der Leitung
des russischen Didaktikers DAVYDOYV in den Jahren 1964-67 durchgefiihrt wurden
(beschrieben in FREUDENTHAL 1974, 1978, 1986 b, OTTE 1976). Diese Experi-
mente zeigen, daB Kinder den Gebrauch von Variablen schon sehr viel frither — im
Grundschulalter — erlernen konnen; ja mehr noch: der Gebrauch von Variablen kann

bis zu einem gewissen Grad bereits vor dem Rechnen mit Zahlen erlernt werden.

Die Experimente wurden in sieben Klassen des zweiten Schuljahres in Rufland (ent-
spricht unserem dritten Schuljahr) durchgefiihrt und umfaften jeweils 42 Unterrichts-
einheiten zu je 30-35 Minuten. Die ersten drei Viertel dieser Zeit wurden dazu ver-
wendet, um die fiir grundlegend gehaltenen Beziehungen zwischen den Teilen und dem
Ganzen zu behandeln. Dazu wurde mit konkreten Objekten hantiert, es wurde Papier
geschnitten, Wasser umgefiillt usw. Es wurden dazu auch Skizzen angefertigt, wobei

das Ganze und seine Teile von Anfang an mit Buchstaben bezeichnet wurden, z.B.:

a b b a
m '
00
C

Spéter wurden zu den Skizzen auch passende Gleichungen dazugeschrieben, z.B.:

c b f k

TN~
\_‘// k=a—c—b-f Fig. 67
a

-
o

-+
e
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Diese Gleichung wurde etwa so interpretiert: Vom Ganzen a werden die Teile 5, f
weggenommen, es verbleibt k. Am Ende dieser Unterrichtsphase konnten die meistey
Schiiler Skizzen in Gleichungen und Gleichungen in Skizzen umsetzen. Sie waren auch

in der Lage, zu vorgelegten Skizzen oder Gleichungen selbst Texte zu erfinden.

Wohlgemerkt, bislang verlief das Ganze ohne die Verwendung konkreter Zahlen. Die
Schiiler hatten zwar ein rudimentares Verstdndnis von Zahlen (sie kannten die natil-
chen Zahlen, jedoch noch nicht die Bruchzahlen), es wurde aber noch kaum mit Zah-
len gerechnet und vor allem wurde bei der Einfiihrung von Variablen kein explizite
Gebrauch von Zahlen gemacht. Die Buchstaben bedeuteten dabei vielmehr konkrete
Objektmengen: a Sand bedeutete eine vorgezeigte Menge Sand, b Wasser eine in e
nem Glas befindliche Wassermenge, ¢ Papier eine ausgeschnittene Papierflache. Die
Rechenoperationen (Addition, Subtraktion) bedeuteten konkrete Handlungen wie Zu

sammenschitten, Auffiillen, Wegschneiden usw.

Der Zusammenhang der Buchstaben mit den Zahlen wurde erst in der 36. Unterrichts-
einheit hergestellt und zwar auf folgende Weise: Der Lehrer stellte zwei Mefiglaser mit
Wasser vor, wobei der Wasserstand mit k bzw. ¢ markiert wurde. Er schiittete des
Wasser beider Gliser in ein drittes Glas (ohne Skala) und markierte dort den Wasser
stand mit b. Die Schiiler stellten die Beziehung zwischen k, ¢ und b durch verschiedene

Zeichnungen dar und notierten die Formeln

b=c+k , c=b—-k , k=b-c
. 77 1. %q
] k // ] / 3
Z > Fig. 68
Lehrer: Wir haben den Wasserstand durch Buchstaben gekennzeichnet,

aber wir kdnnen ihn auch durch Zahlen messen. Mit welcher Grofe
sollen wir zu messen beginnen?

Schiiler: Mit der Gréfle k, dem Wasser im ersten MeBglas.
Lehrer: Kénnt ihr das Volumen des Wassers in diesern MeBglas bestimmen?

Schiiler: (geht zum Tisch und schaut auf die Skala) Dieses Wasser sind
30 Gramm.




Lehrer:
Schiiler:

Lehrer:

Ljuda B.:

Sereza S.:

Lehrer:

Sereza S.:
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Gut, schreiben wir k& = 30.
Nun zum anderen Mefiglas. Hier sind es 70 Gramm. ¢ = 70.

Wieviel Wasser ist in dem Glas dort? Es hat keine Skala. Wie
konnen wir wissen, wieviel b ist? (Die Schiiler sind verwirrt. Dann
gehen Hinde in die Hohe.)

Man sollte es in ein Mefiglas schiitten und schauen, wieviel es ist.

Nicht notig. b ist unser Ganzes, nicht wahr. Und % und ¢ sind
Teile. k ist 70 und c ist 30. Um das Ganze zu erhalten, mu man
die Teile k und ¢ addieren und erhilt so 100.

‘Wie kénnen wir niederschreiben, wie wir b erhalten?
30 plus 70 ist 100.

Die Schiiler zeichneten dann folgende Skizze und schrieben folgende Gleichungen an:

c=b—-k

T b=c+k

~—__— E=b—c
k c
k=30
Fig. 69 c="T0

b=30+ 70 =100

Am Ende dieses Unterrichts waren die Schiiler in der Lage, Beziechungen zwischen Gan-

zem und Teilen mit Buchstaben auszudriicken und ,,additive Elementarumformungen

durchzufithren wie z.B.:

a=b+c b=a-—c

a=b—c—d b=a+c+d

Damit konnten sie auch einfache Textaufgaben 16sen. Um das Erreichte zu illustrieren,

seien die Aufgaben des SchluBtests angefithrt, der nach DAVYDOVs Angabe sehr gut

ausfiel:

(1) Am Morgen arbeiteten a Traktoren auf dem Land. Im Laufe des Tages
kamen einige hinzu. Dann waren es b Traktoren. Wie viele waren hinzu-
gekommen?

(2) Inder Garage waren einige Autos, k fuhren weg, ¢ blieben iibrig. Wie viele
waren es urspriinglich?

(3) Kolja hatte einige Biicher. Vater gab ihm noch f und e dazu. Dann hatte
er d Biicher. Wie viele hatte er urspriinglich?
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(4) Am Morgen aflen die Kaninchen 5 Karotten und spiter noch einige. Zu-
sammen aBen sie 13. Wie viele haben sie spiter am Tag gegessen?

(5) In einer Vase waren ¢ Blumen, aber n verwelkten und wurden herausge-
nommen. Wie viele blieben iibrig?

In einem zweiten Teil der Untersuchung wurden dann auch Textaufgaben behandeit,
die iber die Beziehungen der Teile zum Ganzen hinausgingen. Dabei kamen auch
Textformulierungen vor wie: a ist um b gréfer als ¢, a ist b—mal so grofl wie ¢. kh
beschranke mich darauf, die Aufgaben des Schluitests anzufithren, der wiederum sehr

gut ausfiel (wesentlich besser als in einer Kontrollklasse):

(1) Jeder Schiiler einer Schule hatte a kg Alteisen abzuliefern, aber m Schiiler
iberschritten die Norm und lieferten zusammen d kg Alteisen extra ab.
Um wieviel tiberschritt jeder dieser Schiiler die Norm?

(2) Der Abstand zwischen zwei Stidten ist a km. Ein Reisender flog a Stunden
mit einer Geschwindigkeit von b km pro Stunde und fuhr den Rest mit
einem Lastkraftwagen mit einer Geschwindigkeit von d km pro Stunde.
Wie viele Stunden fuhr er mit dem Lastkraftwagen?

(3) Bei einem Sportwettkampf nahmen @ Leute teil, 5 Schwimmer, ¢ Laufer
mehr als Schwimmer; der Rest waren Ruderer. Wie viele Ruderer nahmen
teil?

(4) Ein Kaufhaus verkaufte an einem Tag b Meter Kleiderstoff zu a Rubel pro
Meter und d Meter Wollstoff. Ein Meter Wollstoff kostet ¢ mal weniger
als ein Meter Kleiderstoff. Wieviel nahm das Kaufhaus bei diesem Verkauf
ein?

(5) Eine Mauer, a Meter hoch und ¢ mal so lang, wurde geweiBigt und aus-
gemalt. Der k—te Teil der Mauer wurde ausgemalt und der Rest wurde
geweifligt. Wieviel Fliche wurde geweifigt?

Die Experimente DAVYDOVs haben gezeigt, daB es bis zu einem gewissen Grad
moglich ist, den Umgang mit Variablen vor dem Umgang mit Zahlen zu erlernen. 4Es
ist eine andere Frage, ob es faktisch wiinschenswert, niitzlich, notig ist“ (FREUDEN’
THAL 1986 b). Zumindest stehen Vorerfahrungen von Kindern iiber Zahlen (Grofen)
und eine eingefahrene Unterrichtstradition einer so radikalen Unterrichtsreform ent
gegen. Aber selbst wenn man nicht so radikale Absichten hegt, kann man aus den
Experimenten DAVYDOVs eines lernen: es kann nur vorteilhaft sein, wenn Variable
»iriih und progressiv* eingefiihrt werden, wenn méglich schon in der Grundschule, 2uf
jeden Fall aber im 5. Schuljahr. Auch wenn Variable den Zahlen nicht vorausgehen, soll

ten sie von Anfang an in méglichst enger Verbindung mit Zahlen (Gréfien) gebraucht
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werden. In Fig. 70 ist angedeutet, da man von konkreten Objekten und Handlun-
gen ausgehend entweder tiber das Zahlenrechnen zum Buchstabenrechnen oder iiber
das Buchstabenrechnen zum Zahlenrechnen gelangen kann. Sinnvoller erscheint jedoch
eine Verquickung beider Wege, was dem systemischen Zusammenhang der drei Teilge-
biete besser entspricht. Dadurch kann einerseits die Algebra profitieren: Buchstaben
bleiben keine inhaltsleeren Hiilsen. Andererseits kann aber auch die Arithmetik da-
von profitieren: die Kenntnis allgemeiner Zusammenhinge verleiht dem Rechnen mit

konkreten Zahlen mehr Sinn.

Zahlen- ____, Buchstaben-
rechnen -®— — =  rechnen

NS

Handlungen mit
konkreten Objekten Fig. 70



7  SCHULERFEHLER BEIM UMFORMEN

Wenn ein Schiiler einen algebraischen Ausdruck umformen soll, so erwartet man ig
Idealfall, daB er den Ausdruck genau ansieht, gewisse Regeln korrekt anwendet und
damit zu einer richtigen Umformung kommt. Die Realitdt sieht allerdings haufig an -
ders aus: Die Schiiler sehen den Ausdruck nur fliichtig an, wenden dann irgendwelche
Schemata an (die mit Regeln oft nichts zu tun haben) und kommen damit zu einer
fehlerhaften Umformung. Dieser Gedanke wird in diesem Kapitel zu einem kogniti-
onspsychologischen Modell des Umformens algebraischer Ausdriicke ausgebaut. Dabei
werden wir insbesondere die von Schiilern angewandten Schemata genauer beschreiben,

soferne sich diese aus empirischen Beobachtungen ergeben.

7.1 Schemata, Metawissen und Kontrolle

Ein Schema enthalt Wissen iber Handlungen oder Beziehungen, moglicherweise auch
bildhaftes Wissen, wobei gewisse Leerstellen (Slots) vorhanden sind, die erst bei e
ner konkreten Anwendung des Schemas ausgefiillt werden. Manche Schemata haben
den Charakter mathematischer Regeln, wobei sich die Leerstellen bequem mit Hilfe

von Variablen fiir Zahlen (wie a,b,...) oder Variablen fiir Operationen (wie 0,0,

anschreiben lassen, z.B.:

o(aob) = (ca)o(oh) , ao(boc)=(apb)o(acc)

Natiirlich wird nicht behauptef, daB ein Schiiler ein Schema in einer solchen Form it
seinem Gedachtnis abspeichert. Wie ein Schema wirklich abgespeichert wird, wissen wir
nicht. Uber derartige Schemata hinaus gibt es — auch in der elementaren Algebra —
viele Schemata, die nicht den Charakter mathematischer Regeln haben und sich micht

auf eine so einfache Weise darstellen lassen. .

Ein Schema allein ist fiir ein Subjeks so gut wie nutzlos. Man muB auch wissen, i
welchen Fillen man ein Schema anwenden darf und in welchen nicht (d.h. welche

Elemente man fiir die Leerstellen einsetzen darf und welche nicht). Das i einet
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Schema steckende Wissen gentigt also nicht, man braucht auch ein spezielles Wissen

iber dieses Wissen, also ein Metawissen.

Die elementare Algebra hat nun die unangenehme Eigenschaft, da8 die Grenze zwischen
erla.uBten und unerlaubten Anwendungen eines Schemas an der Notation oft nicht
unmittelbar ersichtlich ist. Im Gegenteil, die erlaubten und unerlaubten Anwendungen
eines Schemas sehen, wie MATZ (1980) hervorhebt, haufig sehr hnlich aus. Betrachten

wir dazu zwei Beispiele:

Beispiel 1:
Schema: o(aobd) = (oa)o (ob)

Erlaubt: Nicht erlaubt:
Va-b=+/a Vb Va+b=+a++vb
(a-b)2 =da?-b? (a4 b)? = a? 4+ b?

~(@+ D) =(-a)+ (D) —(a)=(-a)(-})

Beispiel 2:

Schema: ao(boc) = (aob)o(avc)

Erlaubt: Nicht erlaubt:

a-(bt+c)=a-bt+a-c a-(b-¢c)={(a-b)-(a-¢)
b

a-(b—c)=a-b—a-¢c d=d-0a°
Die Gleichungen, die durch eine unerlaubte Schemaanwendung entstehen, sind zwar
falsch, zunichst signalisiert aber nichts, da die Schemaanwendung unerlaubt war.
Fragen wir uns einmal selbst, wieso wir eigentlich sagen kénnen, daff eine Schemaan-
wendung erlaubt und eine andere unerlaubt ist. Ich glaube, die ehrlichste Antwort
vird in vielen Fallen wohl sein: Wir wissen einfach, in welchen Fallen wir ein Schema
anwenden diirfen und in welchen nicht; wir denken dariiber gar nicht lange nach. Wir

besitzen also ein hinreichendes Metawissen in bezug auf das betreffende Schema.

Allerdings: I allgemeinen kann man nicht iiber alle moglichen Anwendungsfélle ei-

nes Schemas im voraus Bescheid wissen. Es tauchen immer wieder neue Fille auf, in



162

denen uns ein entsprechendes Metawissen iiber die Anwendbarkeit des jeweiligen Sche.
mas noch fehlt. Wer in solchen Situationen bestehen will, bedarf gewisser Kontroll.
mechanismen (Prifmethoden), mit deren Hilfe er entscheiden kann, ob eine Sche
maanwendung erlaubt ist oder nicht. Mathematisch gebildete Personen besitzen solche
Kontrollmechanismen, sie konnen z.B. eine Schemaanwendung durch Angabe einer Re
gel rechtfertigen (die wiederum begriindet werden kann) oder durch Zahleneinsetzen
widerlegen. Schiller besitzen aber haufig weder das ndtige Metawissen noch geciy-
nete Kontrollmechanismen. Unsere empirischen Beobachtungen haben im grofien und
ganzen bestatigt, daBl die Kontrollmechanismen bei den meisten Schiilern schwach ent-
wickelt sind. Sie kdnnen meist weder Begriindungen noch Widerlegungen durchfiihren.
Z.B. setzen die meisten Schiller erst Zahlen ein, wenn dies von ihnen verlangt wird, tun
dies aber eher selten von sich aus. Generell mangelt es vielen Schiilern an einer kriti-
schen Einstellung zu ihren Umformungstatigkeiten; sie kommen oft gar nicht auf die
Idee, daf an ihren Umformungen etwas falsch sein kdnnte und kontrollieren daher ihre
Rechnungen nicht. (Man erkennt aus diesen Uberlegungen iibrigens, daB es im Unter-
richt nicht nur darum geht, gewisse Umformungstitigkeiten zu erlernen, sondern auch
die Kontrollmechanismen besser zu entwickeln, wozu in erster Linie das Begriinden

durch Regeln und:Widerlegen durch Zahleneinsetzen gehdren.)

Konnexionen

Das Auffinden eines geeigneten Schemas zur Umformung eines algebraischen Ausdrucks
kann eine mithsame Sache sein (gesteuert durch Metawissen und heuristische Strate:
gien), es kann aber auch ganz miihelos erfolgen; Schemata konnen sich geradezu W
gewollt aufdrangen. Bei entsprechender Ubung kann es zu einer festen Verbindung
zwischen der Wahrnehmung gewisser Merkmale eines algebraischen Ausdrucks und
dem Aufruf eines Schemas kommen. Das Schema wird dann durch diese Merkmale a%
tomatisch aufgerufen. SHEVAREV (1946) nennt eine solche automatische Verbindung

: . . . . . .. s o),
eine Konnexion (russisch ,konneksiya“, in der englischen Ubersetzung ,,connectior )
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Ich méchte im folgenden eine Konnexion kurz so darstellen:

Merkmale —» Schema

(SHEVAREV beschreibt eine Konnexion als ein geordnetes Paar, dessen erste Kompo-
pente aus bestimmten Merkmalen des Ausdrucks und dessen zweite Komponente aus
einer ,Orientierung in Hinblick auf eine bestimmte Verhaltensweise“ besteht, was ich

als Aufruf eines Schemas interpretiere.)

7.2 Ein Schemamodell fiir algebraische Umfor-

mungen

Das folgende Modell sowie dessen Verwendung zur Erklarung von Schiilerfehlern (in
den néchsten Abschnitten) kann als eine Weiterentwicklung von Ideen in MATZ 1980
angesehen werden. Einige Anregungen stammen auch aus DAVIS / JOCKUSCH /
McKNIGHT 1978, DAVIS 1984 und TIETZE 1987, 1988.

Der Grundgedanke des Modells ist in folgender Figur dargestellt:

Visuelle -
Informationsaufnahme

!

Aufruf eines
Schemas

(einer Prozedur)
Metawissen,
heuristische Strategien
Y und Kontrolle
Kognitive
Verarbeitung
Handlung Fig. 71

Der Schiiler sieht vor sich einen algebraischen Ausdruck und nimmt daraus gewisse

Visuelle Informationen auf. Dies fiihrt zum Aufruf eines Schemas. Im allgemei-
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nen wird das Schema nicht unmittelbar angewandt werden konnen, da es nicht gamz
auf den algebraischen Ausdruck ,pafit. In einem solchen Fall ist eine kognitive
Verarbeitung der visuellen Information bzw. des Schemas notwendig, deren Ziel e
ist, das Schema auf den algebraischen Ausdruck anwendbar zu machen. Gelingt dies,
kann das Schema angewandt werden und fithrt zu einer bestimmten Handlung des
Schiilers in bezug auf den vorliegenden algebraischen Ausdruck. Die einzelnen Schritte
werden durch entsprechendes Metawissen und heuristische Strategien gesteuert

sowie durch eine Kontrollinstanz kontrolliert (wobei dies alles auch fehlen kann).

Zur Erklarung mancher Schiilerfehler ist die bloe Angabe eines Schemas nicht besor-
ders befriedigend. Die eigentlich interessante Frage ist vielfach die, wie dieses Schems
entstanden ist. Deshalb werden wir uns im folgenden gelegentlich auch mit der Eat-

stehungsgeschichte von Schemata auseinandersetzen.

Wie in Fig. 71 ersichtlich ist, kann man sich anstelle des Aufrufs eines Schemas auch
den Aufruf einer Prozedur (Anweisung zu einer Handlungsabfolge) vorstellen. Wir
werden diese Sichtweise gelegentlich vorziehen, wenn es zweckmiBig erscheint. Die
Unterscheidung zwischen Schemata und Prozeduren erscheint im vorliegenden Zusam-
menhang eher sekundar, da zwischen Schemata und Prozeduren enge Zusammenhange
bestehen. Schemata bediirfen zu ihrer Anwendung gewisser Prozeduren und Prozedu-

ren werden durch Schemata gesteuert (Komplementaritat von Schemata und Prozedu-

ren).

Ein Beispiel (nach MATZ 1980):

Nehmen wir an, ein Schiiler erhilt die Aufgabenstellung:
a-(b+ect+d)=.........

Er entnimmt die nétigen Informationen und findet méglicherweise in seinem Gedachtnis

ein Schema der folgenden Form:

ao(boc):('aob)o(aoc)

Er kann jedoch dieses Schema nicht unmittelbar auf den gegebenen Ausdruck aowe

den, weil es auf diesen nicht ,paBt“. Es bedarf also einer kognitiven Verarbeitung
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der visuellen Information oder des Schemas. Im wesentlichen gibt es dazu folgende
Moglichkeiten:'
a) Anderung des Schemas, sodaB dieses auf den Ausdruck pafit (Adaption des Sche-

mas an den Ausdruck in der Sprechweise von PIAGET). Dies kann im vorliegen-

den Fall durch eine Verallgemeinerung des Schemas erreicht werden:
ao(bocod)=(avb)o(avc)o(acd)

Die Anwendung dieses Schemas auf den vorgegebenen Ausdruck fihrt zur Hand-
lung:
a-(b+ct+d)=a-bta-cta-d

b) Verarbeitung der visuellen Information, soda der Ausdruck unter das Schema
fallt (Assimilation des Ausdrucks unter das Schema in der Sprechweise von PIA-

GET). Dies kann etwa durch folgende Sicht des Ausdrucks erreicht werden:
a-(b+c+d)=a-((b+c)+d)

Die zweimalige Anwendung des urspriinglichen Schemas auf den so umstruktu-

rierten Ausdruck fithrt zur Handlung:

a-(bt+c+d)=a-(b+c)+a-d=a-bt+a-ct+a-d

Des in Fig. 71 dargestellte Schemamodell kann zur Erklirung von Schilerfehlern beim
Umformen algebraischer Ausdriicke herangezogen werden. Fehler konnen in- jedem
Schritt des Prozesses passieren. Es kann bereits bei der Informationsaufnahme oder
Informatibnsverarbeitung etwas danebengehen. Weiters konnen Fehler beim Aufruf,
bei der Verarbeitung oder der Anwendung von Schemata entstehen. Schlieflich kann
die Durchfiihrung der Handlung aus irgendwelchen Griinden gestort werden. In den

folgenden drei Abschnitten untersuchen wir typische Schiilerfehler unter diesen Ge-

sichtspunkten,

fimuindderselbe Fehler kann unterschiedliche Ursachen haben, die unter Umsténden
verschiedepen ProzeBschritten zuzuordnen sind. Deshalb werden im folgenden einige

Febler mehrfach besprochen. Manche Umformungsfehler (wie etwa Kiirzungsfehler)
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scheinen gerade deshalb so hiufig und hartnéckig zu sein, weil verschiedene fehlerer

zeugende Momente zusammenspielen und einander verstarken kénnen.

7.3 Fehler bei der Informationsaufnahme und

Informationsverarbeitung

Unvollstandige Informationsaufnahme

Schiiler verwechseln gelegentlich Rechenoperationen. Solche Verwechslungen geschehen
jedoch fast immer nur in einer Richtung, eine ,hohere“ Rechenoperation wird mit einer

yhiedrigeren* verwechselt.

Die Operation wird irrtimlich zur Beispiel
Multiplikation Addition 5.4 = 9
Division Subtraktion 25:5 = 20
Potenzierung Multiplikation 22 =6

Diese Fehler geschehen auch mit Variablen, z.B.:

a-a-a=3a, 3a:2a=a, g-a----- g=b-a

b Faktoren
In DAVIS/JOCKUSCH/McKNIGHT 1978 wird dieser Fehler ,binary confusion® g&
nannt und es wird dafiir eine einfache Erklarung vorgeschlagen. Der Mensch nimmt
im allgemeinen durch seine Sinnesorgane Information nicht so auf, daf er alle Details
bewufit wahrnimmt, sondern er stiitzt sich nur auf einzelne Elemente der Information,
die er unbewufit auswihlt (selektive Wahrnehmung). Wenn zu Beginn der Grundschule
Aufgaben wie 5+4 =... ,7+8 = ... usw. gestellt werden, braucht das Kind zunéchst
das Operationszeichen nicht niher zu beachten, da auBer der Addition am Anfang
keine weiteren Operationen vorkommen. Es entwickelt sich eine Konnexion, welche be
wirkt, daB bei der Wahrnehmung von zwei Zahlen, zwischen denen ein weiteres Zeichen

steht, automatisch ein Additionsschema aufgerufen wird. Spater, wenn Aufgaben mit
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yeiteren Operationszeichen vorkommen, muf} das Kind allerdings auch die Operations-
seichen genauer beachten. Nichtbeachtung fiihrt infolge der bestehenden Konnexion

sum Aufruf eines Additionsschemas und damit zu Fehlern wie 5-4 =9, 7-8 = 15 usw.

Diese Erklarung ist plausibel, aber nicht ausreichend. Nach dieser Erklarung diirften
eigentlich alle anderen Rechenoperationen nur mit der Addition verwechselt werden,
was aber nicht der Fall ist. Es wird also damit nicht erkldrt, warum vorwiegend nur
die oben angegebenen Verwechslungen passieren. Leider schreiben DAVIS und seine
Mitarbeiter dariiber nichts. Mir ist auch nur eine Erkldrung eingefallen: Das Kind
denkt bei Aufgaben wie5+4 =..., 25—5 = ... usw. nicht nur an das Addieren bzw.
Subtrahieren, sondern auch an das Vermehren bzw. Vermindern. Es bilden sich bei

diesen Aufgaben Konnexionen der Art:

Zwei Zahlen, Vermehren — Addition

Zwei Zahlen, Vermindern —— Subtraktion

Beispiteren Aufgaben wie 5-4 = ..., 25:5 = ... usw. nimmt das Kind méglicherweise
die Operationszeichen zwar nur unvollstindig auf, erkennt aber immerhin, ob es sich um
ein Vermehren oder Vermindern handelt. Durch die bestehenden Konnexionen kommt
es dann zu Fehlern wie 5-4 = 9 oder 25 : 5 = 20. Daf} die Potenzierung vorwiegend mit
der Multiplikation und nicht mit der Addition verwechselt wird, kann damit erklart
werden, daff 2° mehr Ahnlichkeit mit 2 - 3 hat als mit 2 4+ 3. Bei Variablen ist dies
noch deutlicher: a® hat mehr Ahnlichkeit mit ab als mit a + b. Gewisse sprachliche
Wendungen kénnen die Fehler noch unterstiitzen, etwa: n,a-a« - a, d.h. b mal q,

ergibt b- a“ oder ,23 heiBt 2-2 - 2, d.h. 2 dreimal, also 2 - 3“.

SHEVAREV beschaftigte sich schon 1946 mit dhnlichen Fehlererklarungen. Er un-
tersuchte zwei Klassen einer Moskauer Schule (8. Schuljahr). In einer Klassenarbeit

machten acht Schiiler einen Fehler vom Typ:

(AM)N — AM+N

Eine Analyse des Unterrichtsablaufes (die anhand von Unterrichtsaufzeichnungen durch

den Lehrer und die Schiiler in einem speziellen ,Klassenheft“ moglich war) zeigte, daf
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die Schiiler zunachst eine grofle Anzahl von Beispielen der Form

AM _AN — AM+N

und anschlieBend eine zwar weniger grofe, aber immer noch betrichtliche Anzahi yoy
Beispielen der Form

(AM)N — AMN

gerechnet hatten. SHEVAREV vergleicht die Ausdriicke AM - AN und (AM)Y ud
unterscheidet allgemeine und spezifische Merkmale dieser beiden Ausdriicke, Allge
mein sind solche Merkmale, die beiden Ausdriicken gemeinsam sind, spezifisch sind
solche, die sie unterscheiden. Zu den allgemeinen Merkmalen zihlen etwa, daB zwe
Exponenten vorhanden sind und da8 Plus- und Minuszeichen fehlen. Spezifisch fiir dex
ersten Ausdruck ist etwa das Vorhandensein von zwei Basen, spezifisch fir den zwel
ten Ausdruck das Vorhandensein von nur einer Basis. Nach SHEVAREVs Meinung
haben die Schiller die vorgelegten Ausdriicke nie genau genug angesehen, sondern nur
die allgemeinen Merkmale erfaBt. Auf diese allgemeinen Merkmale reagierten sie je
nach Lernphase unterschiedlich. In der ersten Lernphase, in der ausschlieBlich Aufg:
ben der Form A - AN = AM*N gerechnet wurden, reagierten sie mit einer Addition
der Exponenten; in der zweiten Lernphase, in der ausschlieSlich Aufgaben der For
(AM)N = AMN gerechnet wurden, reagierten sie mit einer Multiplikation der Exponer
ten. Die unterschiedlichen Reaktionen erklirt SHEVAREV damit, daf Konnexioes
entstanden sind, in deren erste Komponente nicht nur die allgemeinen Merkmale der al-
gebraischen Ausdriicke, sondern auch der schulische Kontext (die jeweilige Lernphase)

aufgenommen wurde:

Allgemeine Merkmale, Phase 1 — Addieren der Exponenten

Allgemeine Merkmale, Phase 2 — Multiplizieren der Exponenten

Die Schiiler wuBten in der ersten Phase, daB gerade Aufgaben behandelt werden, in
denen die Exponenten zu addieren sind, und in der zweiten Phase, daf gerade Aufge
ben behandelt werden, in denen die Exponenten zu multiplizieren sind (dies ist eine
Form des Metawissens, wenn auch eine unerwiinschte). Kapiteliiberschriften und Auf

gabensystematisierungen im Lehrbuch unterstiitzten diesen Effekt noch.

————‘
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Spiter, als dieses Metawissen um die schulische Lernphase fehlten, gab es Konflikte,
weil die Schiller nicht wufiten, ob sie auf die allgemeinen Merkmale der vorgelegten
Ausdriicke mit einer Addition oder einer Multiplikation der Exponenten reagieren soll-
ten. Hiufig schlug in einem solchen Konflikt die Addition der Exponenten durch,
anscheinend weil dies das altere Verhalten war und auch an einer gréferen Zahl von

Aufgaben eingelibt wurde.

Sowoh! in der ersten als auch in der zweiten Lernphase 16sten die betrachteten Schiiler

die gestellten Aufgaben gréBtenteils richtig, obwohl sie vermutlich niemals die entspre-
chende Potenzregel in dem Sinne anwandten, wie es der Lehrer erwartete. Sie waren ja
auch nie wi:rklich gezwungen, sich die algebraischen Ausdriicke niher anzusehen und
deren spezifische Merkmale zu beachten. Weder der Lehrer noch die Schiiler bemerkten
jedoch, daB etwas schief lief. Im Gegenteil, die bestindigen Erfolge in den einzelnen

Lernphasen bestirkten beide in dem Glauben an die Richtigkeit ihrer Verhaltensweisen.

SHEVAREV berichtet, daB dieselben Schiiler, die den Fehler (AM)V = AM+N machten,
in derselben Klassenarbeit diesen Fehler im Falle (A™)? nicht machten. Er zieht daraus
den Schiuf, daB diese Schiiler fiir das Quadrieren (moglicherweise auch das Kubieren)
cigene Schemata entwickelt haben, die nicht als Spezialfille des Schemas zum Potenzie-
ren einer Potenz erkannt wurden (ihnlich wie in friiheren Zeiten das Verdoppeln oder
Halbieren nicht als Spezialfille des Multiplizierens bzw. Dividierens angesehen wur-
den). Dies kann darin begriindet sein, daf das Quadrieren im Unterricht dieser Schiiler
einen besonderen Platz einnahm, wesentlich frither behandelt und haufiger geiibt wurde

als das allgemeine Potenzieren.

SHEVAREV illustriert seine Ideen noch an ahnlichen Fehlern. Fiinf Schiiler machten
In der erwihnten Klassenarbeit folgenden Fehler:

118612 a4 b6

abblo T g3ps
Diese Schiiler kiirzten die Exponenten, statt sie in geeigneter Weise zu subtrahieren.
Dieser Fehler hat nach SHEVAREVs Auffassung seine Ursachen schon in einer fritheren

Lemnphase, namlich zu einer Zeit, als Aufgaben der folgenden Art gerechnet wurden:

8a-12b  4-6
6a-106 ~— 3.5
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Bei diesen Aufgaben geniigte es wiederum, allgemeine Merkmale des Zahlers und Ney.
ners zu beachten, etwa: Es kommen im Zahler und Nenner konkrete Zahlen und Byc
staben vor. Spezifische Merkmale, vor allem daf8 die konkreten Zahlen als Faktore
und ni;:ht als Exponenten auftreten, wurden nicht beacht\et, ja konnten bis zu einen
gewissen Grad gar nicht beachtet werden, da den Schiilern zur damaligen Zeit Expo-
nenten noch gar nicht bekannt waren (zumindest wurde noch nicht mit ihnen gerech-
net). In den beiden Lernphasen reagierten die Schiiler auf die allgemeinen Merkmale
der Ausdriicke unterschiedlich, in der ersten Phase mit einem Kiirzen, in der zweiten
Phase mit einem Subtrahieren. Dies kann wieder durch die Einbeziehung des schuli-

schen Kontextes erklart werden, d.h. durch die Bildung von Konnexionen der Form:

Allgemeine Merkmale, Phase 1 —— Kiirzen

Allgemeine Merkmale, Phase 2 —— Subtrahieren

In beiden Phasen 16sten die Schiiler die gestellten Aufgaben grofStenteils richtig, obwobl
sie weder die Kiirzungsregel noch die Regel zur Division von Potenzen so anwandten,
wie es der Lehrer erwartete. Sie waren ja nicht gezwungen, die spezifischen Merkmale
des Zéahlers bzw. Nenners des Bruches zu beachten. Konflikte gab es erst spter, als

der schulische Kontext fehlte, wobei sich wiederum meist das altere Verhalten (Kiirzen)

durchsetzte.

Diese Fehlererklarungen sind b erzeugende Beispiele dafiir, wie schadlich Aufgabensy-
stematisierungen und das voneinander unabhangige Einliben von Aufgabentypen im
Unterricht sein kénnen, weil dadurch falsche Verhaltensweisen eingeschliffen werden

konnen, ohne daB es jemand merkt. Die Auswirkungen kénnen sich unter Utnstanden

erst sehr viel spiter zeigen.

Diese Fehler wurden dadurch unterstiitzt, daB der Lehrer verabsiumt hat, die unter
schiedlichen Aufgabentypen zu durchmischen, um damit die Schiiler zu zwingen, auch
spezifische Merkmale der algebraischen Ausdriicke zu beachten. SHEVAREV hat auch

beobachtet, daf in der Phase, in der Exponenten im Zahler und Nenner des Bruches
vorkamen, hauptsichlich Beispiele wie

a® . s 8, p6

Py aber nicht praves




171

gerechnet wurden. Es wurden also Beispiele gerechnet, in denen ein Kiirzen der Ex-
ponenten gar nicht moglich war. In solchen Fillen subtrahierten natirlich alle Schiiler
die Exponenten; ebenso in Fallen, wo die Exponenten Buchstaben oder algebraische
Ausdriici(e mit Buchstaben waren. Man hétte nach SHEVAREVs Meinung mehr Bei-
spiele der zweiten Art geben miissen, in denen beide Verhaltensweisen aktiviert wer-
den konnen, was Konflikte erzeugt und (unterstiitzt durch die Ankreidung von Fehlern
durch den Lehrer) Schiiler mdéglicherweise dazu bewegt, die Ausdriicke genauer anzu-

sehen.

Unzulissiges Strukturieren von Termen

Zu jenen Fehlern, gegen die Lehrer oft einen aussichtslosen Kampf fiihren, gehéren
Kirzungsfehler der folgenden Art:

a-,a{-i—b-‘y\__a_*_b /—y_l—y 5/+3z_5+3z
Z4+y o2y T 2 27 +y 24y

Diese Fehler kénnen auf verschiedene Arten erklirt werden. Eine Moglichkeit besteht

in der Annahme, da8 Schiiler in den vorgelegten Ausdriicken Musterbeispiele wieder-
erkennen, anhand derer sie im Unterricht korrektes Kiirzen gelernt haben:

a-b b 1 a-c _a

=a —_— = —_— ==
b  a-b e’ b-c b
Werden diese Musterbeispiele in die vorgegebenen Ausdriicke ,hineinprojiziert®, ohne

auf die Termstrukturen zu achten, kénnen die obigen Fehler entstehen:

n = et = T2 0 \Gj+y 2ty
Ein dhnliches Beispiel liegt vor, wenn die Musterbeispiele (Definitionen)

l= -1 1 =$_2

T 2

in Ausdriicken der folgenden Art wiedererkannt werden:

:x-ux-l

Diese Art der Fehlerentstehung kdnnte man auch als eine unerlaubte Anwendung bild-

P

hafter Schemata (»image schemata®) auffassen, soferne man die Existenz solcher Sche-

Mata annimmt,
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7.4 Fehler bei dem Aufruf, der Verarbeitung oder

Anwendung von Schemata

Ubergeneralisieren

Schemata entstehen haufis — bewuBt oder unbewut — durch einen Verallgemeine

rungsprozeB. Z.B. kann es sein, daf§ Schiiler anhand von Musterbeispielen wie
Vab=+va-vb , (a-b) =d*-0® , ...
ein allgemeines Schema der Form
of(a o b) = (oa) o (ob)

entwickeln. Dies kann unabhéﬁgig davon erfolgen, ob der Lehrer jemals ein solches
Schema erwahnt oder erlautert. Die Bildung solcher Schemata ist durchaus erwiinscht,
damit die elementare Algebra nicht ein Sammelsurium von Einzelregeln bleibt. Der
kritische Punkt bei einem solchen Verallgemeinerungsproze8 ist jedoch der, daf gleich-
zeitig mit der Bildung des allgemeinen Schemas ein Metawissen mitentwickelt werden
muB, welches besagt, wann das neue Schema angewandt werden darf und wann nicht.
Im Falle des obigen Schemas muf beispielsweise gelernt werden, daf die Anwendung

des Schemas in folgenden Fillen unzulissig ist:
Va+b=+a+Vb , (a+b8)?=d"+¥

Dieser kritische Schritt unterbleibt leider hiufig, sodafl der Anwendungsbereich des
allgemeineren Schemas nicht geniigend eingeschrinkt wird. Eine derartige, {iber das

Ziel hinausschiefiende Verallgemeinerung wird als Ubergeneralisierung bezeichnet (2B

in BECKER 1985).

Ein Beispiel fiir eine solche I"Jbergenera.lisierung liegt auch vor, wenn die Formel

(a+b)* = a® + 2ab + 4?
Zu

(aob)? =a®02abob?
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verallgemeinert wird und dann unkritisch in dem folgenden Fall angewendet wird:
(a-b)? =a®-2ab-b*

Die Verallgemeinerung der Formel (a + 5)* = a® 4 2ab+ b% zu (a 0 b)% = a? 0 2ab o b?
mag sinnlos erscheinen, da es in der ganzen elementaren Algebra keinen weiteren An-
wendungsfall fiir dieses allgemeine Schema gibt. Die Bildung allgemeiner Schemata
kann aber meist gar nicht verhindert werden, da unser Denken so geartet ist, daB es oft
ziemlich schnell verallgemeinert. Das allgemeine Schema ist auch nicht ganz nutzlos,
da es gewisse Aspekte der besonderen Formel deutlicher hervorhebt, z.B. lenkt es die
Konzentration auf die Quadrate und das doppelte Produkt und 1aft die Addition in
den Hintergrund treten. Dies kann die Grundlage zur Bildung eines gemeinsamen Me-
taschemas fiir (¢ + b)? und (a — b)? sein: Bilde die Quadrate der beiden Glieder sowie
das doppelte Produkt und gib dem letzteren im ersten Fall ein positives, im zweiten

Fall ein negatives Vorzeichen!

Wir betrachten noch einige weitere Beispiele. MATZ (1980) halt es fir mdglich, daB

Schiler anhand von Musterbeispielen wie
a+0=a , a-l=a

die Zahlen 0 und 1 als ,besondere Zahlen® (neutrale Elemente) erkennen und ein all-

gemeines Schema der Form
a o (besondere Zahl) = a
entwickeln. Unkritische Anwendung dieses Schemas fiihrt dann zu Fehlern der Art:
a-0=a

Dieser Fehler kann auch durch unvollstindige Informationsaufnahme (Verwechslung

der Multiplikation mit der Addition) erklart werden.

Es kann auch sein, daf§ Schiiler aus Musterbeispielen der Art
a+ (—a) =0
¢in allgemeines Schema, der Art

a o (Gegenelement von a) =0
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entwickelt, d.h. dafl ein Element durch sein Gegenelement ,,anfgehoben® wird, Unkrj-

tische Anwendung dieses Schemas fiihrt dann zu Fehlern der Art:

a-—=190

& |

Man kann diese Fehler auch so sehen: Die Schiller erkennen nicht, da8 die Begrif:
yneutrales Element“ bzw. inverses Element® nur beziglich einer bestimmten Ope-
ration definiert sind. Sie verallgemeinern den Begriff des neutralen bzw. inverser
Elements und die Operation unabhangig voneinander ohne kritische Einschrankungen,

Ein ahnlicher Fall liegt vor, wenn Schiller aus Musterbeispielen der Art
a-(btec)=a-bta-c
ein ajlgemeines Schema der Form
ao(boc)=(aob)o(aoc)

bilden und unkritisch etwa in dem folgenden Fall anwenden:

- a
b+c

Hier wird nicht erkannt, daB Distributivitit eine Eigenschaft einer Operation beziglich

-+

ol 2
ole

einer anderen Operation ist. Diese Schiiler verallgemeinern die beiden Operationen

unabhéngig voneinander ohne kritische Einschrankung.

Ein weiteres von MATZ behandeltes Beispiel ist das folgende. Es kann sein, daf Schiler

anhand von Musterbeispielen wie
(2=5) (e=T)=0 <> 2-5=0V 2—T=0
ein allgemeines Scherma der Form
(z—a) (z—b)=c & z—a=cV z—-b=c
entwickeln und dieses etwa in dem folgenden Fall unkritisch anwenden:
(z=5)(z2-7)=8 <= 2-5=3Vaz—-T=3
Diesen Fehler haben wir librigens in verschiedenen Varianten beobachtet, z.B.

z-(z2-8)=5<«= =0V z—-3=5
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oder
(z-1)-(z—2)=6 <= z—-1=2V 2-2=3
Interviewaufzeichnungen liegen dazu leider nicht vor. Hier scheinen neben ﬁbergene-

ralisierung noch andere Momente mitzuspielen.

Unzulassiges Linearisieren

Dies ist ein besonders wichtiger Spezialfall des Ubergeneralisierens, der darin besteht,
daf allgemeine Linearisierungsschemata gebildet werden und unkritisch angewandt

werden.

Linearisieren sei (nach MATZ 1980) in folgendem Sinn verstanden: Soll auf einen
agebraischen Ausdruck eine Operation angewandt werden, so wird dieser Ausdruck
in Teile zerlegt und die Operation der Reihe nach auf die einzelnen Teile angewandt;
anschlieBend werden die Teilergebnisse wieder in einer dem urspringlichen Ausdruck

dhnlichen Weise zusammengesetzt. Z.B. kdnnen anhand von Musterbeispielen wie
Va-b=+/a-Vb , (a'd)?=a*-8® , a-(btc)=a-bta-c
allgemeine Linearisierungsschemata wie
\/;Tzﬁox/l;, (a0b)?=a’0b?, ao(boc)=(aob)o(acc)
gebildet werden und unkritisch in folgenden Fillen angewandt werden:
Vatb=va+vh , (a+b)P=a+8 , a-(b-c)=(a-b)-(a-¢)

Haufig haben allgemeine Linearisierungsschemata nicht den Charakter mathematischer
Regeln, sondern sind von unpraziserer Form, z.B.: ,Statt etwas mit dem ganzen Aus-
druck zy tun, zerlege diesen in Teile und arbeite die Teile der Reihe nach ab! “ In der Tat
kann man Linearisieren als einen Spezialfall des ,sequentiellen Abarbeitens® auffassen,
€iner im Leben vielfach bewihrten Strategie, zu der es oft gar keine Alternativen gibt.
Wenn ich in einer Gesellschaft die Hande schiitteln will, so bleibt mir gar nichts anderes

librig als einem nach dem anderen die Hinde zu schiitteln. Auch in der Mathematik
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bewahrt sich das sequentielle Abarbeiten vielfach: Wenn ich mehrere Summanden 5.
sammenzihlen mdchte, zdhle ich einen nach dem anderen dazu. Wena ich den Umfang
eines Vielecks abmessen méchte, messe ich eine Seite nach der anderen ab, Usy, In
vielen Gebieten der Mathematik ist Linearisieren eine fundamentale Idee (siche dagy
etwa KRONFELLNER 1979). Erfahrungen dieser Art konnen ein allgemeines Schemy
der Form erzeugen: Wenn etwas mit mehreren Objekten zu tun ist, dann fithre ma
dies mit den einzelnen Objekten der Reihe nach durch. Die unkritische Anwendung
eines solchen Schemas kann zu Fehlern fithren wie etwa den folgenden Kehrwertfehlem:

1 1 1
3=51t7 < 3=z +7

1 1 1 1
E——E'FE'F}—E;— < R=R;+H;+R;3

In diesen Féllen wird auf beiden Seiten der Gleichung der Kehrwert gebildet, wobei
auf der rechten Seite fiir die einzelnen Briiche der Reihe nach die Kehrwerte gebildet
und diese dann addiert werden, quasi nach der Regel: Der Kehrwert einer Summe ist

die Summe der Kehrwerte.

Verwendung inadidquater Schemata

Manche Schemata werden vom Lehrer weder gelehrt noch gewiinscht, weil sie zur
Losung algebraischer Probleme im aligemeinen unpassend sind. Dies hindert die Schilr
jedoch oft nicht, sie trotzdem zu entwickeln, gewissermaflen als ,Privatschemata‘. Der
artige Schemata sind meist nicht ganz unbrauchbar, sie funktionieren jedoch im allge
meinen nur in speziellen Fillen und fithren in anderen zu Fehlern. Solche Schemsis

sind besonders geféhrlich, weil sie vom Lehrer oft nur schwer erkannt werden konner

Beispiele fiir solche Schemata sind diverse Streichschemata bzw. Weglafischematé
zur Behandlung von Termen und Gleichungen, die es erlauben, unter gewisses U
sténden gleichartige Buchstaben bzw. Zahlen im Zahler und Nenner eines Bruches
oder auf den beiden Seiten einer Gleichung zu streichen bzw. diese wegzulassel: Tl

typische Beispiele, die wir oft beobachtet haben:

b+ b
%75: T bRy = %d = ah =
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Streich- bzw. WeglaBschemata gibt es in verschiedenen Varianten. Einige Schiiler

f-b

scheinen anhand von Musterbeispielen wie etwa = b ein Schema zu entwickeln,
welches es gestattet, gleiphe Buchstaben bzw. Zahlen im Zihler und Nenner eines
Bruches ohne Einschrinkungen zu streichen; andere scheinen daraus ein Schema zu
entwickeln, welches ein Streichen nur erlaubt, wenn neben den betreffenden Buchstaben
nichts oder ein Mal steht. Einige Schiiler glauben, daf gleichartige Buchstaben bzw.
Zahlen mit unterschiedlichen ,,Vorzeichen® einander aufheben und somit gestrichen
werden dirfen, unabhéngig von ihrer Stellung in dem jeweiligen Term. Beispielsweise

rechnet Sybille (14):
ac+ ('bé-— a/—\lx-‘b\) =ac+ (c—a)

Das Streichen von Buchstaben fithrt manchmal dazu, dafi Operationszeichen ohne Ope-

randen iibrighleiben. Z.B. rechnet Michael (14):

ab—g = fd

ab = d

Durch das Streichen von ¢ bleibt auf der linken Seite ein Minuszeichen ohne Subtrahend
ibrig. Darauf reagiert Michael so, da8 er auch das Minuszeichen weglifit. Allgemein
haben wir in solchen Fillen eine Tendenz beobachtet, daf Kinder beim Ubrigbleiben
von Operationszeichen ohne Operanden auch die Operationszeichen weglassen, z.B.:
3-4_3 34 3
2 T2 2-4 2

Bin zu streichender Buchstabe wird oft einfach weggelassen. Dies erzeugt jedoch

Schwierigkeiten bei Beispielen der folgenden Art:

&

+y 2+

In diesem Fall schreiben Schiiler meist eine 1 in den Zshler, manchmal auch eine 0, weil

sonst ein Bruch ohne Zzhler iibrigbleiben wiirde. Wir haben aber auch beobachtet, da

manche den Bruchstrich weglassen und 2 + y als Ergebnis angeben.

Man kanp annehmen, daB manche Schiiler Antwortformschemata besitzen (,well
forned solution schemata® in DAVIS/JOCKUSCH/McKNIGHT 1978), die besagen,

Wie eine ordentliche Antwort auszusehen hat. Falls eine Antwort nicht in ein solches
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Schema paBt, wie etwa eine Differenz ohne Subtrahend oder ein Bruch ohpe Tahler

wird die Antwort so repariert, dal sie unter eines dieser Schemata pafit.

Noch ein interessantes Beispiel eines Weglafischemas: Kurt (14) hatte aus der Forg
1_1,1
R R R

das R auszurechnen.

I: Forme dies bitte um!

K: R = R; + Ry wiirde ich sagen. Und zwar, weil ich das Ganze durch 1
dividieren und dann kiirzen kénnte, sozusagen.

I: Noch einmal, bitte! Was hast du gemacht?
K: Daurch 1 habe ich dividiert, also bleibt mir R. (Schreibt:)

L
R
R

Man kann vermuten, da Kurt anhand von Musterbeispielen ein Weglafschema ent-
wickelt hat, welches besagt, dai man mittels Division durch einen Buchstaben diestn
Buchstaben zum Verschwinden bringen kann. Da Kurt in dem vorliegenden Beispiel
die Gleichung auf die Form R = ... bringen will, bringt er durch Anwendung dieses
Schemas die Zahl 1 im Zahler der linken Seite zum Verschwinden. Aufgrund eires
Antwortformschemas 138t er dann auch den verbleibenden Bruchstrich weg. Durchur
zulissiges Linearisieren bringt er auf die gleiche Weise die Zahler auf der rechten Seit

weg,

Durch das Weglassen von Operationszeichen ohne Operanden kann man unter Unstande

auch Fehler der folgenden Art erkliren:

a—b-z = ¢
bz = c—a
Bei richtigem Vorgehen
a-b-z = ¢
~bz = c—a
mufl das Minuszeichen auf der linken Seite von einem Subtraktionszeichen zu einen

Inversenzeichen uminterpretiert werden. Méglicherweise halt der Schiiler in der awelle




179

Zeile an der Subtraktionsdeutung fest; da es jedoch keinen Minuenden mehr gibt, 138t

er das Minuszeichen weg.

Weitere Beispiele fiir inaddquate Schemata bilden diverse Sammelschemata. MATZ
(1980) und KUCHEMANN (1981) vertreten die Ansicht, daf Schiiler anhand von Rech-

nungen wie

3m - -3m =9m -m = 9m?

ein Schema entwickeln, welches besagt, dal man Mafeinheiten am SchluB sammeln

kann. Werden Variable so aufgefait, kann dies zu Fehlern fithren wie etwa:
3zy + dyz = Try=z

Eine besonders gefahrliche Art von Schemata stellen solche Schemata dar, die sich bei
anderen Anlassen bewahrt haben, jedoch in der elementaren Algebra nicht mehr pas-
send sind. Dazu kann man alle arithmetischen Schemata ziblen, die in der Algebra
nicht mehr taugen (z.B. das einseitige Lesen des Gleichheitszeichens oder das Antwort-
formschema, da am SchluB einer Rechnung immer eine einzige Zahl herauskommen
mufl). Da wir Beispiele dieser Art bereits im Kapitel 6 ausfihrlich behandelt haben,

soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden.

Bildung unpassender Bedarfsschemata durch Metaschemata

MATZ (1980) hat fiir den Fehler
(z—a) - (z—b)=c & z—a=cVz—b=c 1

noch eine andere Erklarung gegeben (siehe auch DAVIS 1979). Sie geht von der Beob-
achtung aus, dafl dieser Fehler hiufig auch dann passiert, wenn im Unterricht auf ihn
hingewiesen wurde. Sie hilt es daher fiir mbglich, da das Schema (1) gar nicht als
daverhaftes Schema abgespeichert wird, sondern in jedem Anwendungsfall von neuem

erz¢ugt wird und zwar durch ein gewissermafien im Hintergrund befindliches Schema
der Art;

Es kommt auf die konkreten Zahlen nicht an. (2)
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Matz bezeichnet ein Schema der Art (1) als ,surface rule®, ein Schema der Art (2) als
4deeper level rule®. ,Deeper level rules“ werden auch gekennzeichnet als ,rules which
generate rules®. Ich méchte im folgenden eine ,surface rule“ als Bedarfsschems
und eine ,deeper level rule® als Metaschema bezeichnen. Metaschemata knnen
bei Bedarf Bedarfsschemata generieren, z.B. kann das Metaschema (2) aus der Regl

(z—a)-(z—b)=0&2-a=0Vz—b=0das Bedarfsschema (1) generieren.

Die Existenz des Metaschemas (2) erscheint plausibel, weil Schiiler in der elementaren
Algebra klarerweise haufig die Erfahrung machen, daf8 es auf die konkreten Zahlen
nicht ankommt. Dies zuflert sich etwa, wenn jemand anhand einer Gleichung wie
3+5 =53 spontan erkennt, da es auf die konkreten Zahlen 3 und 5 nicht ankommt
und auf diese Weise das Kommutativgesetz der Addition entdeckt. Erfahrungen dieser
Art miissen so selbstverstandlich sein, daf es den Schiilern entgeht, daB es in einigen
wenigen Fillen doch auf die konkreten Zahlen ankommt. Anders ausgedriickt: Die
Schiiler erkennen nicht, daffi gewisse Zahlen ,zufillig®, andere wiederum ,notwendig*

sind. In der Umformung

(z—3)-(z-5)=0 > z—-3=0V z—-5=0

sind die Zahlen 3 und 5 zufillig, die Zahl 0 hingegen ist notwendig.

Wenn ein Fehler der hier besprochenen Art nicht durch ein dauerhaftes Schema der
Form (1), sondern durch ein Metaschema der Form (2) bewirkt wird, ist es nicht
effektiv, nur das Schema (1) zu bekampfen, weil das Ubel nicht an der Wurzel gepackt
wird. Vielmehr miiite man danach trachten, das Metaschema (2) zu revidieren. Da
wir jedoch in einem Einzelfall praktisch nicht in der Lage sind, zu entscheiden, ob
das Schema (1) dauerhaft abgespeichert oder jeweils ad hoc durch das Metaschema (2)
erzeugt wird, tut man gut daran, eine Revision beider Schemata anzustreben. Vielleicht
1aft sich erreichen, daB Schiiler an die Schemata (1) und (2) gewissermaBen Achtung-
signale anhingen (in DAVIS/JOCKUSH/McKNIGHT 1978 heiflen diese jcorrection
cues®). Das bedeutet, da$ sich bei jedem Aufruf des Schemas (1) bzw. (2) im Schiler
eine ,innere Stimme* meldet, die besagt: ,Die Null ist notwendig® bzw. ,,Manchma-l

kommt es doch auf die konkreten Zahlen an“.
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Riickgriff auf allgemeine Lebensweisheiten

Wenn ein Schiiler fiir einen vorgelegten algebraischen Ausdruck kein spezifisch alge-
praisches Schema findet, kann es sein, daB er auf sehr allgemeine Schemata bzw. Pro-
seduren zuriickgreift, die sich sonst im Leben sehr bewdhrt haben. ANDELFINGER

¢t al. (1983) bezeichnen diese als sallgemeine Denkhaltungen und Erfahrungswerte.

Einige Beispiele:
,Eines nach dem anderen tun®: Vai+b = a+b
,Alles unter einen Hut bringen“: Va+vbh = Va+ib

,Wenn man nicht alles bewiltigt,
dann wenigstens so viel als moglich tun®: z+5=3-1=2=-2

(Der Schiiler 148t —1 weg, weil er

damit nichts anfangen kann.)

Man kann solche lebenspraktische Strategien auch als Metaschemata auffassen, die in
konkreten Anwendungsfallen Bedarfsschemata erzeugen, die zu Fehler fithren kénnen.
Beispielsweise kann das Metaschema , Eines nach dem anderen tun“ in einem konkreten
Anwendungsfall ad hoc das Linearisierungsschema o(zoy) = (oz)o(oy) erzeugen, dessen

Anwendung dann zum Fehler v/aZ + b2 = a + b fiihrt.

Verwendung zu offener Schemata

Bine Beobachtung von fundamentaler Bedeutung besteht darin, daB Schiler in vielen
Fallen Schemata verwenden, die zu offen sind, d.h. zu wenig prazise angeben, was
&lan werden darf und was nicht. Dies auBert sich oft darin, da8 Schiiler fiir ibr Vorge-
hen zwar eine sprachliche Formulierung angeben kénnen, daf aber hinter ihren Worten
keine Klaren Vorstellungen Giber die durchzufiihrenden Handlungen stecken. Solche
oflenen Schemata &ffnen natiirlich Fehlern Tir und Tor. Von Schiilern werden sie
wscheinend gelegentlich als recht ,praktisch® empfunden, weil sie grofien Handlungs-

Wielraum lassen, In der Tat wenden und drehen diese Schiiler derartige Schemata, wie

Yees gerade brauchen.

Di . .
¢ 21 grobe Offenheit von Schemata kann zwei Wurzeln haben. Einerseits kann das
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Schema selbst zu armselig sein, d.h. zu wenig einschrankendes Wissen (,,constraints“)
enthalten, andererseits kann auch ein Mangel an Metawissen die Schemaanwendungen

zu wenig einschranken. Hiufig ist beides der Fall.

DaB manche Schemata zu unprazise sind, um Schiiler zu korrektem Handeln anzulei.
ten, 1iBt sich an beinahe allen bisherigen Beispielen erkennen. Bei I"Jbergeneralisie
rungen fehlt es an Metawissen hinsichtlich erlaubter Anwendungen oder die gebildeten
Schemata sind selbst zu unscharf. So ist etwa in dem Schema ,ao (besondere Zahi)
= a“ zu wenig genau festgelegt, was eine besondere Zahl ist. Linearisierungsschemata
sind ebenfalls oft unprazise. Was sind die ,Teile“ eines Ausdrucks, was bedeutet s,
nach Anwendung der Operation auf die Teile die Ergebnisse in einer dem urspriingl-
chen Ausdruck ,ahnlichen® Form zusammenzusetzen, was bedeutet es, die Teile ,der
Reihe nach abzuarbeiten” usw.? Die ,Privatschemata® der Schiiler, wie verschiedene
Streich- und WeglaBschemata, strotzen geradezu vor Ungenauigkeiten. Metaschemata
sind meist sprachlich formuliert und daher oft vage. Schemata, die durch Riickgriff auf
allgemeine Lebensweisheiten entstehen, sind naturgema8 fiir mathematische Zwecke zu

ungenau.
Zur Verdeutlichung zu offener Schemata betrachten wir noch einige weitere Beispiele:

Peter (14) besitzt ein Schema, das er sprachlich so ausdriickt: ,Jede Zahl in der Klam-

mer mufl mit der Zahl auflerhalb der Klammer multipliziert werden®. Peter rechnet:
(a2+b3)2 —_ a4+b6

Man beachte, dal Peter nicht gegen seine Regel verstoBen hat. Er hat nur das getan,

was seine Regel besagt. Die Regel gibt namlich gerade die entscheidenden Informatio-

nen, die Peter fiir eine korrekte Umformung gebraucht hatte, nicht an, namlich unter

welchen Bedingungen jede Zahl in der Klammer mit der Zahl auBerhalb der Klam

mer multipliziert werden darf (z.B. daB dies nicht erlaubt ist, wenn die Zahlen als

Exponenten auftreten). Analoges gilt fiir die folgenden Beispiele.

Edith (14) besitzt ein Schema, das sie sprachlich so ausdriickt: ,Gleiche Potenzen

diirfen zusammengefait werden®. Sie rechnet:

3a® + 156° = 184%K®
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Rdith erlautert diesen Schritt damit, daB sie die Zahlen und gleichen Potenzen zusam-

mengefaBt hatte.

Marie (14) besitzt ein Schema, das sie sprachlich so beschreibt: ,Den Nenner eines
Bruches kann ich auf die andere Seite bringen, indem ich ihn hiniibermultipliziere®.

Aus der Gleichung ;

a=cd—-1

rechnet sie die Variable d in folgender Weise aus:

M: Damit b iibrighleibt, muB ich einmal das mal rechnen, mal ¢. Also:

a = b |- ¢
T oed-1
e = 2
T od-1
I: ~ Warum fehlt jetzt im Nenner das ¢ ?
M: Weil ich es zu @ multipliziert habe. Nun wieder mal, mal d, damit das &
wegkommt:
b
ac = d_.—j | . d
b
acd = =

Dann mal —1, damit das —1 wegkommt:
acd—1=1b

I:  Ist das jetzt in Ordnung, bist du dir sicher?

M: Ja, denn Gleichungen 15sen kann ich.

Dieses Interview ist auch ein Beispiel dafiir, daf§ Schiiler wegen der zu grofen Offenheit
ihrer Schemata, von der Richtigkeit ihres Vorgehens {iberzeugt sein konnen und gar

nicht auf die Idee kommen, daf} etwas falsch sein konnte.

Manche Schiiler entwickeln ein Schema, das so offen ist, daB es ihnen gestattet, Buch-
tsben oder Zahlen in beinahe beliebiger Weise von einer Seite einer Gleichung auf
die andere 7y bringen. Wir haben dieses Verhalten in unseren Untersuchungen als
Verschubspiel bezeichnet und die entsprechenden Schiiler , Verschieber“ genannt. Ein

Belspial. T
¢ispiel: Einer unserer Schiiler (14) hatte aus der Formel
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die Variable ¢ zu berechnen. Er schrieb:

. b
T 1+4ad

Auf die Frage, was er da getan hétte, antwortete er: ,Ich habe a und ¢ vertauscht®,

In einigen wenigen Fiéllen haben wir sogar beobachtet, da8 Schiiler Buchstaben inner.
halb eines Terms mehr oder weniger beliebig verschieben. So gab es einige Schiiler,
die ohne Skrupel einen Buchstaben aus dem Nenner eines Bruches in dessen Zihler

verschoben, weil ihnen dies hilfreich erschien oder einfach sympathischer war.

Verwendung unpassender Ersatzschemata

Findet ein Schiiler zu einem algebraischen Ausdruck kein passendes Schema, kann es
sein, daB er unter dem Handlungsdruck ein Ersatzschema heranzieht, obwohl er mogh-
cherweise weifl, daB eine Anwendung dieses Schemas nicht gestattet ist. Betrachten

wir etwa den Fehler:

(a-b)?=a®+ 2ab+ ¥

Einige Schiiler erklarten in den Interviews, daf sie keine Formel fiir (- b)* wuften und
so auf die Formel

(a+8)*=a?+2ab+4 8
zuriickgriffen, obwohl sie sich nicht sicher waren, dafl diese Formel hier verwendet

werden darf,

In der ,repair theory“ (BROWN/BURTON 1978, BROWN/VanLEHN 1980, 192
VanLEHN 1982, 1983) wird dieser Ersatzgedanke weiter ausgebaut und in der Sprache
der Prozeduren beschrieben. Wenn ein Schiiler bei der Ausfithrung einer Prozedur
auf ein Hindernis trifft, kehrt er zum letzten noch ausfiihrbaren Schritt zuriick und
versucht diesen so zu ,reparieren®, da die Prozedur weiterlaufen kann. Ist eine solche
Reparatur nicht méglich, kehrt er zum vorletzten Schritt zuriick und versucht ot
eine Reparatur usw. Diese Reparaturen sind im allgemeinen nur lokal, d.h. helfen
der Prozedur momentan auf die Spriinge, kénnen aber sofort wieder auf ein Hindersis

fithren, das wiederum durch eine lokale Reparatur umgangen wird usw.
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Interferenz von Schemata

fis kann sein, daB ein bestimmter Ausdruck mehrere Schemata aufruft, die miteinander
i Konkurrenz treten. Man sollte sich Schemata nicht nur als passive Wissenselemente
vrstellen, die mehr oder weniger mithsam aus dem Gedéchtnis gezogen werden miissen;
i manchen Fillen mag dies zutreffen, in anderen wiederum diirfte es richtiger sein,
sch Schemata. als aktive Wissenselemente vorzustellen, die sich um die Anwendung
geradezu drangen. Gelingt es nicht, ein passendes Schema auszuwahlen oder die kon-
kurrierenden Schemafa miteinander zu verarbeiten, kann es zu Interferenzen von Sche-
mata kommen — nicht im Sinne einer bewuBlten kognitiven Verarbeitung, sondern im

Sinne einer eher ungewollten Verfilzung.

Wir betrachten dazu ein Beispiel. Harry (14) fiihrt folgende Zerlegung durch:
(z—9°=(z—3)(z+3)

I:  Erklar mir bitte deine Losung!

H: Also, zuerst ...z — 3 ist eine Formel und (z — 3)? = (z — 3)(z + 3). Und
¢ — 3 bleibt gleich und 22 — 9, das ist das gleiche wie z —- 3 mal z + 3.

I:  Wie kommst du auf das? (z— 3)2 = (z—-3)(z+3) ? Ist das wirklich richtig?

H: Ja! Ich kénnte auch z2 — 6z + 9 schreiben.

I:  Was heit denn eigentlich Klammer zum Quadrat? D.h. ja ...

H: ...Die Klammer wird mit sich selbst multipliziert.

k' Und du hast aber gesagt: (z — 3)? = (z — 3)(z + 3).

H: Ja:, wenn ich minus nehme, dann wird das ja wieder plus. Weil minus mal
minus plus ergibt.

L D, (z - 3)(z — 3) wiirde was ergeben?

H: (z+3)2

I Kannst du die Formel einmal aufschreiben?

H (2-3)(z~3)=(z+3)?

I Warum glaubst du, daB die Formel gilt?

H:

Weil minus mal minus plus ergibt.

M . -
Werkennt, da es zur Uberlagerung dreier Schemata kommt, namlich:

=44 | (~A)-(+B)=—(A-B) , A*-B'=(A-B) (A+B)
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Nichtbeachtung von Prozedurhierarchien

Betrachten wir den Fehler:

2(%—3):35—3

Dieser Fehler kann folgendermafen erklirt werden. Der Schiiler ruft eine Prozedyr
,Klammer ausmultiplizieren“ auf. Die Ausfiihrung dieser Prozedur erfordert zunéchst,
den Term ; mit 2 zu multiplizieren. Dazu ruft der Schiiler die Unterprozedur ,Bruch
mit natiirlicher Zahl multiplizieren® auf (die im vorliegenden Fall eine Anwendung des
Kiirzungsschemas A - % = B enthilt). Die Ausfithrung dieser Unterprozedur erfordert
wegen ihrer relativen Komplexitat soviel Aufmerksamkeit, daff der Schiler vergift, in
die Oberprozedur zuriickzukehren und auch -3 mit 2 zu multiplizieren. Er verliert also

die Kontrolle iiber den Gesamtablauf.

Fehler dieser Art treten besonders dann auf, wenn die Unterprozedur komplex ist bzw.
vom Schiiler groferen Aufwand erfordert. Ein weiteres Beispiel:
T n z—1
2 3
Jz+2(z—-1) = 4

4

Hier ruft der Schiller eine Prozedur auf: ,Mit dem gemeinsamen Nenner multiplizie
ren“. Die Ausfihrung dieser Prozedur erfordert den Aufruf der Unterprozedur Lahler
zum gemeinsamen Nenner bestimmen®. Die Ausfiihrung dieser Unterprozedur nimmb

den Schiiler so gefangen, daB er vergift, in die Oberprozedur zuriickzuspringen.

Noch ein Beispiel:
z  2(z+3) z—-2zx+3

8 8 N 8

Der Schiiler ruft hier die Prozedur »Auf gemeinsamen Nenner bringen“ auf. Er schreibt
einen gemeinsamen Bruchstrich an, schreibt darunter den gemeinsamen Nenner 8 an
und schreibt im Zahler: z—. Dadurch wird die Unterprozedur ,,Vorzeichen im restlichen
Zahler andern® aufgerufen, die wiederum die vorherige Ausfilhrung der Unterprozedus
»Klammer mit 2 ausmultiplizieren“ erfordert. Nach der Ausfiihrung dieser Unterp®

zedur steigt der Schiler aus dem GesamtprozeB aus.
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7u Kontrollfehlern dieser Art vergleiche man auch BECKER 1985 sowie die dort an-

gegebene Literatur.

14 Ausfilhrungsstorungen

Manche Fehler lassen sich dadurch erkldren, daB der betreffende Schiiler zwar ein ta-
delloses Schema bzw. eine tadellose Prozedur verwendet, daBl aber die Anwendung des
Schemas bzw. die Ausfithrung der Prozedur in irgendeiner Weise gestdrt wird. MATZ
(1980) nennt solche Fehler ,Prozefifehler (processing errors)“. Vielfach werden sie auch
als Flichtigkeitsfehler“ bezeichnet (siehe dazu REITBERGER 1988). MATZ zéhlt
auch die vorhin behandelten Fehler durch Nichtbeachtung von Prozedurhierarchien zu
diesen Fehlern, was aber nur gerechtfertigt erscheint, solange diese nicht systematisch
anftreten. ProzeBfehler erkennt man daran, dafB sie die betreffenden Schiiler meist so-
fort erkennen, wenn sie darauf aufmerksam gemacht werden oder ihre Umformungen
selbst kontrollieren. Die Stérungen, die solche Fehler hervorrufen, kénnen auf einem
dueren AnlaB, einem momentanen Nachlassen der Aufmerksamkeit, einem Einflu8
des Kurzzeitgedichtnisses oder ahnlichem beruhen. Relativ hiufig konnten wir etwa

wNachklinge“ beobachten wie z.B.:
(a+82+c=0a’+2ab+ 8+

Hier koinzidiert das (innere) Sprechen von ,b Quadrat® mit dem Schreiben von #C“

und erzeugt, ein , c2*.



8 WEITERE BEOBACHTUNGEN ZU
SCHULERFEHLERN BEIM UMFORMEN

In diesem Kapitel setzen wir unsere Beobachtungen zu Schiilerfehlern beim Umformen
algebraischer Ausdriicke fort, allerdings unter speziellen Gesichtspunkten. Wir gehey
nach wie vor von dem im Kapitel 7 betrachteten Modell aus: Der Schiiler nimmt ge-
wisse Informationen aus dem vorgelegten Ausdruck auf, ruft ein Schema auf, das aller.
falls verarbeitet wird, und wird dadurch zu einer bestimmten Handlung gefiihrt. Diese
Schritte werden u.a. durch heuristische Strategien gesteuert. Die empirischen Beobach-
tungen im Kapitel 7 haben gezeigt, daff die Informationsaufnahme oft fliichtig verliuf;,
wobei vor allem das notige Erkennen won Termstrukturen fehlt. Weiters ist aus die-
sen Beobachtungen hervorgegangen, dafl Schiiler anstelle der erwiinschten Anwendung
prdziser Regeln haufig offene und unprazise Schemata verwenden. Inwieferne Schiler
heuristische Strategien verwenden, haben wir im Kapitel 7 noch nicht untersucht, wer-
den dies aber jetzt tun. Wir werden zundchst anhand des Gleichungslosens tiberlegen,
wie diese drei Komponenten (Erkennen von Termstrukturen, Anwendung von Regeln,
heuristische Strategien) zusammenspielen. AnschlieBend werden wir empirische Beob-
achtungen vorbringen, die zeigen, dal in Hinblick auf jede dieser Komponenten bei

vielen Schiilern enorme Defizite vorliegen.

8.1 Drei Komponenten des Gleichungslosens

Welche Prozesse spielen sich ab, wenn ein Schiiler eine Gleichung mit Hilfe von Regeln
165t7 Im Idealfall 1auft das Ganze etwa folgendermaBen ab. Der Schiiler sieht vor sich

eine Gleichung, sagen wir:

4z +3=11

Er besitzt in seinem Gedachtnis einen gewissen Vorrat an Regeln (Gleichungsum™
formungs- und Termumformungsregeln), von denen er eine auswahlen und auf die
Gleichung anwenden muf. Aber welche Regel soll er auswahlen und wie soll er sit

anwenden? Das héngt von den Strukturen der Terme auf den beiden Seited der
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(leichung ab. Der Term auf der rechten Seite a8t im vorliegenden Beispiel nur eine

Struktur zu, der Term auf der linken Seite 1afit jedoch mehrere Strukturen zu:

() [4-= + 3]=n
0 + [3]=n
o) [4[e + [B]= 1

In den Fallen (1) und (3) wird der Schiller wahrscheinlich in seinem Gedachtnis keine
awendbare Regel finden, im Fall (2) kann er etwa die Regel A+ B=C «= A=C-B

anwenden und kommt zur Gleichung:
4z =8

Imnachsten Schritt kann er die Regel A- B = C <=> B = C : A anwenden und kommt
o

z=2

Das Erkennen von Termstrukturen und die Auswahl einer Regel beeinflussen einan-
der. Einerseits wird aufgrund érkannter Termstrukturen eine passende Regel gesucht.
Andererseits wird der Term aufgrund bekannter Regeln in Hinblick auf eine passende

Termstruktur durchmustert.

In manchen Fillen gibt es verschiedene Mdglichkeiten der Regelanwendung. Z.B. kann
man bei der Gleichung
z
2

+5=38
die Gleichungsumforrnungsregel A+ B=C & A= C —~ B anwenden und kommt zu:

z

2 =3

2
Man kanp A+B-C d d

a0 Xann jedoch auch die Termumformungsregel 3 +C= —5 anwenden un
kommt, z;
z+10
=38
2

Beides eignet sich zum Weiterrechnen, jedoch fithrt die erste Méglichkeit schneller
“m Ziel, nimlich der Isolation von @. Welche Regel jeweils aus dem Regelvorrat

dusgewahlt wird und wie diese angewendet wird, hangt nicht nur von den Strukturen
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der Terme, sondern auch von der heuristischen Strategie ab, die man zur Isolatjoy

der Unbekannten verfolgt.

Es liegt also ein systemischer Zusammenhang von drei Komponenten vor, der in fol-

gender Figur dargestellt ist:

Erkennen von Auswahl einer Regel
Termstrukturen aus einem Regelvorrat

Heuristithe Fig. 72
Strategie
Allerdings ist dies eine idealisierte Darstellung des Gleichungsldsens, die einen ,idealen
Schiler® voraussetzt, ndmlich einen, der Termstrukturen erkennen kann, Regeln kennt
und anwenden kann sowie ein gewisses Arsenal an heuristischen Strategien besitzt. Im

folgenden sehen wir uns an, wie die Realitdt aussieht.

8.2 FErkennen von Termstrukturen

Termstrukturerkennen ohne Umformen

Einigen Schiilern haben wir Blatter vorgelegt, auf die wir verschiedene Terme geschrie-
ben hatten. Wir forderten die Schiiler auf, die Teilterme dieser Terme mdglichst

vollsténdig einzuringeln. Es wurde den Schiilern vorher an Beispielen erklart, ¥as

dabei zu tun ist. Ein Ausschnitt eines ausgefiillten Blattes ist im folgenden zu sehen:

Das Einringeln von Teiltermen geschieht auf diesen Blittern ohne die Aufforderung;

daf

eine Umformung vorzunehmen oder sonst etwas zu tun. Man kann annehmen,
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eine solche Aufforderung das Erkennen von Termstrukturen beeinfluBt, aber damit
gerden wir uns erst im Abschnitt 8.3 beschaftigen. Zunichst geht es eher um ein
Jontemplatives Betrachten“ von Termen ohne weitere Aktivititen. Die wichtigsten

Beobachtungen bei Untersuchungen dieser Art waren folgende:

3) Einige Schiller waren durchwegs in der Lage, ihre Finringelungen durch eine gene-
tische Beschreibung des Terms zu begrinden, d.h. zu erkldren, wie der Term schritt-
weise aufgebaut werden kann bzw. in welcher Reihenfolge die Rechenoperationen
ausgefiihrt werden miissen. Beispielsweise erkldrt Bernd (13) den Aufbau des Terms

(e-y)(u® + v)? - w folgendermafBen:

B: Also, r minus y kann man einmal ausrechnen, in der Klammer lassen und
dann mal u? plus v. Zuerst w? mal v, ah plus v, addiert mit v. Und dann
das Ganze Quadrat setzen, dann Klammer ausrechnen und dann das Ganze
mal w.

Diese Schiiler erkannten gegebenenfalls auch sofort, daB8 die Struktur des vorgelegten
Terms nicht eindeutig ist und konnten ohne Schwierigkeiten verschiedene Strukturen
des Terms angeben. Mindestens ebensoviele Schiiler waren jedoch nicht in der Lage,
eine genetische Beschreibung des vorgelegten Terms zu geben, nicht einmal andeu-
tungsweise. Sie waren anscheinend iiberhaupt nicht in der Lage, in Termen irgendwel-
e Strukturen zu sehen und konnten daher auch nicht entscheiden, ob ein Term nur

ine Struktur oder mehrere Strukturen zuliBt.

b) In einigen Fillen hatten wir absichtlich Terme schlecht angeschriebén, insbesondere

mit trrefihrenden Abstinden, z.B.:

(z+y - 2) - u—vw

Bs zeigte sich jedoch, daB die Schiiler weniger oft in solche Fallen hineintappten als

twartet. Lediglich ein Schiiler ringelte im obigen Falle so ein:

(G+y): z) (=D

Schlechs geschriebene Abstinde konnen also zwar Fehler im Erkennen von Termstruk-

ture . . . ;
! nterstiitzen, scheinen aber keine wesentliche Ursache fiir solche Fehler zu sein.
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c¢) Es bestand eine starke Tendenz, gleichartige Bestandteile im Zihler ung Nenner

eines Bruches einzuringeln. Mdglicherweise dachten diese Schiiler dabei an ein Kiirgep

Einige Beispiele:

ST
Cx+y)-c (a2+b)-c

d) Auffallend haufig wurden Bestandteile der Form'a® 4 % bzw. o? — b? eingeringel.
In manchen Fillen dachten sich die Schiiler Klammern um solche Ausdriicke oder

schrieben solche sogar hin, auch wenn dies nicht gerechtfertigt war. Ein Beispiel:

Michael (13) ging beim Term a? — b% - u* — v? folgendermafen vor:

I:  Warum hast du a? — b? eingeringelt?

M: Ja, weil in der Mitte eigentlich das richtige Rechenzeichen ist, mal.

I:  Das richtige Rechenzeichen ...Ist das Minus kein richtiges Rechenzeichen?
M: Ja schon, aber die zwei Ausdriicke gehoren zusammen.

I Welche?

M: a? und b? [und auch u? und +2).

I:  Warum gehdren die zusammen?

M: Weil man kdnnte es genausogut in Klammer setzen.

Manche Schiiler gaben als Begriindung an, da8 die von ihnen eingeringelten Terme in

bekannten Formeln auftreten.

e) Obwohl nicht verlangt wurde, die vorgelegten Terme umzuformen, schlug bei man-
chen Schiilern eine starke Umformungstendenz durch. Sie faBten den Term als eine
Aufforderung zum Umformen auf und verstanden nicht recht, was der Interviewer o0
ihnen wollte und was das Einringeln bedeuten soll. Es kam dabei gelegentlich 7u kv
riosen Mischformen zwischen dem Erkliren der Termstruktur und dem Erklaren der

beabsichtigten Umformung. Ein Beispiel:

. 2.
Michael (13) ging bei den Termen a - (b~c)-d,a-(b+c)+d+eund (:f:—y)‘(“2+v) v
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folgendermafen vor:

Michael war geradezu darauf versessen, die Terme umzuformen. Wenn sich bei einem
Term nichts tun lieB, setzte er selbst Klammern, damit er diese aufidsen konnte. Z.B.

goger beim Terma-b—c¢- d so vor:

M (schreibt): a-{(b—c)-d. Da kommt a-b—a-c. Also so. Da kénnte man
auch eine Klammer setzen.

I: Moment, das habe ich nicht ganz verstanden.

M: Jaso. Das einmal so rechnen. Kénnte man auch eine Klammer setzen, da.
Nur ist da keine. Und nachher das Ganze wieder mal d.

I: Warum glaubst du, daB man hier eine Klammer setzen kénnte? Es steht
ja keine da.

M: Ja...weil es halt auch so ein Ausdruck ist und es ist wieder so, dafl man
jedes mit jedem oder den Ausdruck auBer der Klammer mit dem in der
Klammer ...

f) Bine wirklich vollstandige Einringelung aller Teilterme gelang nur einem Schiiler.
Die meisten lieferten nur unvollstindige Lésungen, wobei nur markante Bestandteile

hervorgehoben wurden und auf die Einringelung von Klammern haufig verzichtet wurde.

Bin Beispiel:

Friedrich (14):

Warden die Schiiler aufgefordert, weitere Einringelungen vorzunehmen, schiittelten sie

oft den Kopf oder weigerten sich, fortzufahren.

§ Beziglich der Reihenfolge der Einringelungen war bei keinem Schiiler eine strikte
TOP'DOWU‘Analyse oder Bottom-Up-Analyse zu beobachten. Die Schiller sprangen
Velmehr in den Termen ohne erkennbares System hin und her, wobei lediglich eine

ewi ; . .
SWisse Neigung zum Abarbeiten von links nach rechts zu erkennen war.
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Betrachten von Termen unter vorgegebenen Strukturen

Einigen Schiilern stellten wir Aufgaben, in denen verlangt war, vorgelegte Terme up.
ter einer vorgegebenen Struktur zu sehen oder durch Umformen auf eine bestimme

Struktur zu bringen. Bei diesen Aufgaben versagten die Schiiler fast véllig,

k.
In einer Aufgabe ging es darum, den Term 9—2— in der Form A - B darzustellen. Wi

betrachten einige Versuche:

Micha,ei(13): %:@.@=@+@

A - B = A + B
Bernd (13): Im weiteren Verlauf versuchte Bernd stets, c,h
oder 2 einzuringeln, es gelang ihm jedoch nicht,
den Ausdruck in der Form A - B darzustellen.

Rudolf (13):
1. Versuch: d

2. Versuch:

@D
3. Versuch: ‘ ~ =A.B

In einer anderen Aufgabe ging es darum, festzustellen, ob verschiedene vorgegebene

o
@ (diese richtige Losung wird von

Rudolf sofort verworfen)

Terme von der Form A- B+ C sind. Wir geben die Lésungsversuche der obigen Schiler

wieder:
Bernd: @ - (v) +@ @ ( @ @
- B+ ~ . B +
Michael: u(v + uw) = @ @ + 2@
A-B + z .D

Rudolf: u(v + uw) @ + @ @

Es gelingt Rudolf dabel nlcht zu erkennen, daB dieser Term auch von der
Form A B + C ist.

Kompliziertere Terme wie etwa,

u+t+v u—v d u—+v U—v
3 5 oder 5 W 7
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o der Form A- B + C zu sehen, war den Schiilern unméglich, wobei besonders das

Minuszeichen vor dem zweiten Bruch storte. So erklarte Rudolf:

R: A- B ginge ja noch, aber dann +C' nicht mehr.
I: Warum geht denn das +C nicht?

R: Ja, weil kein + vorhanden ist.

Erginzen von Termen

In einigen Aufgaben wurde verlangt, unvollstiindige.Terme s0 zu erganzen, daf eine
bestimmte Gleichung gilt. Da das Verhalten der Schiiler bei diesen Aufgaben einen
gewissen Einblick in ihre Vorstellungen vom Aufbau der Terme liefert, seien einige

Beispiele angefiihrt. In einer dieser Aufgaben wurde verlangt, in dem Ausdruck
¢a0b0cOb =a-c¢

in die Kastchen Rechenzeichen so zu setzen, daf die Gleichheit gilt. Alle interviewten
Schiler schlugen die Losung @ +b-¢c—b = a-cbzw. a —b-c+b = a-c vor und
erklirten, daf sich dabei die &’s aufheben, soda a-c iibrigbleibt. Wir betrachten einige

Interviewausschnitte.
Michaela (14):

I Kannst du mir dein Vorgehen beschreiben, Michaela?

M: Die beiden b muB ich versuchen wegzubringen. Die b, habe ich gedacht,
l6sen sich mit + und — auf, dann bleibt nur mehr @ und c.

Kurt (14):
I Hast du die Frage verstanden?
K: Ja, ja, freilich. (Seufzen)
I Hast du irgendeine Idee?
K:

Jaschon, a + b und dann —b, aber wie ich dann auf das Mal komme?
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Alexandra und Petra (beide 14):

A: Da kommt ein Plus, da ein Minus und da ein Mal: a +b.¢c - b,
P: Nein!

A: Doch! Denn es ist ja a —b-c+b, denn die b’s kann man weglassen und es
bleibt a - ¢ iibrig.

—
s

Aha, was sagst du dazu, Petra?

P: Da ein Minus, ein Mal und da ein Plus: ¢ — b-¢ + b. Denn daraus folgt
~b+b=0.
Alexandra, glaubst du, daB das richtig ist?

—
oy

A: Ja, das hebt sich ja dann auf, weil minus b plus b ist ja Null. Dann bleibt
ja nur noch a und ¢ {ibrig und es ergibt a - c.

In einer anderen Aufgabe wurde verlangt, den Ausdruck

x+1_
r—1 z2-1

so zu erganzen, dafl die Gleichheit gilt. Hier kam es teilweise zu recht kuriosen Losungs-
versuchen. Die hiufigste Antwort war

z+1 2241
x—1 -1

Marie (14) erklirte dazu:

M: Ja, wenn unterhalb ein Quadrat dazukommt, mufl es auch oben dazukom-
men.

Termstrukturerkennen als allgemeine Fahigkeit

Zum Abschluf dieses Abschnitts méchte ich noch eine Vermutung duBern. In der Fahig-
keit zum Termstrukturerkennen zei gten sich iiberaus grofie individuelle Unterschiede
bei den Schiilern. Es war dabei aber auffallig, daB von den interviewten Schilern e
nige das Termstrukturerkennen durchwegs sehr gut und die restlichen durchwegs sehr
schlecht beherrschten. Die einen analysierten alle vorgelegten Terme mit grofBer Leich-
tigkeit und machten fast nie Fehler, die anderen kamen ohne Hilfestellung fast mie

zurecht und machten fast immer Fehler. Es gab kein Mittelding zwischen diesen Ex

tremen (,Alles oder nichts“). Ob es sich dabei um ein typisches Phanomen handelt,
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Jann micht mit Sicherheit gesagt werden, da die Anzahl der Versuchspersonen zu klein
war. Sollte dies jedoch zutreffen, konnte man dafir folgende Erklirung geben: Das
Frkennen von Termstrukturen lernt man nicht so, dafl man Term fiir Term analysieren
lerst und nach und nach immer mehr Terme analysieren kann, sondern so, da man
eine allgemeine Einsicht erwirbt; es muf} einem sozusagen ,der Knopf aufgehen® und
dzs kann ziemlich plétzlich erfolgen. Vorher kann man mehr oder weniger keinen Term

richtig analysieren, nachher kann man mehr oder weniger alle Terme richtig analysieren.

83 Anwenden von Regeln

Tum Anwenden von Regeln wurden recht umfangreiche Interviews gefiihrt. Diese ver-
lfen jedoch mit einer bemerkenswerten Konformitét, sodafl eine kurze Darstellung

genigt.

Inwieferne verwenden Schiiler Regeln?

Eine der auffalligsten Beobachtungen in den Interviews war, daB die Schiiler haufig
keine Regeln kannten oder diese zumindest nicht formulieren konnten. Man kann an-
nehmen, daf das Verhalten dieser Schiiler beim Termumformen und Gleichungslosen
duch Handlungsschemata gesteuert wird, die ihnen nicht bewuBt werden. Es kann
stin, daB diese Handlungsschemata die Folge einer automatisierten Regelanwendung
sind und da die Schiler die nun nicht mehr notwendigen Regeln vergessen baben. Ich
bege jedoch eher den Verdacht, da8 diese Schiiler nie gelernt haben, Regeln prézise
w formulieren sowie bewuBt anzuwenden und da8 sich ibre Handlungsschemata eher
ahand von Muster- und ["Jbungsbeispielen — unabhangig von den im Unterricht even-

tuel gelernten Regeln — | eingeschliffen“ haben.

Als typisches Beispiel fiir das Verhalten dieser Schiiler betrachten wir einen Ausschnitt

s dem Gespréich mit Friedrich und Harry (beide 14). Beide Schiiler begannen die
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‘Lésung einer Gleichung mit folgendem Umformungsschritt:

2z +3
z—2

3 |(z—2)

I

2¢0+3 = 3z—-6

Sie wurden vom Interviewer aufgefordert, diesen Schritt durch eine Regel zu begriinden.
Man bemerkt im folgenden, daff die Schiiler krampfhaft nach einer Regel suchen, bis

sie schliefilich eingestehen, daB sie keine verwendet haben:

I: Hast du beim ersten Schritt oben eine Regel verwendet? Konntest
du diesen Schritt durch eine Regel begriinden? Kennst du irgend-
eine Regel?

F: (Pause) Mal dem Kehrwert multipliziert?

I: Kannst du vielleicht die Regel irgendwie schéner formulieren, die
du da verwendet hast, beim Ubergang von der ersten zur zweiten
Zeile?

F: Also, der Bruch, der wird multipliziert, indem man mit dem Kehr-

wert ... also, ah wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert
multipliziert, also ...

I: Ist das die Regel, die du angewandt hast, um zur zweiten Teile zu
kommen?

F: Ja. Also ich hab’ versucht, den Bruch wegzukriegen.

I: Und da hast du diese Regel angewandt? (Zu Harry) Du wolltest
etwas sagen ...

H: Ja, es ... aber, den Bruchstrich kann ich auch schreiben als Divi-
sion. Und dann kénnte das ja eigentlich heifien: (2z +3): (z—2).

I: Kannst du nocheinmal versuchen, die Regel zu formulieren, die da
angewendet wird?

H: Der Bruchstrich ersetzt die Klammer.

I: Ist das eine Regel, mit der man diesen Schritt begriinden kénnte!

Oder habt ihr gar keine Regel verwendet?
F und H: Nein!

F: Das ist schon so Routine.

Erwartungsgemas konnte kaum ein Schiiler Gleichungsumformungsregeln mit Buchsta-
ben formulieren. Vermutlich wurde das im Unterricht nicht gemacht. Die Mehrzahl
der Schiller dirfte im Unterricht Regeln nur in verbaler Form kennengelerot haben
Aufgrund der verwendeten Lehrbiicher kann man annehmen, daf dies verbale For:

Gleichung

mulierungen der ,Waageregeln® waren: man darf auf beiden Seiten einer
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dieselbe Zahl addieren usw. Kurz: man darf mit einer Gleichung mehr oder weniger
alles machen, nur mufl man links und rechts dasselbe machen. Die vorwiegenden For-
niierungen der Schiiler nahmen jedoch darauf kaum Bezug, sondern waren andere:
— Man muf die inverse Rechenoperation ausfithren.“

— Man muB ein Glied auf die andere Seite bringen. “

[u beiden Fallen konnten die Schiiler ihre ,,Regeln“ meist nicht praziser formulieren.

Betrachten wir ein typisches Beispiel fiir die Formulierungen der interviewten Schiiler.

Michael (13) beginnt eine Gleichungsldsung folgendermafen:

1549 = 4z
154+5z = 0
52 = —15

I: Betrachten wir den Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile. Hast du
bei diesem Schritt irgendeine Regel angewandt?

Ja.
Welche Regel?
Also eine Aquivalenzumformung.

Kannst du diese Regel irgendwie formulieren?

Also bei der Aquivalenzumformung mufl man immer den entgegengesetz-
ten Rechenschritt, also das entgegengesetzte Rechenzeichen und ... addiert
oder subtrahiert, dividiert oder multipliziert ... auf beiden Seiten der Glei-
chung dasselbe ... mit derselben Zahl.

I:  Jaja, das war jetzt nicht besonders schon formuliert. Versuch nocheinmal,
die Regel etwas schéner zu formulieren!

M: Aaah ... also bei der Aquivalenzumformung verwendet man immer_das
entegengesetzte Rechenzeichén und bringt dadurch eine Zahl oder einen
Ausdruck auf die andere Seite oder bringt ihn weg.

I Mach noch einen Schritt, den nichsten Schritt [von der zweiten zur dritten
Zeile]. Welche Regel hast du denn hier angewandt?

M: Da hab’ ich wieder die Aquivalenzumformung angewandt, das entgegenge-
setzte, den entgegengesetzten Rechenschritt gemacht.

h diesem Interviewausschnitt kommt zwar die Formulierung nauf beiden Seiten der
GleiChung dasselbe® vor, aber man hat den Eindruck, daB Michael von dieser Formulie-

r ] : - - o3 3 1
g keinen weiteren Gebrauch macht. In seinen Erliuterungen dominieren eindeutig
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zwei andere Gedanken, nimlich ,den entgegengesetzten Rechenschritt machep® und

einen Ausdruck auf die andere Seite bringen®.

Die iibrigen Interviews haben tendenziell ebenfalls gezeigt, da die Schiiler beim prakij.
schen Gleichungsldsen vorwiegend mit ,,inversen Rechenoperationen® und dem , Hiniiber
geben von Gliedern“ arbeiten und praktisch nicht mit dem ,, Auf-beiden-Seiten-dasselbe-
machen®. Ihr tatsichliches Verhalten entspricht also nicht den im Unterricht gelemn-
ten ,,Waageregeln®. Einige gaben auf die Frage, welche Regel sie verwendet hitten,
zunichst eine verbal formulierte , Waageregel® an, erliuterten diese jedoch mit dem

»Hiniibergeben von Gliedern®.

Soferne es den Schiilern iiberhaupt gelang, Regeln zum Gleichungsumformen wenig-
stens andeutungsweise mit Buchstaben anzuschreiben, kamen ebenfalls nur selten die

»Waageregeln“ heraus. Diese konnte man ja so formalisieren:
A=B & A+C=B+C, A=B & A-C=B-C usw.

Die Formalisierungsvorschlage der Schiller entsprachen aber eher den ,Elementarum-

formungsregeln®, d.h. dem ,Hinlibergeben von Gliedern®:
A+B=C & A=C—~B und A-B=C & A=C:B (B#0)

Gelegentlich kamen auch Mischungen heraus. So formulierte Rudolf (13) im Fall einer

Addition:
a —b=c ist das gleiche wie a =c+b.

Im Falle einer Division formulierte er jedoch:

a=1"b|: ¢ ist das gleiche wie a:c=b:c

Begriinden von Umformungsschritten durch Regeln

Bei den ziemlich erfolglosen Versuchen der Schiiler, ihre Umformungsschritte mit Buck-

stabenregeln zu begriinden, zeigten sich zwei auffallige Schwierigkeiten:

a) Alle interviewten Schiiler hatten enorme Schwierigkeiten, die fir eine Umformun

relevante Termstruktur auf der linken bzw. rechten Seite einer Gleichung zu erkennen-
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Betrachten wir als Beispiel nochmals die Gleichung;:

2z + 3
z—2

= 3

Unabhingig davon, ob man hier die Waageregeln oder Elementarumformungsregeln

benutzt, ist die fiir den ersten Umformungsschritt relevante Struktur:
A
2 _¢
B

Diemeisten Schiiler erkannten jedoch diese Struktur nicht und gaben andere Strukturen

an, z.B.:

b

A+B_ D Friedrich (14): 2afb_
C a—c

Harry (14):
b) Alle interviewten Schiiler hatten enorme Schwierigkeiten, zu erkennen, daff ein
Buchstabe einer Regel einen komplezeren Teilterm der vorgelegten Gleichung bedeu-
ten kann. Im allgemeinen wurden die Terme auf den beiden Seiten der Gleichung bis
in die letzten Bestandteile, also Zahlen und Buchstaben, aufgélést. Bei dem Versuch,
die Struktur der Gleichung allgemein zu beschreiben, wurden oft nur anstelle der kon-
keten Zahlen weitere Buchstaben eingefiihrt. Man sieht dies bei Friedrichs obigem
Vorschlag, Dabei beachte man noch, daB Friedrich fiir z sowohl im Zahler als auch
im Nenner ein a setzt und fiir die Zahl 3 auf der linken und rechten Seite ein b. Die
Struktur der Gleichung 3z = —3 beschrieb er analog mit a-b= —a. Auch die meisten
ibrigen Schiiler setzten fiir Zahlen, die nur zufsllig gleich waren, gleiche Buchstaben.
Insgesamt kann man das Verhalten dieser Schiiler durch ein ,Kleben an den Zahlen und
Buchstaben® kennzeichnen. Demgemif artete das Begriinden der einzelnen Schritte
¢iner Gleichungslésung haufig in ein bloBes Nachrechnen der Gleichung aus, it dem

tinzigen Unterschied, da an die Stelle konkreter Zahlen Buchstaben gesetat wurden.

Al typisches Beispiel betrachten wir das Vorgehen von Michael (13). Michael loste

Wnichst dje folgende Gleichung anstandslos. Als er aufgefordert wurde, die einzelnen
Mitte durch die Angabe von Regeln zu begriinden, fiigte er die folgenden Regeln am

fechten Rand an ynd erliuterte deren Anwendung zum Teil durch Einringelungen:
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a b

@ +@)=s+7 bt €) = ab+ ac
ax b cX d
+@=@+@ az+b=cz+d |-

3z 4+32=35 |-—32 ar—cz+b=d
3z=3 |:3
z=1

8.4 Heuristische Strategien

Ubersicht

Beim Umformen eines Terms oder dem Losen einer Gleichung mu8 eine gewisse Uber-
sicht bewahrt bleiben. Dies erfordert, wahrend der gesamten Umformungstatigkeit

verschiedene Dinge prdsent zu halten, zumindest die folgenden:
a) die Art der Titigkeit (z.B. eine Gleichung 16sen, einen Term umformen),

b) das Ziel (z.B. eine Unbekannte isolieren, einen méglichst einfachen Term erhal-

ten),

c) den geplanten Weg zu diesem Ziel (zumindest in groben Ziigen oder bis zu einem

Teilziel).

Geht davon im Lauf der Titigkeit etwas verloren, kann dies zu Schwierigkeiten bz¥.

Fehlern fiihren, die man insgesamt als Ubersichtsverlust bezeichnen kann.

Wir betrachten einige Beispiele. Es kam immer wieder vor, da8 Schiler vom Glei-

chungslésen ins Termumformen verfielen oder umgekehrt, z.B.:

z+3 z+1
5— ==
2 2
5:m+1+z+3=2m+4=$+2

2 2 2
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Manche Schiler verfielen auch vom Gleichungslésen in ein Zahleneinsetzen. Manche
oliesten in einer Formel eine falsche Unbekannte. Gelegentlich (besonders bei qua-

frtischen Gleichungen) wurde eine Unbekannte durch sich selbst ausgedriickt, z.B.
z224+3z-10=0
z2=10- 3z
z=+10-3z
Relativ haufig waren Umformungen, die zwar richtig, aber fiir die Erreichung des Zieles

mweckmaBig waren, z.B.:
8z+9- =1

3(:z:+3)—;=14

lsbesondere kamen auch Zirkel vor wie:

T T
2 = 4=
(3+z)=>5z 2+3 5

3z 2z
6+ 2z =5z oder —6-+-6——5
2B+ ) =5z g+_§_—.5

Abkiirzende Beschreibung einer Strategie

1. . .
Vo Jemandem, der eine Ubersicht iiber einen lingeren UmformungsprozeB besitzt,

¥d man erwarten, daB er diesen Proze8 in ,groben Schritten beschreiben kann.

Beispiele:

T+l . i

Tod=1 »Ich gebe zuerst 4 auf die rechte Seite, multipliziere dann mit 3 und
subtrahiere 2.¢

1,2 s o

173 =6 »Ich bringe zuerst auf gemeinsamen Nenner, multipliziere mit die-

sem und dann werden wir weitersehen.®

bi .
¢ Erlangung der Fihigkeit, durchgefiihrte oder durchzufiihrende Prozesse In ,gr oben

Schri . . .
ritten® 5y beschreiben, sehe ich als ein erstrebenswertes Ziel des Unterrichts nicht
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nur der elementaren Algebra an (vgl. dazu BORNELEIT 1991). Solche Beéchreibun-
gen werden durch neuere technologische Entwicklungen, etwa von Computeralgebrasy.
stemen, immer wichtiger werden, da es in immer grofierem AusmaB méglich sein wird,
Teilschritte eines Prozesses an die Maschine abzugeben, wodurch diese Teilschritte nicht
mehr im Detail durchgedacht werden miissen. Leider findet man in den Lehrbiichern

kaum Aufgaben zur Grobbeschreibung von Prozessen.

Die Erfassung eines Prozesses in ,groben Schritten“ wurde von MILLER (1956) als
,chunking® bezeichnet (siehe dazu DAVIS/JOCKUSCH/McKNIGHT 1978). DAVIS
und seine Mitarbeiter weisen darauf hin, dafl es Schiler gibt, die zu einem solchen
»chunking® nicht fahig sind, d.h. einen ProzeB nur Schritt fiir Schritt durchfithren
kénnen, ohne ihn abkiirzend erfassen zu koénnen (was vermutlich daran liegt, daf ihnen

die Ubersicht fehlt).

Bei einer Gleichungslésung bedeutet das, dafl diese Schiiler immer nur gerade von
einer Zeile zur nichsten korhrnen, ohne zu wissen, wie es weiter geht. Allgemein kaun
man einen Prozef dieser Art folgendermaBen beschreiben: Eine bestimmte visuelle
Darstellung fihrt zu einem Tétigkeitsschritt, der zu einer neuen Darstellung fiihrt, die
wieder einen Téatigkeitsschritt zur Folge hat usw. DAVIS und seine Mitarbeiter nennen

einen solchen Proze8 eine ,visually moderated sequence“.

Unsere eigenen Beobachtungen haben bestatigt, daf viele Schiiler nur lokale heuri-
stische Strategien entwickeln, die sie nur von einem Ausdruck zum néchsten oder
zumindest nicht sonderlich viel weiter fiihren. Globalere Strategien, die den gesamten
UmformungsprozeB oder wenigstens einen groBen Teil davon vorwegnehmen, haben
wir eher selten beobachtet. Zu einer abkiirzenden Beschreibung (,chunking®) waren

erstaunlich wenige Schiiler in der Lage.

Die abkiirzende Beschreibung einer Umformungsstrategie setzt die Fahigkeit vorats
flexibel Termstrukturen zu erkennen und sich vorstellen zu kénnen, wie sich diese
Termstrukturen im Laufe der Umformung verindern — ohne die Terme jedesmal bis

in die letzten Bestandteile auflésen zu miissen.
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Welche Strategien dominieren?

Nach unseren Beobachtungen besitzen die meisten Schiiler nur ein sehr kleines Arse-
1l an heuristischen Strategien — zumindest konnen sie weitere Strategien nicht ar-
fkulieren. In den Interviews waren zwei haufig vorkommende Hauptstrategien des
(leichungslosens zu bemerken. Die eine Strategie bestand darin, die Glieder mit der
Unbekannten auf eine Seite zu bekommen (wobei manchmal noch an ein Herausheben
gedacht wird). Die andere Strategie bestand darin, stirende Ausdricke (z.B. Briiche)

vegzubekommen.

Heuristische Strategien und Rechtfertigung

Auffallig war, daB fast alle interviewten Schiiler keinen Unterschied zwischen heu-
ristischen Strategien und Umformungsregeln machten. Die meisten Schiiler
aliuterten ihre Gleichungslosungen durch Bekanntgabe irgendwelcher, meist kurz-
shrittiger Lésungsstrategien (vor allem der oben genannten Hauptstrategien). Die
frage, ob sie irgendwelche Regeln verwendet hatten, erzeugte oft Unverstindnis. Sie
bielten die Sache durch Bekanntgabe ihrer Lésungsstrategien fiir abgetan. Es war ih-
ten praktisch nicht bewusBt, daB zur Durchfithrung bzw. Rechtfertigung der einzelnen

Schritte ihrer jeweiligen Strategie noch eigene Umformungsregeln vonndten sind.

Als typisches Beispiel fiir ein solches Verhalten sei ein kurzer Ausschnitt aus dem

Gesprich mit Harry (14) angefithrt. Es geht um die Rechtfertigung des Umformungs-

schritteg:
5 1
= = - (22 -3
2z — 3 |- (2 )

5 =

H: Ich habe wieder versucht, den Bruch wegzubekommen. Also habe ich mit
2z — 3 multipliziert.

i Und eine Regel kannst du nicht angeben, die einem sagt, warum man das
eigentlich machen darf?

H: Nein, kann ich nicht.



9 AFFEKTIVE ASPEKTE VON SCHULER-
FEHLERN

In den von uns durchgefiihrten schriftlichen Tests und Interviews kam es relativ hiufig
zu Umformungen, an denen man zwar noch Spuren regelhaften Arbeitens erkennen

kann, die aber insgesamt einen eher ,chaotischen® Eindruck machten. Ein Beispiel:

z+7 4—3:___3_:1;'_3;_'1’)_
3 4 8 '8
z+7 4-—1:_ __% §
4 4 8%
m+7_¢_z_x=1
3 4
r—z—z=1
—2:c+:c=§:§
27
-—29:+:1:—3-
_9 3

Vielfach konnten die Schiiler in solchen Fillen fiir ihr Verhalten keine rechte Erklérung
geben. Man kann annehmen, daf sie nicht immer ,rational® vorgegangen sind, son-
dern sich von affektiven Momenten steuern lieflen. Mit diesen beschiftigen wir uns

in diesem Kapitel.
9.1 Rationales Denken und Wunschdenken

Wie man an zahlreichen Interviewstellen belegen kann, steht fiir einen Schiiler héufig
ein bestimmter Wunsch im Vordergrund, z.B. zu einer Lésung zu kommen, mit der
Aufgabe mdglichst rasch fertig zu werden, auf ein vertrauteres 7-wischenergebnis 2t
kommen, stérende Teilterme zu beseitigen usw. Ein solcher Wunsch kann gunichst
noch etwas durchaus Kognitives sein, er kann ja Bestandteil einer heuristischen Stra-
tegie sein. Es kommt jedoch darauf an, wie Schiiler versuchen, diesen Wunsch 2u
erfiillen. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Schiilern, deren ,,rationales“

Denken von affektiven Momenten so beeinflufit wird, daf3 eine Art ‘Waunschdenken
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atsteht, das zu wirrem Handeln fiihrt. Auf die Tatsache, dafl beim Umformen al-
gebraischer Ausdriicke ein solches Wunschdenken das rationale Denken stéren oder

gz iiberdecken kann, hat meines Wissens zuerst NOLTE (1985) hingewiesen.

Wir betrachten einige Beispiele fiir ein solches Wunschdenken. In den beiden ersten
Interviewausschnitten geht es um die Aufgabe, aus der Formel A = 4nr? das r

auszurechnen.

Angelika (14):
I  Kannst du 7 ausrechnen?
A:  Das weifl ich nicht mehr, das habe ich vergessen.
I:  Probier es einfach!
A:  Als erstes muB man das Quadrat ... A =4xr? ... A=4r/T...
I:  Was hast du da gemacht?
A
I

Nein, das was gesucht ist ... muf man hinschreiben ...7 = ..

Wieso hast du +/7 hingeschrieben?

A:  Weil ich das Quadrat weghaben will. Gesucht ist r. Also VA = dn/T.
Edith (14):
E: VA?I' =7

L Erklsr mir deine Vorgangsweise!

E: Ja, weil #2, ja weil ...weil wenn man das Quadrat weghaben will, dann
muf man ja die Wurzel ziehen, das ist dann v/4, oder? Und mit 7 muf

?n dann multiplizieren, nein, durch 7 muf man dividieren, das ist dann
A

L=r,

g

Fir Angelika und Edith stehen zwei Wiinsche deutlich im Vordergrund, nimlich das
Guadra, wegzukriegen und das r zu isolieren. Sie haben jedoch nur ganz vage Vorstel
lungen davon, wie sie dieses Ziel erreichen kénnen. Man hat den Eindruck, daf sie die
einzelnen Schritte auf gut Gliick durchfithren. Sie verhielten sich bei aufeinanderfol-
&aden Versuchen nicht sehr konsistent. Wir haben ein hnliches Verhalten destfteren
beobachtet, und waleatorisches Verhalten® genannt. Wenn ein solcher Schiiler nicht
veiter weif, beginnt er gewissermafien zu ,wiirfeln® und tut irgendetwas, um zu einer

Lésung ; . . :
¢ zu kommen oder wenigstens zu einem Zwischenergebnis, bei dem er weiter
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weiB. Gefordert wird ein solches Verhalten offensichtlich dadurch, daff diese Schiiler
nur sehr offene Schemata zum Umformen algebraischer Ausdriicke besitzen, die einer

subjektiven Interpretation Tiir und Tor 6ffnen.

Die nichsten Beispiele sollen illustrieren, was der Wunsch bewirken kann, zu Zw;.
schenergebnissen zu kommen, bei denen man weiter weifl. Harry und Friedrich (beide
14) wurden aufgefordert, aus der Formel

_ b
T 14c¢-d

die Variable d auszurechnen. Harry schreibt:

b
“={¥eaq |1+

a

b
a(1+C)=g

I:  Erklir mir bitte, wie du das gerechnet hast!

H: Also, zuerst wollte ich den Nenner wegbekommen. Aber das d sollte da-
bleiben.
I: Warum sollte das d dableiben?
H: Ja, weil man das dann ausrechnen kdnnte ...
I: Warum hast du nur mit 1 4 ¢ multipliziert?
H: Ja, weil ich gedacht hab, daB man dann durch & dividieren soll und daf

das d dann alleine steht.

Harrys heuristische Strategie ist folgende: Er will die rechte Seite auf die Form %
bringen, weil er dann weiter weif}. (Aus dem weiteren Interviewverlauf wird klar, daf
er anschlieflend durch b dividieren, den Bruchstrich weglassen und damit das d isolie-
ren will.) Er gibt sich keine Rechenschaft dariiber ab, ob der von ihm durchgefiihrte

Schritt erlaubt ist. Hauptsache, er kommt weiter!

Friedrich schreibt;:

“=iyca I
1
—b= . .
¢ l+c-d |- +e-d)
(@=b)-14+c-d=1 l: (a—b)-1+¢
1

:(a—b)-l-i-c
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s schlieBt sich folgendes Gesprich mit Friedrich und Harry an:

. Was wollen wir denn ausrechnen?

F: d wollen wir ausrechnen. (Lange Pause.) Aber das ist ja so kompliziert.
Wenn ich da dividiere, dann ist das %.

Und das willst du nicht?

il

Nein, wir wollen ja d haben. (Lange Pause.)
Darf ich ihm helfen auch?

Ja, hilf ihm!

Also, d wird mit dem (a — b) - 1 + ¢ multipliziert.

Mit dem Rest da vorne?

Ja, da kannst du durch das dividieren. Dann fillt das weg, also kommt auf
die andere Seite.

o

Wodurch mufl man dividieren?

F:  Dividiert durch (¢ — b)+1+¢... Klammer ...
I:  Du hast aber vorne keine Klammer bei 1 +c.
H: Ja, kann er ja eine machen.

3 — 1
(Schrelbt) d = (a—_m.

Men hat in diesem Interviewausschnitt den Eindruck, daf die beiden Schiiler die

Klammern setzen, wie sie es gerade brauchen. Hauptsache, sie kommen weiter!
AnschlieBend hatte Harry aus der folgenden Formel das s auszurechnen. Er schrieb:

0= gg(d-{-Zs)
40 =dr - (4d+8s) |[:dr

£=4d+85 | —4d
dr
M:Ss
drn

Den Ubergang von der dritten zur vierten Zeile erklirte er so:

B Ao, ich will, daB s alleine steht. Deswegen muf ich 4d auf die andere
Seite bekommen. Also da kommt minus 4d auf die linke Seite.

L' .Aha. Nun, warum hast du das in den Zhler des Bruches geschrieben?
Warum schreibst du das z.B. nicht in den Nenner hinunter?

H:  Ja, weil ich es immer hinauf schreibe.

I:

Du schreibst es immer oben hin. Wire es dir unsympathischer, wenn es
unten stehen wiirde?
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H: Ja.

Man hat hier den Eindruck, daB Harry die linke Seite auf eine méglichst einfache

%;ﬂ einfacher erscheint als

" Form bringen will, wobei ihm der Term

o
10 _4q

40
dn-qg Oder

Wozu der Wunsch, ein einfaches Ergebnis zu erhalten, einen Schiiler verleiten kann,
zeigt der folgende Ausschnitt aus einem Interview mit Barbara (14). Barbara rechnete

in einem vorangegangenen schriftlichen Test:
4-(8354+5)—(4s—7)-3=(125s4+20) - (125 —21) =125+ 20 — 125+ 21 =1

Der Interviewer legt ihr dieses Beispiel noch einmal miindlich vor.

B:  Also, ist 12s + 20 — (12s — 21) = 12s + 20 — 12s + 21. Also Vorzeichen
verdndern und jetzt zusammenfassen. Ist gleich, also das fillt weg und das
ist gleich ... (kurze Pause) ... oh! Also 41.

I: Was stort dich an diesem Ergebnis, weil du so skeptisch reagierst?

B: Ja, weil das miifite normal ... glaub ich, daB da [zeigt vor 20] ein Minus
hergehort, dal es dann schoner rauskommt, glaub ich. Aber ja, daff dann
1 rauskommt, oder so. Aber so kommt halt so heraus. Aber ich glaub, es
stimmt schon.

I:  Schau dir jetzt deinen Test an! (Legt ihr ihre Lésung der Testaufgabe vor.)

B: Ja ...weil ich hab’ mich erinnern k&nnen, daf wir das einmal gemacht
haben, dafl man da ein Minus einfach machen kann.

I: Einfach so?
B: Ja, einmal hat man das machen diirfen.
I: Kannst du dich erinnern, wann das war?

B: Ich wei nicht mehr ganz genau.

In manchen Fillen hat man den Eindruck, daB Schiiler Regeln bzw. prizise Schemata
nur befolgen, solange es leicht geht, aber diese sofort iiber Bord werfen, wenn sie
ihrem Wunschdenken widersprechen. Ein typisches Beispiel dafiir ist der folgende

Ausschnitt aus einem Gesprich mit Marie (14), die aufgefordert wurde, aus der

Formel .
1_1,1
R Ry, R,

das R auszurechnen:
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M: R ist gesucht? Diesés R?

I Ja

M: Alsomall,R=Rl—l+i}2—.

L Also -1 ergibt R?
M Ja

I f -1, was ergibt das?

M: RLI

I  Warum ergibt dann % -1 [gerade] R?

M: Ja, weil ich mit 1 multipliziert habe.

I Und RLI?
M:  (Pause) Ja, ich weif nicht. Fiir mich bleibt das gleich. (Verlegenes Lachen.)
I:  Unterscheiden sich —lﬁ und —I%—?

1

Versuche es bitte noch einmal!

M: Also—léz
R =
R

1 1
bk 1

L

TR

Marie geht auf der linken Seite nach der Regel 4 -1 = A und auf der rechten Seite
nach der Regel % -1 = % vor, wobei sie diese Inkonsistenz nicht stért, da sie threm

Wunschdenken entspricht (sie will ja die Formel auf die Form R =--- bringen).

Au einer anderen Stelle rechnet Marie:
1
(@a+=-1)a+1) =(e—1)a+1)

Thre Erklérung: Sie wollte den Bruch weghaben. Wir haben desfteren beobachtet,
@B Schiiler ungeliebte Teilterme einfach weglassen. Wunschdenken kann eine blof
okale Betrachtung algebraischer Ausdriicke unterstiitzen. Allem Anschein
lann map dabei zwei Verhaltensweisen unterscheiden. Manche Schiiler werden Opfer
der Selektivitss der Wahrnehmung, d.h. ihre Wunschvorstellungen bewirken tatséch-
lich, 4o gewisse Teilterme nicht wahrgenommen werden. Andere wiederum nehmen

diese ) .
Zwar wahr, ignorieren sie aber ohne besondere Skrupel.
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9.2 Tiefenpsychologische Aspekte

NOLTE (1985) bringt die Unterscheidung von rationalem Denken und Wunschdenken
in Zusammenhang mit einer psychoanalytischen Theorie. Sie zitiert HEY (1978),
der ein ,priméarprozefhaftes” und ein ,sekundérprozefhaftes Denken* unterscheidet.

Diese beiden Denkformen werden von NOLTE folgendermaflen beschrieben:

PrimarprozeBhaftes ,Denken® ist gekennzeichnet durch Wunschvorstellungen.
Es ist die den Kindern geméfe Denkweise. Das Denken paBt sich nicht ,an die
in der Realitit bestehenden Relationen zwischen den Dingen® an, ,sondern die
Umwelt wird nach dem Muster der eingebildeten Beziehungen® zwischen den
Dingen (Hey, S. 82) interpretiert ...... Das sekundérprozefhafte Denken ist
gekennzeichnet durch grofiere Objektivitdt im Denken ... ... Beziehungen wer-
den jetzt realen Zusammenhéngen entnommen ...... Der sekundérprozefihafte
DenkprozeB ist, wenn er einmal erreicht wurde, nicht fiir immer stabil. Wenn
die Frustration zu stark ist, kann das Ich regredieren auf ein Niveau zielblinder
Aktionen ...... , d.h. primirprozefhaftes Denken gewinnt wieder die Ober-
hand.

Man kann hier auch eine Parallele zum mythischen bzw. naturwissenschaftlichen
Denken sehen, zumindest was die Einstellung des Menschen zu Regeln betrifft. Der
mythisch denkende Mensch glaubt nicht an die Unerbittlichkeit von Regeln der Na-
tur, er ist davon iiberzeugt, daBl er diese durch sein eigenes Verhalten beeinflussen
kann. Der naturwissenschaftlich denkende Mensch hat gelernt, sich der Unerbittlich-
keit dieser Regeln zu fiigen. Das heifit nicht, daB er nicht auch versucht, die Natur
zu beeinflussen, aber er versucht es auf eine andere Weise — unter Anerkennung
ihrer Regeln. Kinder stehen bekanntlich dem mythischen Denken oft néher als dem
naturwissenschaftlichen. Man darf sich daher nicht wundern, wenn ein Kind sich der
Unerbittlichkeit der algebraischen Regeln nicht bedingungslos fiigt und glaubt, die
Richtigkeit einer algebraischen Umformung durch sein eigenes (emotionales) Verhal

ten bestimmen zu kénnen.

Diese Einstellung von Kindern gegeniiber Regeln kann man bei Brettspielen beob-
achten. Kleinere Kinder finden gar nichts dabei, Spielregeln spontan abzusndern,
besonders dann, wenn dies zu ihrem Vorteil gereicht (also ihrem Wunschdenken ent-

spricht). Als typisches Beispiel moge ein kurzer Gesprichsausschnitt mit Philipp (4
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I Warum wiirfelst du nocheinmal?
p: Ich darf jetzt zweimal wiirfeln.
I Gut, dann wiirfle ich auch zweimal.

P: Nein, du darfst nur einmal.

Ps kann also sein, daf8 ein Kind eine grundsétzlich andere Einstellung zu Regeln
besitzt als ein erwachsener Mathematiker und noch gar nicht begreift, welche Rolle
Regeln in der Mathematik spielen. Ein mathematisches Regelversténdnis wird nicht
iber Nacht erworben, die Nachwirkungen fritherer Einstellungen sind noch bei ilte-
ren Kindern oder Erwachsenen spiirbar. Damit erdffnet sich ein neues Metaziel fiir
den Unterricht in elementarer Algebra: Es geht nicht nur darum, Kindern bis zu ei-
tem gewissen Grad beizubringen, wie sie automatenhaft Symbolfolgen nach gewissen
Regeln abarbeiten sollen, sondern es geht auch darum, ihr grundsdteliches Verhdlt-
ms 2t Regeln weiterzuentwickeln. Das bedeutet unter anderem, daf8 Kinder einsehen
wllten, daB man sich innerhalb gewisser Kontexte an die Regeln der Algebra halten
mu, weil sonst die algebraischen Methoden nicht funktionieren. Es bedeutet auch,
&af sie erkennen sollten, da die Regeln der Algebra nicht willkiirliche Spielregeln

sind, sondern einen tieferen Hintergrund haben.

Bin Ziel des Unterrichts in elementarer Algebra ist zweifellos eine gewisse Diszi-
plinierung des Denkens. ,Disziplinierung wird heute als allgemeines Lernziel
ticht sehr hoch geachtet — nicht ganz zu Recht, denn wenn auch auf der einen Seite
ubestritten der autonome Mensch angestrebt werden soll, der sich von unndtigen
Abbéngigkeiten und Fesseln befreit, so wird doch auf der anderen Seite eben dieser
Mensch in vielen Bereichen seines Lebens und damit Denkens mehr als bisher lernen
Wiissen, sich diszipliniert zu verhalten (vgl. dazu FISCHER 1990). Allerdings — und
dis ist der wesentliche Unterschied zu frijheren Auffassungen — kann und soll dies
n cinsichtiger und bis zu einem gewissen Grad freiwilliger Weise geschehen. Dazu
tenn der Unterricht in elementarer Algebra beitragen: um ein bestimmtes Ziel zu
@reichen, muf map sich an gewisse Regeln halten, was einen nicht daran hindern

sol .
ol auferhall dieses Kontextes Regeln zu hinterfragen.
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Angstlichkeit und regelhaftes Denken

Gewisse emotionelle Grunddispositionen wie Selbstvertrauen oder Angstlichkeit ki
nen das Verhalten beim Umformen algebraischer Ausdriicke beeinflussen. Die Aus.
wirkungen kénnen jedoch individuell verschieden sein. Selbstvertrauen kann zu einem
souverinen Umgehen mit Regeln fithren und Fehler vermeiden helfen, es kann aber
auch Figenwilligkeiten und damit Fehler férdern. Ahnlich kann Angstlichkeit auf
der einen Seite zu raschen Frustrationen bzw. Verzweiflungsreaktionen und damit zu
Fehlern fithren, auf der anderen Seite kann Angstlichkei{zu einem Dbetont regelhaf-
ten Denken fithren und dadurch Fehler vermeiden. Wir haben &ngstliche Schiiler
beobachtet, die sich praktisch keinen Schritt durchzufithren trauten, der nicht durch
eine Regel abgesichert ist. Regeln erscheinen einem solchen Schiiler als Rettungsan-

ker in seiner Unsicherheit. Angstlichkeit kann eine Ursache fiir ,Formelsucht sein.

(Formelsucht kann jedoch auch andere Ursachen haben.)

Als Beispiele betrachten wir zwei Interviewausschnitte mit Edith (14). Dieses Méad-
chen machte schon von ihrem #uferen Verhalten her einen #ingstlichen Eindruck. Der

erste Interviewausschnitt soll diese Angstlichkeit beim Umformen des Terms
6a-3b— (5ab+ b 2a)

illustrieren. Edith traut sich praktisch keinen Schritt allein durchzufiihren und ver- -

sucht jedesmal, die Zustimmung des Interviewers einzuholen, bevor sie weitermacht:

E: Ja, da muf} ich zuerst die Klammer auflésen. Stimmt das?
I: Bist du nicht sicher?

E: Ja, ich weifl nicht, ob es stimmt, hm, ich wei3 nicht. Hab ich das am Zettel
{schriftlicher Test vor dem Interview] kénnen?

I: Das weif} ich nicht mehr.

E: Wahrscheinlich habe ich es nicht kénnen. Stimmt denn das, dad ich die
Klammern auflésen muf?

I Lése sie einmal auf!

E: Hm, also ...6a-3b — 5ab — 2ab. So?

I:  Warum hast du statt +2ab nun —2ab geschrieben?

E: Weil da ein Minus vor der Klammer ist .. . weil sich die Vorzeichen &ndern.

Oder nicht? ...PaBt das nun oder nicht?
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I Ja.
g Oh...6a mal 3b multipliziert ist 18ab— 5ab — 2ab = 11ab. Kann das sein?

Da der Interviewer merkt, dafl er zu hdufig Zustimmungen gibt, beginnt er, diese zu
ysagen. Edith reagiert darauf mit einem stérkeren Verlangen nach Formeln, was
«lieflich in eine Art ,Formelsucht“ ausartet. Wenn Edith keine Formeln findet und
auch der Interviewer keine Zustimmung erteilt, gibt Edith regelméfig auf, z.B. bei
der Berechnung von 22y (zy)*:

I Wasist mit der Klammer?

E:  Ich weif nicht. Das ist ja auch keine Formel. Das ist auch nicht
(a+8)...... z? - 3%, nein, das kann nicht sein.

I Warum picht?

E:  Ich weiB nicht, ich kann mir das nicht so richtig vorstellen. Weil (a+b)? ist
auch nicht die richtige Formel dazu. Die Regel wir’ nicht schlecht kénnen.
(Edith gibt nach kurzem Nachdenken auf.)

Menhat den Eindruck, da das mangelnde Selbstvertrauen und das betont regelhafte
Denken das Méﬂchen an einem wirklichen Nachdenken hindern, etwa an dem Ver-
suh, den Term (zy)? durch Riickgriff auf die Definition des Quadrats einer Zahl zu
lisen. Symptomatisch ist auch, daf Edith mit den Worten ,Ja, da muf ich ... “ be-
gnnt. Solche Schiiler leben in dem Glauben, daf} in jeder mathematischen Situation
¢vas Bestimmtes getan werden muB. Die Freiheiten, die sogar in der elementaren
Algebra bestehen, werden nicht gesehen. Dadurch kdnnen Dispositionen, die in die-

1 Schitlern wahrscheinlich auch sonst vorhanden sind, verstérkt werden. Eine so

verstandene Mathematik kann schidlich sein.

Bine , Therapie® diirfte in solchen Féllen schwer sein, weil sie letztlich auf eine Person-
1ic}’keitS?inderung abzielt. Der Mathematikunterricht kann zu einer solchen Ande-
fing wahrscheinlich nur einen sehr kleinen Beitrag leisten, indem man versucht, dem
Sthiler mehy ,mathematisches Selbstvertrauen® zu geben und ihm zu zeigen, da

man dieser Wissenschaft nicht bedingungslos ausgeliefert ist.



10 TUMFORMUNGSREGELN

Wir haben in den Kapiteln 7 und 8 gesehen, daf Schiiler beim Umformen algebrai-
scher Ausdriicke kaum Regeln verwenden, scndern statt dessen vielfach offene und
unprizise Schemata anwenden, die oft zu Fehlern fithren. Um derartige Fehler zu ver-
meiden, miissen diese Schemata prézisiert werden, soda8 sie den Schiilern tatsichlich
jene Informationen geben, die sie zum Umformen brauchen. Dies lduft darauf hinaus,
daf man im Unterricht um eine prizise Formulierung von Regeln mit Buchstaben so-
wie eine prizise und bewuBte Anwendung von Regeln nicht umhinkommt - zumindest
solange, bis sich die Umformungstétigkeiten in einer korrekten Weise zu automatisie-
ren beginnen. Aber auch spiterhin kénnen ,Buchstabenregeln® gute Dienste leisten,

um Unklarheiten zu beseitigen.

Wir stellen in diesem Kapitel einige Uberlegungen zur Auswahl, zur Formulierung,
zur Anwendung und zum Sinn von Umformungsregeln an. Aus diesen Uberlegungen
werden sich Unterrichtsvorschldge zur Einfiihrung und Verwendung solcher Regeln

ergeben.

10.1 Beschreibung und Begriindung von Umfor-
mungsschritten

Daf§ zu offene Schemata Fehler erzeugen kénnnen, sei nochmals an zwei Beispielen

illustriert:

Beispiel 1: Nehmen wir an, ein Schiiler hat im Unterricht folgende Regel kennen-
gelernt: ,Man darf auf beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl subtrahieren®.
Oder: ,Man darf ein Glied auf die andere Seite geben, nur mufl man die Rechenope-
ration durch die inverse Rechenoperation ersetzen®. Der Schiiler rechnet nun:

b
cd+e=>a-—e—a

Dabei hat er gegen keine der beiden verbalen Regeln verstofen; er hat ja nur gemacht,

was die beiden Regeln besagen. Die beiden Regeln geben ihm nimlich gerade die
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alscheidenden Informationen nicht an, ndmlich unter welchen Bedingungen und auf
«lihe Weise man auf beiden Seiten dieselbe Zahl subtrahieren darf bzw. ein Glied
af die andere Seite geben darf.

Beispiel 2: Nehmen wir an, ein Schiiler hat im Unterricht die Regel kennengelernt

(Gleiche Faktoren im Zihler und Nenner eines Bruches diirfen gekiirzt werden“. Der

Schiller rechnet:

ahtc a+tc
Sod 4

Wiederum hat er nicht gegen die verbale Regel verstofien. Auch hier gibt ihm die
Regel gerade die entscheidenden Informationen nicht an, némlich unter welchen Be-

dingungen und auf welche Weise man gleiche Faktoren kiirzen darf.

Bs niitzt auch nicht viel, wenn man versucht, verbale Regeln sprachlich préziser zu
brmulieren. Irgendwie bleiben verbale Formulierungen immer unprézise und kénnen
dier stets zu Fehlern fiihren. FEindeutigkeit und Unmifiversténdlichkeit wird im
goben und ganzen erst erreicht, wenn Regeln mit Hilfe von Buchstaben formuliert
wrden. Wenn Regeln hilfreich sein sollen, kommt man um diesen Prézisierungs-

schritt im Unterricht nicht herum.

Demit soll nicht gesagt sein, daB die Schiiler beim praktischen Rechnen stets Buch-
sabenregeln verwenden sollen. Dies tun wir ja selbst nicht. Ein Ziel des Algebraun-
terichtes ist zweifellos ein automatisiertes Umformen ohne bewufite Verwendung von
Regeln, Doch wird hier die These vertreten, daf§ zur Erreichung dieses Zieles — in
fter Lernphase - das bewuBte Verwenden von Buchstabenregeln von entscheidender
Bedeutung ist, weil sonst korrektes Regelanwenden unter Umstéanden nie gelernt wird.
huch wenn das Umformen letztlich automatisiert ablaufen soll, sollten Schiller die
Filighei erlangen, gegebenenfalls ihre Umformungsschritte durch die Angabe von
Buchstabenregeln begriinden zu kénnen. Dies kann nicht nur helfen, Unklarheiten zu

Beseiti i
igen und Fehler 7y vermeiden, sondern ist auch ein erstrebenswertes Lernziel

fiir gich fo: . .
Hsich (ein Beitrag zum Begriinden), auch wenn es mit zusitzlichen Anforderungen

W . .
etbunden ist, Wir halten also fest:
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Das allgemeine Beschreiben bzw. Begrinden von Umformungsschritten mit Hilfe yor

Buchstabenregeln kann helfen, Fehler zu vermeiden, 13t aber auch ein erstrebenswertes

Lernziel fir sich.

Auf Lehrerfortbildungsveranstaltungen habe ich immer wieder Lehrer angetroffen, die
sich dagegen strauben, Umformungsschritte durch Buchstabenregeln zu beschreiben
bzw. zu begriinden. Sie halten ein solches Vorgehen fiir ,{ibertrieben exakt. Mit die-
sem Argument muf man jedoch vorsichtig umgehen. Dafl man Schiilern ,iibertriebene
Exaktheit“ erspart, ist zwar gut gemeint, wenn man ihnen aber dadurch notwendige
Informationen zum Umformen vorenthélt, tut man ihnen letztlich nichts Gutes. Die

durch eine Verwisserung von Regeln erzeugten Fehler sind ,hausgemacht.

Das Verhalten der erwihnten Lehrer ist iibrigens widerspriichlich. Denn in manchen
Fillen war es.im Unterricht immer schon tiblich, Buchstabenregeln bei konkreten
Umformungen in einer sehr exakten Weise einzusetzen. Z.B. wird bei der Umformung
(22+3y)? = 4z%+12zy+9y? durchaus die Formel (a+b)? = a?+2ab+b? herangezogen
und gefragt, was dem a bzw. b entspricht, wobei oft sogar explizit hingeschrieben wird:
a = 2z, b = 3y. Warum strdubt man sich dann bei anderen Umformungschritten

gegen ein analoges Vorgehen?
10.2 Die ,,Geometrie der Terme*

Es scheint so zu sein, dafl wir gewisse Umformungsregeln in bildhafter Weise ab-
speichern (vgl. dazu KIRSHNER 1989 a). Z.B. wenden wir bei der Umformung von

I—_?,“l =zzu 4+ 1=2z-y ein Schema der folgenden Art an:

%]\:5 Fig. 71
Derartige Bildschemata sind fiir ein automatisiertes Arbeiten beim Umformen alge-
braischer Ausdriicke iiberaus wichtig. Eine Aufgabe des Unterrichts ist es geradezu,
solche Bildschemata zu entwickeln. Dazu kann man sich im Unterricht des Zeick
nens von ,Kistchen“ (wie in Fig. 74) bedienen. Die zeichnerischen Darstellunge?

kénnen noch dadurch unterstiitzt werden, dal man mit dem Finger auf die Kistchen
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g, den Pfeil entlangfihrt und bestimmte Sprechweisen verwendet wie ,,Das kommt

{rthin®, ,Das wird hiniibermultipliziert“ usw.

{llerdings ersetzen solche Darstellungen nicht die Buchstabenregeln. Abgesehen da-
wn, daB sich solche Darstellungen nur sehr beschrinkt zur Kommunikation eignen,
meichen sie nicht immer die Prézision von Buchstabenregeln. Z.B. ist die Darstel-
lug in Fig. T4 unprézise, da nicht ausgedriickt wird, dafl nach erfolgter Operation
rdhts ein Malpunkt zu setzen und links der Bruchstrich wegzulassen ist. Beides
b man gewissermafen ,hinzusehen. Grundsétzlich wére es natiirlich méglich,

{es Bildschema préziser darzustellen, z.B. so:

l:]zﬁ* | [ =« 11 | Fgws

Aber dann ist es doch einfacher und dibersichtlicher, gleich eine Buchstabenregel

binzuschreiben:
A

7= C<=A=C'B

Letaten Endes bleibt auch in einer Buchstabenregel das Bildhafte des dahinterliegen-
den Bildschemas erhalten, wobei die Anordnung der Buchstaben auf der Schreibfliche
¢ine wesentliche Rolle spielt. Man kann Buchstabenregeln als ,stilisierte und prézi-
serte” Késtchendarstellungen ansehen. Insbesondere kann man Klammern als ,Rudi-
mete’ von Kistchen auffassen. Diese Bildhaftigheit algebraischer Ausdriicke hat
FISCHER, (1984) mit dem Schlagwort ,Geometrie der Terme* belegt.

103 Regeln zum Umformen von Gleichungen

Elementau*umformungsregeln und Waageregeln

b wurde schon in Abschnitt 8.3 angedeutet, dafl swei Arten von Gleichungsum-
formungsre@ln zur Verfiigung stehen. Zunschst handelt es sich um Regeln, die im
lgenden a)s Elementarumformungsregeln bezeichnet werden:

Additive Elementarumformung: A+B=Ce>A=C-B

Multiphkatiye Blementarumformung: A-B=C & A= C:B (B#0)
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Die additive Elementarumformungsregel kann man wie in nebenstehender Figur durch

Strecken darstellen. Fiir die multiplikative Elemen- i A_, B .
tarumformungsregel ist eine analoge Darstellung lei-~ ' c i
der nicht moglich. Fig. 7

Wir haben die Elementarumformungsregeln mit Grofibuchstaben formuliert. Dies
werden wir auch bei allen folgenden Regeln tun. Das hat einen zweifachen Sinn,
Erstens soll dadurch die Kontextfreiheit der Variablen ausgedriickt werden und da-
mit der allgemeine Charakter der Regeln betont werden. Zweitens soll dies die
Vorstellung erleichtern, daf§ die in den Regeln enthaltenen Variablen nicht nur durch
einzelne Zahlen oder Buchstaben, sondern auch durch komplexere Terme ersetzt

werden diirfen.

Fir das praktische Arbeiten ist es sehr zweckmaéfig, die Elementarumformungsre-
geln nicht nur in der obigen Form anzuschreiben, sondern auch Regelvarianten der
folgenden Art zuzulassen:

A-B=C < A=C+B, A=B+(C < A-C=8B

A:B=C < A=C-B, A=B.C <+ A:C=B
Natiirlich braucht man sich diese Regelvarianten nicht alle auswendig zu merken.
Die Auswahl einer geeigneten Regelvariante bereitet in der Praxis im allgemeinen
keinerlei Schwierigkeiten, weil sie sich aus der Struktur der jeweiligen Gleichung und
der Stellung der Unbekannten mehr oder weniger von selbst ergibt. So wird man etwa
auf die Gleichung 3 + 2z = 11 klarerweise die Variante A+ B =C <> B=C-4

anwenden.

Die Elementarumformungsregeln kommen in einigen Lehrbiichern vor (z.B. in LAUB
et al. 1987), die meisten Lehrbiicher und mit ihnen wohl die meisten Lehrer ver-
wenden jedoch andere Regeln zum Gleichungsumformen, die man folgendermafien

formalisieren kann:

A=B <= A+C = B+C
A=B < A-C = B-C
A=B < A-C B.-C (C#0)
A=B < A:C = B:C (C#0)
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s diese Regeln bekanntlich (in speziellen Fillen) durch eine Waage illustriert werden

jémen, mochte ich sie Waageregeln nennen.

pwager sprachlicher Form kann man die Elementarumformungs- bzw. Waageregeln
ilgzndermaBen charakterisieren. Die Elementarumformungsregeln beschreiben und
wehtfertigen das ,Hiniibergeben eines Gliedes von einer Seite einer Gleichung auf die
andere”, die Waageregeln beschreiben und rechtfertigen, daf ,man auf beiden Seiten

der Cleichung dasselbe tun darf®.

(rundsitzlich kann man jede Gleichungsumformung (die nicht blo8 eine Termum-
brmung ist) sowoh] durch Elementarumformungsregeln als auch durch Waageregeln

begrinden. Als Beispiel betrachten wir die Umformung von z +y=5zuz=95—y:

2) Begriindung durch Elementarumformungsregeln:

z+y = § & =z = b5~y

P I I N
A+B=C<==>A=C—B

b) Begriindung durch Waageregeln:

Tty = 5 <<= (z+y)—y = Bb-y = T=5-y
l | |/ ||
4 = B < A-C = B-C

Man sicht, dal eine korrekte Anwendung der Waageregel nicht direkt von
T+y=>52zuz =5 —y fiihrt, sondern zu einem Zwischenzustand, der erst
durch die Anwendung verschiedener Termumformungsregeln auf die linke

Seite der Gleichung in z = 5 — y iibergeht.

Sllman nun i Unterricht die Elementarumformungs- oder die Waageregeln verwen-
tea? Voo einem grundlagenorientierten Standpunkt aus kommt man durchaus mit
e Sorte von Regeln aus. Von einem didaktischen (also nicht puristischen) Stand-
Pkt aus stellt sich die Situation jedoch anders dar. Jede der beiden Regelsorten
besitat gewisse Vor- und Nachteile. Um zu einer didaktischen Bewertung der beiden
Regelorten 74 kommen, miissen wir zuerst Vor- und Nachteile beider Regelsorten

&nauer herausarbeiten.
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Didaktischer Vergleich der Elementarumformungs- und

‘Waageregeln

Einige Vorteile der Elementarumformungsregeln:

a) Wie man aus der obigen Gegeniiberstellung der beiden Begriindungsméglichkeiten

fiir die Umformung

z+y=8<=z=5—-y

erkennt, fiihrt die Anwendung einer Elementarumformungsregel direkt von einer Zeile
zur nichsten Zeile, wihrend die Anwendung der entsprechenden Waageregel zu einem
Zwischenstand fithrt, der genaugenommen erst durch die Anwendung verschiedener
Termumformungsregeln in die zweite Zeile iibergefithrt werden kann. In der Praxis
wird dieser Zwischenzustand jedoch nicht durchlaufen (er wird meist gar nicht be-
merkt). Man geht bei der Anwendung einer Waageregel unmittelbar von der ersten
zur zweiten Zeile iiber. Das bedeutet aber, daf8 beim praktischen Denken die Waage-
regeln nicht exakt verwendet werden (obwohl dies félschlicherweise oft angenommen

wird). Eine unexakte Regelanwendung kann natiirlich kein Unterrichtsziel sein.

b) Wie sieht das praktische Denken beim Gleichungsumformen aus? Wir haben im
Abschnitt 8.3 gesehen, dafl die meisten Schiiler beim praktischen Gleichungslosen
im Sinne der Elementarumformungsregeln denken, auch wenn sie im Unterricht die
Waageregeln kennengelernt haben. Das bedeutet, daf sie ,Glieder auf die andere
Seite der Gleichung geben® und nicht ,auf beiden Seiten der Gleichung dagselbe

“

tun“. Beharrt der Lehrer auf den Waageregeln, so kann es zu einer Diskrepanz

zwischen dem kommen, was die Schiiler tatsichlich denken, und dem, was sie dem
Lehrer gegeniiber sagen miissen. Dies mufl man wohl als eine unnétige Erschwernis
fiir den Schiiler ansehen. Die Elementarumformungsregéln hingegen rechtfertigen das
Denken dieser Schiiler. Eine Frage an den Leser: Wie denken Sie beim praktischen

Lésen (nicht beim Unterrichten) einer Gleichung?

¢) Im Vergleich zu den Waageregeln stehen die Elementarumformungsregeln in ei-

nem unmittelbareren und sinnvolleren Zusammenhang mit dem vertrauten Zahlen-
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recimen. Sie ergeben sich zwangloser aus dem Zahlenrechnen und beschreiben dieses

ugemessener. Wir stellen dazu folgenden Vergleich an:

143 = 10 < T7=10-3 " 10=10 <= 10-3 = 10-3
N L0 o B
4B = C < A=C-B A=B << A-C = B-C
Wihrend Zahlenbeziehungen der linken Art beim Zahlenrechnen wirklich bedeutsam
snd (men denke etwa an das ,Eins minus Eins“ oder an Proben), spielen Zahlenbe-
sehungen der rechten Art beim Zahlenrechnen wegen ihrer Trivialitdt keine Rolle.
Maz hat den Eindruck, daf solche Zahlenbeziehungen im Unterricht nur deshalb
betrachtet werden, damit man aus ihnen die allgemeinen Waageregeln erhélt. Umge-

kehrt erhilt man aus diesen mittels Ersetzung der Variablen durch konkrete Zahlen

viederum nur triviale Zahlenbeziehungen — insgesamt ein schlechter Zirkel!

Analoges gilt fiir zugehorige Streckendarstellungen:

[ A —]
[ 1
— A I B ] 1 A-C } ¢ —
" ¥ ] F— 1 1
— c 1 ! B —f
. B-C C .
Fig. 77 — } 1 Fig. 78

Wahrend Streckendarstellungen wie in Fig. 77 hilfreich sein kénnnen, erscheinen
Sireckendarstellungen wie in Fig. 78 trivial und bedeutungslos. Welchen Sinn soll
haben, Gleiches doppelt darzustellen?

4 Jede nichttriviale, elementare Gleichung hat eine der acht Formen A + B = C,
4-B=C,A-B=C,A:B=C,A=B+C,A=B-C,A=B-C,A=8:C,
Wobei eine Gleichung auch mehrere dieser Formen haben kann. Die Form einer Ele-
"tarumformungsregel verlangt nun, die vorgelegte Gleichung unter einer dieser
«ht Formen zu sehen. (Welche Form und welche Variante einer Elementarumfor-
"gsregel schlieflich ausgewihlt werden, hiingt von der Stellung der Unbekannten
i der Gleichung und der heuristischen Strategie ab, die zur Isolation dieser Unbe-

fannen eingeschlagen wird.) Die Form einer Waageregel hingegen verlangt nicht, die
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vorgelegte Gleichung unter einer bestimmten Struktur zu sehen. Denn in einer Regel

wie beispielsweise

A=B<= A+C=B+C

wird — soferne sie wie iiblich von links nach rechts gelesen wird — nur verlangt, die
beiden Seiten der gegebenen Gleichung als undifferenzierte Ganze (A, B) zu sehen,
Daraus folgt zunschst gar nicht, ob eine Zahl auf beiden Seiten addiert oder sub-
trahiert werden soll, ob beide Seiten mit derselben Zahl multipliziert oder durch
dieselbe Zahl dividiert werden sollen. Selbst wenn man sich fiir eine der vier Waage-
regeln entschieden hat, 148t diese Regel immer noch zu, ein beliebiges C zu addieren,
subtrahieren usw. (auch wenn dies ganz sinnlos ist). Bei den Elementarumformungs-
regeln ist dies anders. Hat man sich fiir eine der oben angegebenen acht Formen
einer Gleichung entschieden, gibt es hdchstens zwei Moglichkeiten fiir die Wahl des
Gliedes, das auf die andere Seite gebracht werden soll. Im allgemeinen ist damit
Klar, welches Glied gewahlt werden soll und wie dieses Glied auf die andere Seite zu

bringen ist.

Allerdings wahlt man auch bei der praktischen Anwendung einer Waageregel keines-
wegs ein beliebiges C, sondern dieses C ergibt sich aus der Struktur der Terme auf
den beiden Seiten der Gleichung und aus heuristischen Strategien. Das bedeutet, da8
man auch bei der Anwendung einer Waageregel nicht umhin kommt, die vorgelegte
Gleichung unter einer der oben angegebenen acht Formen zu sehen. Nur wird dies
durch die Regel selbst nicht ausgedriickt, sondern in den Kontext der Regelanuen-
dung verschoben. Die Elementarumformungsregeln ezplizieren diese unumgingliche
Termstrukturanalyse, wihrend die Waageregeln dies nicht tun. In Anlehnung an FI-
SCHER (1984) kann man dies so ausdriicken: Die Elementarumformungsregeln sind
»termrespektierend“, die Waageregeln sind ,termneutral® (soferne sie wie {iblich von

links nach rechts gelesen werden).

Dieser Mangel der Waageregeln spiegelt sich in der Modellvorstellung der Waage
wider. Die Waage sagt einem nur, da man auf beiden Seiten dasselbe tun muf, sie
sagt einem aber nicht, was man tun mufl. Um dies festzustellen, mufl man den Inhalt

der beiden Waagschalen niher analysieren. Die Inhalte der Waagschalen sind die
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Hauptsache, die Waage ist eine Nebensache. Die Schwierigkeiten der Schiiler liegen
j& meist nicht darin, daB sie sich nicht bewuflt sind, dal man auf beiden Seiten einer
Gleichung dasselbe tun muf}, sondern darin, zu erkennen, was man tun muf. Zur

Kritik am Waagemodell vergleiche man auch WOLFF 1972,

Noch eine Bemerkung am Rande: Die Waageregeln werden gelegentlich mit der fun-
damentalen Idee der ,,Symmetrie* von Gleichungen verteidigt. Dies trifft sicher fiir
das abstrakte Prinzip, das in den Waageregeln ausgedriickt wird, zu. Eine konkret
vorgelegie Gleichung ist aber im allgemeinen etwas sehr Unsymmetrisches. Dem tra-

gen die Elementarumformungsregeln eher Rechnung.
Einige Vorteile der Waageregeln:

a) Es gibt Situationen, in denen die Waageregeln zweckméBiger sind als die Elemen-

tarumformungsregeln, z.B.

21:+7=$—2*-1+7 A+C=B+Ce>A=B
z+1
2r =
=T

oder

32z —-1)=3(z+1) A C=B-C+=A=8B

2r—1=z+4+1

Man beachte jedoch, daf in diesen Fillen die Waageregeln nicht in der iiblichen,
sondern umgekehrten Richtung angewendet werden, d.h. im Sinne von ,Kirzungs-
regeln®. So gelesen beriicksichtigen auch die Waageregeln die Termstrukturen. Die
AnWendung von Elementarumformungsregeln wiirde hier denselben Mangel aufwei-
sen, den wir frither an den Waageregeln kritisiert haben. Die Elementarumformungs-
regeln wiirden nicht direkt von der ersten zur zweiten Zeile filhren, sondern zu einem

Zwischenzustand, der erst durch die Anwendung von Termumformungsregeln in die
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zweite Zeile iibergefithrt werden kann:

2x+7=$—;—1-+7 A+B=C<+=A=C-B
2
z+1
2z = )

b) Die Waageregeln lassen sich leicht erweitern durch Regeln der folgenden Art,
die frither oder spiter fiir das Gleichungslésen notwendig werden oder zumindest

praktisch sind:

A=B <= —-A = -—-B
A=B <« A* = B? (falls A > 0,B > 0)

¢) Aus den Waageregeln 143t sich leicht die folgende Regel herleiten:
A=B AN C=D < A=B A A+C=B+D
Diese Regel bildet zusammen mit der Regel
A=B< A.-C=B-C (C #£0)

die Grundlage fiir das GauBsche Eliminationsverfahren bei Gleichungssystemen in

mehreren Unbekannten.

d) Die Waageregeln lassen sich erweitern durch die Monotonieregeln fiir Ungleichun-

gen:
A<B = A4+C < B+C

A<B = A-C < B.-C (falls C' > 0)
A<B = A.-C > B .-C (fallsC<0)

Man kénnte fiir die Waageregeln auch ins Treffen fithren, daB sie auf eine schwer auf-
zubrechende Schultradition zuriickblicken kénnen. In der Tat zeigen Erfahrungen auf
Lehrerfortbildungsveranstaltungen, da manche Lehrer einen erbitterten Kampf fir
die Waage fechten. Dieser Gesichtspunkt ist jedoch in einer didaktischen Diskussion

mit langfristigen Perspektiven ein eher schwaches Argument.
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Konsequenzen fiir den Unterricht

Aus den hier beschriebenen Vor- und Nachteilen der Elementarumformungs- bzw.,

Waageregeln geht meines Erachtens ein klarer Schluf hervor:

Die Elementarumformungsregeln sind fir den Anfengsunterricht in elementarer Al-
gebra geeigneter als die Waageregeln. Man kann sogar lange ohne die letzteren aus-

kommen. Die Waageregeln bilden jedoch spiter eine durchaus sinnvolle Erginzung.

Denn die unter b), ¢) und d) angefiihrten Vorteile der Waageregeln spielen am An-
fang keine Rolle und Gleichungen der unter a) genannten Art kann man zunichst
vermeiden. Es ist iibrigens gar nichts dagegen einzuwenden, im Unterricht noch wei-
tere Regeln zum Gleichungsumformen einzufiihren, etwa die Regel zum kreuzweisen
Ausmultiplizieren von Bruchgleichungen (,Hosentrdgerregel“):

A C

B—D<=>A-D=B-C

10.4 Regeln zum Umformen von Termen
Zur Argumentationsbasis bei Termumformungen

Wihrend man beim Gleichungsumformen mit wenigen Regeln auskommt, sieht man :
sich beim Termumformen mit einer grofen Zahl von Regeln konfrontiert. Prézise
Begriindungen von Termumformungen sind oft schwierig, in der Praxis geht man mit
solchen Regeln eher locker um. Es erhebt sich damit die Frage, wie prézise man
im Unterricht vorgehen soll und auf welche Argumentationsbasis, d.h. auf welchen
Regelvorrat, man sich berufen soll. Diese Frage ist nicht leicht zu beantworten.
Unbestritten ist wohl, dal es am Anfang des Unterrichts in elementarer Algebra
nicht sinnvoll ist, bis auf Kérperaziome bzw. gewisse daraus unmittelbar abgeleitete
Theoreme zuriickzugehen, weil dadurch Umformungen im allgemeinen in sehr viele

Einzelschritte zerlegt werden miissen. Z.B. miifite die Umformung
z+5+2z=3z+5

auf dieser Argumentationsbasis in folgender Weise begriindet werden.
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z2+5+2 2 = Deﬁnition:A+B+C=(A+B)+C
= (z45)+2z = (A+B)+C=A+(B+C)
=z+(B+2-z) = A+B=B+A4
=z+(2-2+5) = A+(B+C)=(A+B)+C
= (z+2-2)+5 = A=1-4
= (1-z+2-2)+5= A-C+B-C=(A+B)-C
= (1+2)-24+5 = 1+2=3
= 3-z+5

Dabei wurde jeweils die auf eine Zeile angewandte Regel (oder sonstige Begriindung)
rechts neben die Zeile geschrieben. Ein solches Vorgehen erscheint fiir den Anfang
wohl {ibertrieben. Zun&chst wird man eher nach einem Regelvorrat als Argumen-
tationsbasis suchen, der nicht viel mehr Zwischenschritte erfordert, als beim prak-

tischen Rechnen angeschrieben werden. Die obige Umformung kdnnte man etwa so

begriinden:
z4+54+2-z= A+B+C=A+C+B
=z+2-2+5= A+2-A=3-4
= 3-z+5

Eventuell kann der letzte Schritt in folgender Weise genauer begriindet werden:

z+2-z2+5 = A=1-A
= 1l-2+42-2+45= A-C+B-C=(A+B)-C
= (142)-2+5 = 1+2=3
= 3-2+5

Wie ,differenziert“ man hier vorgeht, hiingt von der Aufgabenstellung, vom Kon-
text, von den Schiilern und dem Unterrichtsverlauf ab. Es ist nicht moglich, eine

Argumentationsbasis anzugeben, die fiir alle Unterrichtssituationen passend ist-

Damit 188t sich auch nicht genau angeben, welche Termumformungsregeln im Un-

terricht unbedingt formalisiert werden sollen. Zu einem unverzichtbaren Grundstock

gehdren wohl die folgenden Regeln:
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(1)  Klammerauflésungsregeln:

A-(B+C)=A-B~C , A—-(B-C)=A—B+C

(2) Distributivgesetze:
A-(B+C)=A-B+A.-C , A-(B-C)=A-B-A.C

(3)  Bruchrechenregeln:

A A.C A B A+B
B™BC > ¢cte~ ¢
A C AcC A C 4 A D AD
B'D BD’®BD § BC BC

Eventuell kénnen noch weitere Bruchrechenregeln angegeben werden (siehe

BURGER/FISCHER/MALLE 1989, S. 17).

In vielen Lehrbiichern werden die Kommutativgesetze A+ B=B+A, A-B=B-A
und Assoziativgesetze (A + B)+C = A+ (B+C), (A-B)-C=A-(B-C)
besonders hervorgehoben, wohl unter dem Einflufl der axiomatisierenden Tendenz
der ,Neuen Mathematik“., Es ist nichts dagegen einzuwenden, daf diese Gesetze
einmal formuliert (und interpretiert) werden, fiir das Buchstabenrechnen bringen sie
jedoch nicht viel, da Umformungsschritte, in denen diese Gesetze bewuBt angewandt
werden, meist iiberspielt werden kénnen. In Hinblick auf das Buchstabenrechnen

sind diese Gesetze jedenfalls unwichtiger als die oben angefiihrten Regeln.

Selbstverstéindlich sollen die angefithrten Regeln im Unterricht nicht alle auf einmal,
sondern nach und nach eingefithrt werden. Was fiber die oben angegebenen Regeln

hinaus formalisiert wird, bleibt hjer offen.
Metaschemata und Bedarfsregeln
Bei der oben betrachteten Umformung von z + 5+ 2 -z zu 3+ z + 5 wurden zur

Begriindung die Regeln A+ B+ C = A+ C + B und 4 +2- 4 = 34 herangezo-

gen. Es kann sein, dafl diese Regeln im Unterricht niemals explizit formuliert wurden
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und wegen ihrer Selbstverstidndlichkeit mehr oder weniger unreflektiert. angewendet
wurden. Trotzdem sei hier vorgeschlagen, auch solche Regeln zuzulassen. Es handel;
sich um Regeln, die der Schiiler selbst bei Bedarf formuliert und deshalb akzeptiert,
weil sie ihm plausibel erscheinen. Man kann solche Regeln deshalb zulassen, weil es
am Anfang des Unterrichts in elementarer Algebra nicht vorwiegend darum geht, alle
Umformungen mit einem klar abgegrenzten Regelvorrat (einer festen Argumentati-
onsbasis) zu begriinden, sondern eher darum, die Umformungen mit irgendwelchen

plausiblen Regeln (einer offenen Argumentationsbasis) zu beschreiben.

Derartige Bedarfsregeln gibt es in grofier Zahl, man muf sie sich jedoch nicht
einzeln merken, da sie durch Metaschemata generiert werden kénnen. Z.B. lassen

sich Regeln wie etwa

A-(B+C-D)=A-B+A-C—A-D,
A-(B—-C-D)=A-B—A-C—A-D,
A-(B+C-D+E)=A-B+A-C—A-D+A-E

aus dem Metaschema ,Klammer ausmultiplizieren“ gewinnen. Dieses kann als ab-
straktes Handlungs- oder Beziehungsschema im Gedichtnis abgespeichert werden.
Es kann auch bildhaft gegeben sein oder mit einer verbalen Formulierung verbun-
den sein, etwa: ,Eine Klammer wird mit einer Zahl multipliziert, indem man jeden
Summanden in der Klammer mit der Zahl multipliziert, wobei die Vorzeichenregeln
zu beachten sind.“ Die meisten Metaschemata sind unprazise, die hervorgebrachten
Bedarfsregeln kénnen jedoch durchaus priizise sein und mit Hilfe von Buchstaben

formuliert werden.

Die Entwicklung von Metaschemata zum Termumformen ist eine wichtige Aufgsbe
des Unterrichts. Vielfach werden sich solche Metaschemata anhand von Musterber
spielen mehr oder weniger unbewuft bilden. In manchen Féllen kann jedoch €if

BewuBtmachen klirend und damit hilfreich sein.

Die wichtigsten Metaschemata zum Termumformen, die im Unterricht in irgendeiner

Form thematisiert werden sollten, diirften die folgenden sein.
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a) Rethenfolge der Rechenoperationen
Rechenoperationen sind urspriinglich nur fiir zwei Zahlen definiert und ausfiihr-
bar. Grundsétzlich miite man in einem Term, in dem mehr als eine Rechenopera-
tion vorkommst, durch Setzen von Klammern die Reihenfolge der Rechenoperatio-
nen angeben. Dazu werden bekanntlich die folgenden Vereinbarungen getroffen,

die die typische Form von Metaschemata haben:

- yPunktrechnung vor Strichrechnung“. Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln

erzeugen wie A-B—C =(A-B)-C, A: B+C-D=(A:B)+(C-D) usw.

- yLinks-Rechts-Abarbeiten“. Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln erzeugen

wie A+ B+C=(A+B)+C, A—B+C—-D=((A-B)+C)—D usw.

Wahrend das Metaschema ,, Punktrechnung vor Strichrechnung® im Unter-
richt meist besonders hevorgehoben wird, wird das Metaschema. ,,Links-Rechts-
Arbeiten meist gar nicht erwahnt. In einigen Féllen kann es jedoch zur Besei-
tigung von Unklarheiten hilfreich sein. Beispielsweise kénnen Terme der Form
A : B - C auf manche Leute verwirrend wirken. Das genannte Metaschema

klart die Angelegenheit durch Generierung der Bedarfsregel:

A:B-C=(A:B)-C

b) Allgemeine Kommutativitit und Assoziativitat
Es handelt sich hier zunéichst um ein Metaschema, das sprachlich so beschrieben
werden kann: ,In einer Summe (einem Produkt) kénnen Summanden (Faktoren)

beliebig vertauscht werden® Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln erzeugen

wie:

A+B+C+D=A+C+D+B , A-B-.C-D=D-B-A-C

Dieses Metaschema kann noch durch das folgende Metaschema ergénzt werden:
»Kommen in einem Term nur Strichrechnungen vor, kénnen die Glieder unter
Mitnahme des Plus- bzw. Minuszeichens in beliebiger Reihenfolge angeschrieben

werden®, Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln erzeugen wie:

A-B+C—-D=A+C—-D-B
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Ahnlich gebaut ist das Metaschema: ,In einer Summe (einem Produkt) diirfep
Summanden (Faktoren) beliebig durch Klammern zusammengefaBt werden®, Die.

ses Metaschema kann Bedarfsregeln erzeugen wie:

A+B4+C+D=(A+B)+(C+D)=((A+B)+C)+D=...

c) Klammerauflosung
Es handelt sich hier um ein Metaschema, das sprachlich so formuliert werden
kann: ,,Wenn vor einer Klammer ein Plus steht, kann man die Klammer weglassen;
wenn vor der Klammer ein Minus steht, miissen zusétzlich alle Vorzeichen in der
Klammer gedndert werden®. Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln erzeugen

wie:

A+(B-C)=A+B—-C , A—(B-C+D)=A-B+C—-Dusw

d) Ausmaultiplizieren von Klammern bzw. Herausheben
Dieses Metaschema haben wir schon vorhin angefiihrt: ,Eine Klammer wird mit
einer Zahl multipliziert, indem man jeden Summanden in der Klammer mit der
Zahl multipliziert, wobei die Vorzeichenregeln zu beachten sind“. Dieses Meta-

schema kann Bedarfsregeln erzeugen wie:

A-(B+C)=A-B+A-C , A-(B—-C~D)=A-B—A-C—A Dusw.

e) Multiphikation von Klammern
Dieses Metaschema bezieht sich vor allem auf die Multiplikation von Polynomen:
»Zwei Klammern werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied der
einen Klammer mit jedem Glied der anderen Klammer multipliziert, wobei die
Vorzeichenregeln zu beachten sind“. Dieses Metaschema kann Bedarfsregeln e

zeugen wie:

(A-B)-(C+D)=A-C-B-C+A-D-B-D

Das Verhltnis von Metaschema und Bedarfsregel ist iibrigens nur ein relatives. 50

kann beispielsweise das obengenannte Metaschema. »Herausheben® die Bedarfsregel
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B-A+C-A = (B+C)- A generieren. Diese kann aber selbst wieder als Metaschema,
aufgefafit werden und die Bedarfsregel 2- A+ 3 A = 5- A generieren.

10.5 Zum Sinn des Umformens

Um eine gewisse Sicherheit im Umformen von Formeln und Termen zu erlangen, ist
eine groBere Zahl von Ubungsaufgaben wahrscheinlich unumgsnglich, in denen das
Umformen mehr oder weniger als eine ,Kunst fiir sich® betrieben wird. Dabei ist man
allerdings stets der Gefahr ausgesetzt, dafl solche Umformungsiibungen so iiberhand
nehmen, dafl der Sinn des Umformens in einem Wust von Techniken verloren geht
oder gar nicht erkannt wird. Wenn man dies vermeiden will, wird man im Unterricht
auch geeignete Aufgaben stellen miissen, die einen Sinn des Umformens erkennen

lassen.

Die Frage nach dem Sinn des Umformens méchte ich im folgenden in zwei Fragen
zerlegen:
- Warum formen wir Formeln bzw. Terme um?

- Was leisten Umformungsregeln?

Zu diesen beiden Fragen méchte ich im folgenden einige naheliegende Antworten ge-
ben, ohne Anspruch auf Vollstindigkeit oder Endgiiltigkeit zu erheben. Jede Antwort
soll durch einige Aufgaben illustriert werden, die als Anregung dafiir gedacht sind,
im Unterricht méglichst sinnvolle Aufgaben zum Umformen zu stellen. Einige dieser

Gedanken kénnen auch mit Schiilern besprochen werden, am besten im Anschluff an

geeignete Aufgaben.
Warum formen wir Formeln und Terme um?

a) Umformungen entlasten das Gedichinis.
Wenn man umformen kann, braucht man sich nicht fiir jede in einer Formel vor-

kommende Variable eine eigene Formel zu merken. In Formelsammlungen genigt

es dementsprechend, nur eine Formel anzugeben.
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b)

d)

1 Ein Schiiler erzihlt, daB er heute in der Schule vier Formeln

iiber das Trapez kennengelernt hat: c

PR T R \
a) Uberpriife, ob diese Formeln stimmen!

b) Mu8 sich der Schiiler alle Formeln merken? =
Anmerkung zur Aufgabe 1: Ich habe Hauptschullehrer ken- Fig. 79

nengelernt, die ihren Schiilern ein Merkblatt mit diesen vier
Formeln austeilten und alle vier Formeln auswendig lernen
lieBen.

Umformungen kénnen numerischen Berechnungen vorausgehen.

Soll eine in einer Formel vorkommende Grofle aus den iibrigen numerisch berech-
net werden, so driickt man hiufig die gesuchte Grofle zuerst durch die anderen
Gréfen aus und setzt dann erst die Zahlen ein. Ein solches Vorgehen ist vor allem
dann praktisch, wenn eine solche Rechnung héufig mit verschiedenen Zahlenwer-

ten durchgefiihrt werden soll.

2 Von einem Trapez sind die Seitenlingen ¢ = 15 und ¢ = 32 gegeben.
Berechne die Hohe - des Trapezes fiir folgende Werte des Flicheninhaltes
A des Trapezes: A = 350,360,...,420.

Durch Umformen kann man Formeln vereinfachen oder auf eine bestimmie Ge-
stalt bringen.

Dadurch kann man insbesondere Rechenarbeit einsparen.

3 Ein Quader hat eine quadratische Grundfliche mit der Seitenlange a und
die Hohe 2a. Stelle eine moglichst einfache Formel fiir den Oberfiichenin-
halt des Quaders auf!

Durch Umformen kénnen Gréflen wegfallen, wodurch Nicht-Abhdngigkeiten er-
kannt werden kénnen. ‘
Das Erkennen von Nicht- Abh#ngigkeiten ist manchmal ebenso wichtig oder inter

essant wie das Erkennen von Abhingigkeiten.

A ;
gl— — — = Fig. 80
4 Gib eine méglichst einfache Formel fiir den
Flacheninhalt des nebenstehenden Vierecks an! ¢ —1 i
Von welchen der Koordinaten a,b,c,d,e, f,g | !
hingt dieser Flicheninhalt ab, von welchen - | .
nicht? Kannst du die Antwort auch geome- a b ¢ d

trisch begriinden?
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e) Durch Umformen kann man aus einer Formel verschiedene Zusammenhinge bzw.

Interpretationen herauslesen.

5 TFEin Taxiunternehmer verlangt eine Grundgebiihr von Gy DM und pro (be-
gonnenem) Kilometer p DM. Stelle eine Formel fiir die Gebiihr & nach a
Kilometer auf und erliutere diese Formiel! Forme die Formel auf verschie-
dene Arten um und interpretiere die erhaltenen Formeln!

Losung:

G=Go+p-a Die Gebiihr setzt sich zusammen aus der Grund-
gebiihr und der Gebiihr fiir die gefahrenen Kilo-
meter.

G-Go=p-a Die Gebiihrendifferenz ist der Anzahl der gefah-
renen Kilometer direkt proportional.

G —-Go . - . . .

—Q =P Der Kilometerpreis ist gleich der Gebiihrendiffer-

enz pro Fahrstrecke.

6 Gegeben sei die Formel:
zz T
G=a-(z+Z—-2-(a— ~
(z+7 (a=3))

a) Ist G zu z direkt (indirekt) proportional?
b) Ist G zu y direkt (indirekt) proportional?
¢) Ist G zu z direkt (indirekt) proportional?

f) Termumformen ist ein Hilfsmittel zum Gleichungslisen.

Gewisse Gleichungen lassen sich ohne Termumformungsregeln nicht 16sen, z.B.:

7 Lbse die Gleichung: (z +1,2) -z = 11. Kommt man mit den Elementar-
umformungsregeln allein aus? Welche Regel braucht man noch?

Was leisten Umformungsregeln?

a) Mit Hilfe von Regeln kann man numerische Rechenginge begrinden.

8 Die Multiplikation 37 - 6 kann man im Kopf so ausfilhren:
(30+7)-6=30-6+7-6=...

Beschreibe dieses Vorgehen allgemein mit Variablen! Welches Rechenge-
setz wird hier verwendet?

9 Die Addition 12 + 7 + 8 + 13 kann man im Kopf so ausfihren:
124+ 74+8413=(12+8)+(7+13)=...

Gib eine Regel an, welche dieses Vorgehen beschreibt!
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b) Mit Hilfe von Regeln kann man algebraische Umformungsschritte begrinden.

10 Forme um und gib bei jedem Schritt die verwendete Regel an:

a) oy — (22 — 2y) b)%—%ﬁ

¢) Regeln erméglichen Umformungen auch, wenn die Formeln bzw. Terme so kom-
plez sind, daf inhaltliche Uberlegungen nicht mehr méglich oder sinnvoll sind,
Es empfiehlt sich, im Unterricht, einmal an einem Beispiel aufzuzeigen, daff in-
haltliche Uberlegungen beim Formelumformen bald an ihre Grenzen stofien.

11 Der Oberflicheninhalt eines Quaders mit den Seitenlingen a,b,c ist
O = 2(ab + ac + bc).
a) Begriinde, ohne diese Formel umzuformen, anhand eines Quader-

netzes die Formel:
.

/

O —2ab
c= —————
a+b

b) Leite diese Formel durch Umformen her! /
Lésung von a): Anhand des schraf- ¢
fierten Rechtecks erkennt man: Z

2a+b)-e=0—2ab a

Daraus ergibt sich (Zusammenhang
zwischen Multiplikation und Divi- .
sion): Fig. 81
c= O — 2ab
T 2(a+b)

U\\\\\\\x\ =

a

d) Regeln erméglichen es, Umformungstitigkeiten einem Computer zu dbergeben.

12 Vereinfache den Term 933—25_3! Welche Regeln miissen einem Computeral-

gebrasystem einprogrammiert werden, damit es diese Vereinfachung auto-
matisch durchfiihren kann?

10.6 Unterrichtsvorschlige zur Einfithrung von
Regeln

Einfithrung von Gleichungsumformungsregeln

Wir gehen davon aus, da im 5. und 6. Schuljahr hauptsichlich Aufgaben zum Auf-
stellen und Interpretieren von Formeln in bedeutungsvollen Situationen gestellt wer-

i . . ‘ in einer
den. Einfache Umformungen kommen dabei ganz zwanglos ins Spiel, wenn 1n eine
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Formel eine Gréfie durch die {ibrigen Gréfen ausgedriickt werden soll. Z.B. haben
wir in dem ,,Eurocity-Beispiel“ in Abschnitt 2.3 aus der Formel ¥ = K + Z die For-
meln K = F — Z und Z = F — K erhalten. Derartige Umkehraufgaben kénnen in

vielerlei Sachsituationen gestellt werden, z.B.:

1 Ein Paket wiegt samt Inhalt b kg (Bruttogewicht). Der Inhalt wiegt n kg
(Nettogewicht), die Verpackung ¢ kg (Taragewicht).
a) Stelle eine Formel fiir das Bruttogewicht b auf!
b) Gib zwei weitere Formeln an, die man aus dieser Formel erhalten kann!

2 Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist A = a-b. Gib zwei weitere Formeln
an, die man aus dieser Formel erhglten kann!

Es ist empfehlenswert, die Symbole ,—>“ und ,<=>* spitestens bei solchen Aufga-
ben einzufithren und den Schiilern die {iblichen Lesarten dieser Symbole zu erkléren.
Damit 158t sich dann beispielsweise schreiben:

b=n4+t < n=b—-t, =n+t < t=b-n

A=a-b < a=A:b, A=ab < b=A4A:a
Dabei ist es unter Umsténden empfehlenswert, zﬁerst nur Implikationspfeile von links
nach rechts zu schreiben, sich dann zu tiberlegen, da man auch von rechts nach links

schlieBen kann und schlieBlich zu Aquivalenzen iiberzugehen.

Diese Aquivalenzen sind eigenlich ganz selbstverstind- ¥ K Z .
lich, da sie auf dem bereits aus der Grundschule wohlbe- - F et
kannten Zusammenhang von Addition und Subtraktion
bzw. Multiplikation und Division beruhen (Probel). Sie n ' LI
kénnen an konkreten Zahlenbeziehungen tiberpriift wer- | __ b .
den, im additiven Fall kann man sie auch aus einer

Fig. 82

Streckendarstellung ablesen (siehe Fig. 82).

Aquivalenzen der obigen Art kénnen im Unterricht bei verschiedenen Gelegenhei-
ten vorkommen. Sie ergeben sich auch bei dem Versuch, das Ldsen konkreter Glei-
chungen allgemein zu beschreiben. Dabei werden je nach Beispiel unterschiedliche
Buchstaben verwendet. Es handelt sich um Formulierungen mit kontextabhingi-
gen Variablen, d.h. mit Buchstaben, die nur in einer bestimmten Situation (im

Rahmen ejner Aufgabe) interpfetiert werden. Sollten mehrere Schiiler in irgendei-

ner Form zu erkennen geben, dafl es sich bei diesen Bezichungen doch ,immer um
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dasselbe® handelt, scheint ein angemessener Zeitpunkt gekommen zu sein, das dahin.
tersteckende allgemeine Prinzip in Form von Regeln mit kontextfreien Variablen

zu formulieren. Dies fithrt zu den Elementarumformungsregeln:
A+B=C<«+<=>A=C-B bzw. A-B=C<+= A=C:B (B#0)

Uber den Zeitpunkt der ,offiziellen” Einfithrung dieser Regeln mdchte ich keine allge-
meine Empfehlung abgeben, weil dieser stark von den Schiilern und vom Unterrichts-
verlauf abhingt. Da diese Regeln im 5. und 6. Schuljahr nicht unbedingt vonnéten
sind, wiirde es geniigen, sie im 7. Schuljahr einzufithren. Da es aber andererseits
wenig Sinn hat, die Regeln linger zu verheimlichen, wenn sie die meisten Schiler
schon von selbst entdeckt haben, kdénnen sie auch schon frither eingefiihrt werden.
Wann immer diese Einfiihrung erfolgt, es erscheint mir wichtig, daf diese Regeln den
Schiilern nicht als Zwangsjacke verordnet werden. Es wire falsch, ab dem Zeitpunkt
der Einfithrung dieser Regeln von den Schiilern strikt zu verlangen, ihre Umformun-
gen nur mehr mit Hilfe dieser Regeln durchzufithren bzw. zu begriinden. Ein so
abrupter ﬁ'berga,ng vom Inhaltlichen zum Formalen wiirde genau zu jenen unliebsa-
men Erscheinungen fiihren, die im Abschnitt 1.4 beschrieben wurden. Es erscheint
mir zweckméaBiger, die Verwendung dieser Regeln in mehreren Anldufen zu erarbeiten
und am Anfang zuzulassen, daf inhaltliches Umformen (ohne Regeln) und formales
Umformen (mit Regeln) nebeneinander bestehen, wobei die Schiiler selbst wéhlen
diirfen, wie sie vorgehen wollen. Nach meinen Erfahrungen gibt es in bezug auf Re-
gelverstdndnis grofle Unterschiede zwischen einzelnen Schiilern. Wihrend einige von
ihnen den Zugang zum formalen Umformen nur schwer finden und relativ lange in-
haltlicher ﬁberlegungen auf der Sach-, Zahlen- oder Visualisierungsebene bediirfen,
bewiltigen andere diesen Ubergang schnell und fithlen sich durch inhaltliche Uberle-
gungen nur gelangweilt oder sogar gestért (vgl. dazu auch BOOTH 1987 a). Hier liegt
offenbar ein Bereich vor, in dem eine ,innere Differenzierung® besonders wiinschens-

wert erscheint.

Wie schon auf Seite 220 erwéhnt, ist es fiir das praktische Arbeiten vorteilhaft, die
Elementarumformungsregeln in verschiedenen Varianten zu verwenden. Die oben &%

gegebenen Formulierungen kénnen als ,prototypische® Formulierungen dieser Regeln
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angesehen werden. Nach meinen Erfahrungen bereitet es Schiilern keine ernsthaften

Schwierigkeiten, bei Bedarf Varianten anzuschreiben wie etwa im additiven Fall:
A-B=C<«<=A=C+Boder A=B+C<=A~B=C

Schwierigkeiten kann dabei hochstens die folgende Variante machen, die man eigens

hervorheben kann:
A—-B=C&=>-~-B=C-A

Mit den Elementarumformungsregeln kann man im Unterricht lange das Auslangen
finden; die Waageregeln koénnen jedoch als Ergénzung angefiigt werden, wenn sich
im Rahmen eines Beispiels dafiir ein Anlaf} ergibt. Man kann die Waageregeln in der
fiblichen Weise anschreiben, z.B. A = B <= A + C = B 4 C, allerdings sind sie
zunéchst nur bedeutsam, wenn sie im Sinne von ,Kiirzungsregeln® von rechts nach
links gelesen werden. Es ist also am Anfang gar nicht unsinnig, sie in der Form

A+C =B+ C <= A == B anzuschreiben.
Einfiihrung von Termumformungsregeln

Termumformungsregeln kénnen im Prinzip auf die gleiche Weise eingefithrt werden
wie Gleichungsumformungsregeln. Im Rahmen des Aufstellens und Interpretierens
von Formeln in bedeutungsvollen Situationen (Rechensituationen, geometrische Si-
tuationen, Sachsituationen) ergeben sich solche Regeln zwanglos, wenn ein Sachver-

halt auf zwei verschiedene Arten beschrieben wird. Einige Beispiele:

3 Statt 157 — 25 — 75 kann man auch 157 — (25 + 75) rechnen. Beschreibe
beide Rechenarten mit Variablen! Welches Rechengesetz ergibt sich?

(o
Lésung: a —b—c=a—(b+c) D c
4 Stelle zwei Formeln fiir den Flicheninhalt des
Rechtecks ABCD auf! b
A . g Fig. 83

Losung: A=a-(b+¢)=a-b+a-c

5 Fine Flasche Fruchtsaft kostet p DM. Jemand kauft in einem (.}eschiift T
Flaschen und in einem anderen Geschift s Flaschen. Stelle zwei Formeln

fiir den Gesamtpreis auf!

Lésung: G=(r+4s)-p=r-p+sp
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In diesen Beispielen sind die Regeln wiederum mit konteztabhingigen Variablen for-
muliert. Bei passender Gelegenheit kénnen die dahinterstehenden Regeln mit kop-

testfreien Variablen formuliert werden, etwa in den vorliegenden Beispielen:
A-(B+C)=A-B-C, A-(B+C)=A-B+A-C

Die Einfithrung solcher Regeln kann nach und nach — verteilt auf mehrere Jahre -
erfolgen, wann immer sich dazu eine passende Gelegenheit ergibt. Das obige Dis-
tributivgesetz sollte meines Frachtes eine der ersten Regeln sein, weil es fiir viele
Aufgabenstellungen in Sachsituationen erforderlich ist. Mit anderen Regeln kann
man sich eher Zeit lassen. Wie beim Gleichungsumformen sollte auch beim Termum-

formen formales Arbeiten das inhaltliche Arbeiten nicht abrupt ablosen.

Wie fiir Gleichungsumformungsregeln ist es auch fiir Termumformungsregeln zweck-

miBig, Regelvarianten zuzulassen, z.B. fiir das obige Distributivgesetz:
(A+B)-C=A-C+B-C,A-C+B-C=(A+B)-C

Beim Anschreiben solcher Regelvarianten sollen die Schiiler auch lernen, eine Re-
gel in beiden Richtungen zu lesen und mit der Kommutativitdt von Addition und

Multiplikation fliissig umzugehen.

Die Frage, ob zwei Terme dquivalent sind (d.h. dieselbe unbestimmte Zahl darstellen),
kann in der Unterrichtspraxis schon bei den allerersten Anfingen auftauchen, wenn
Schiiler eine Aufgabe auf unterschiedliche Arten l6sen. Ein Beispiel dafir haben
wir schon in dem Eurocitybeispiel auf Seite 67-71 kennengelernt; in Aufgabe 10
haben wir fiir den Kartenpreis einer Person einerseits K = G : 3 — Z, andererseits

K =(G—3-2):3 erhalten.

Durch gezielte Aufgabenstellungen kann man
solche Probleme forcieren. WELLSTEIN (1978)
schlégt eine Methode vor, die auf unterschied-
lichen Abzshlungen von Gitterpunktmengen
beruht. Wir betrachten dazu die Gitterpunkt-

O
O
O
O
menge in Fig. 84. O

O 0O 0O O O
O

O O 0 O O
O

Fig. 8
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Auf jeder AuBenseite liegen § Gitterpunkte. Die Gesamtzahl der Gitterpunkte dieser
Figur kann auf verschiedene Weisen systematisch abgezahlt werden. Dasselbe kénnen
wir mit einer analogen Figur machen, auf deren Auflenseiten jeweils 7,9, 11,..., all-
gemein n Punkte liegen (n ungerade). Je nachdem, wie man nun im allgemeinen Fall
die Punkte abzahlt, erhélt man verschiedene Termdarstellungen fiir die Anzahl A(n)
der Gitterpunkte der Figur. Z.B.:

(1) Zahlt man zuerst die Auflen— und dann die Innenpunkte (wobei die dufleren

Eckpunkte und der Mittelpunkt doppelt gezshlt werden), erhélt man:
An)=4-n—4+2-(n—-2)-1
(2) Z&hlt man die Punkte auf den Horizontalen ab, ergibt sich:
An)=3-n+(n-3)-3

(3) Zahlt man auf jeder AuBenseite und jeder Mittellinie n Punkte ab, werden
insgesamt 9 Punkte doppelt gezéhlt und man erhalt:

An)=6-n-9

WELLSTEIN behandelt noch weitere Abzihiméoglichkeiten und weitere Figuren. Bei
den angegebenen Termen ist aus inhaltlichen Griinden klar, daB sie fiir ein bestimmtes
n dieselbe Zahl darstellen. Beispiele dieser Art konnen jedoch zur Frage fihren, ob
man denn nicht formal entscheiden kann, daf diese Terme gleichwertig sind. Dadurch

kann ein Bediirfnis nach Termumformungsregeln geweckt werden.

Wie die Sinniiberlegungen im Abschnitt 10.5 zeigen, kann das Termumformen schon
frith in sinnvoller Weise verwendet werden, z.B. zur Vereinfachung von Formeln oder
zum Lésen gewisser Gleichungen. Im Unterricht wird héufig anders vorgegangen.
Das Termumformen wird auf Vorrat gelernt, d.h. zunichst als eine Kunst fiir sich
betrieben, die spater zum Formelvereinfachen, zum Gleichungsldsen oder zu anderen
Zwecken eingesetzt wird. Wenn so vorgegangen wird, haben Schiiler zunichst kaum
eine Chance, einen Sinn im Termumformen zu entdecken und man darf es ihnen nicht

iibelnehmen, wenn sie darin nur ein selbstgeniigsames Spiel sehen. Ich pladiere dafiir,
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eher mit dem Formelumformen zu beginnen und das Termumformen dann ing Spiel
zu bringen, wenn es sich anbietet oder notwendig wird, etwa wenn man eine Forme]

vereinfachen will oder eine bestimmte Gleichung nicht mehr 16sen kann.

10.7 Bewufites Anwenden von Gleichungsumfor-
mungsregeln

Prizise Formulierungen von Regeln allein geniigen nicht. Man muf auch lernen, Re-
geln prézise anzuwenden. Dazu sind Aufgaben notwendig, in denen eine bewufite

Regelanwendung verlangt wird. Dazu schlage ich folgende Lernschritte vor:

1. Lernschritt: Einem Buchstaben der Regel entspricht ein Buchstabe der
Gleichung

1 Wende auf die folgende Formel eine passende Elementarumformungsregel
an und erljutere die Anwendung der Regel:
aym=h+k b)e—-1=g cJu=r-3 d) 2=y

Lésungsméglichkeit von a):

A = B o
l | |
m = h + k A=B+C<«= A-B=C
m — h = k

2. Lernschritt: Einem Buchstaben der Regel entspricht ein komplexerer
Teilterm der Gleichung
Diesem Lernschritt muf besonderes Augenmerk zugewandt werden, da wir aus dem

Abschnitt 8.3 wissen, daff viele Schiiler in dieser Hinsicht groBe Defizite aufweisen.

2 Forme die Formel @ + b+ ¢ = d + e auf mehrere Arten um und gib jeweils die
verwendete Regel an! Wer findet die meisten Umformungen?

Lésungsméglichkeit: Fine Umformung ist etwa:

A B C
| I l
+ = A+B=C+=A=C-8
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Bei der Losung solcher Aufgaben ist wesentlich, daB sichtbar gemacht wird, wel-
che Teilterme bei der Anwendung einer Elementarumformungsregel den Buchstaben
A4, B,C der Regel entsprechen. Dies kann z.B. dadurch geschehen, dafl die jeweils an-
gewandte Regel rechts neben die Gleichung geschrieben wird und durch Einzeichnen
von Kastchen und eventueller Beschriftung dieser Kastchen kenntlich gemacht wird,
was den Buchstaben A, B, C entspricht. Dabei sind Varianten méglich: Regel ohne
Kistchen, Regel mit unbeschrifteten Késtchen, Regel mit beschrifteten Késtchen,
Késtchen ohne Regel. Im Unterricht kénnen die Késtchen auch durch entsprechende
Handbewegungen (etwa Umkreisen von Teiltermen}) ersetzt werden. (Computeralge-
brasysteme wie DERIVE gestatten es, diese Kistchen auf dem Bildschirm mittels

Tastendruck zu erzeugen.)

3. Lernschritt: Mehrere Umformungen hintereinander

3 Forme die Formel 2 (a + b) + ¢ = d mehrmals hintereinander um! Gib bei
jedem Schritt die verwendete Regel an!

Lésungsmdglichkeit:

+=@ A+B=Ce>A=C-B
2] [atv)]=[d=c¢ A-B=C<=>B=C:A
El+[e]=[@-0):2] A+B=CesB=C— A

b=(d—¢):2-¢a

Hier tritt die Schwierigkeit hinzu, dafl vor jeder neuerlichen Umformung die betref-
fende Zeile unter einer neven Struktur gesehen werden muB. (Man kann dies als ein
»Umstrukturieren® im Sinne der Gestaltpsychologie auffassen.} Dabei kénnen die
Buchstaben 4, B, C in jeder Zeile eine andere Bedeutung haben. Zum Beispiel ergibt
sich aus der ersten Zeile durch Anwendung der Regel A+ B = C+«A=C-B

die zweite Zeile zunéchst in der Form:
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Da im nichsten Schritt die Regel A- B = C' <= B = C : A angewendet wird, muf

diese Zeile unter einer neuen Struktur gesehen werden:

A B C
| | |
-|(a+b |=|d—c|

Die Buchstaben A, B, C haben jetzt eine andere Bedeutung als vorher. Analoges gilt

fiir den néchsten Schritt.
Spielerisches und zielgerichtetes Umformen

Imm derzeitigen Algebraunterricht wird beim Gleichungsumformen meist verlangt, aus
der vorgelegten Gleichung eine bestimmte Unbekannte auszurechnen. Dies verlangt
ein zielgerichtetes Umformen. Ein solches Umformen wird sich ohne Zweifel
bereits sehr frith ergeben, besonders wenn man im Rahmen von Sachbeispielen inter-
essante Probleme 16sen will. Wie aber die Aufgaben 1,2,3 zeigen, ist es am Anfang
nicht immer nétig, nach einer bestimmten Unbekannten zu fragen; in diesen Auf-
gaben wird nur verlangt, mit den vorgelegten Formeln irgendwelche Umformungen
vorzunehmen. Ein derartiges spielerisches Umformen bringt gegeniiber einem
zielgerichteten Umformen den Vorteil mit sich, daf sich die Schiiler auf eine korrekte
Regelanwendung konzentrieren kénnen und sich nicht mit der Frage belasten missen,
ob ihre Umformungen in Hinblick auf ein bestimmtes Ziel (Isolation einer bestimmten

Variablen) zweckmiBig sind.

Was beim zielgerichteten Umformen gegeniiber dem spielerischen Umformen neu hin-
zukommt, sind heuristische Strategien, die erforderlich sind, um die jeweilige Un-
bekannte zu isolieren. Der Schiiler muf bei jedem Schritt {iberlegen, welche Regel er
in welcher Variante auswihlt und wie er diese auf die konkret vorliegende Gleichung
anwendet. Ein Beispiel:

4 Der Flicheninhalt eines Trapezes ist 4 = 3“—4'25& Driicke ¢ durch die

iibrigen GréBen der Formel aus! Gib bei jedem Umformungsschritt die
verwendete Umformungsregel an!
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Mégliche Losung:

A = (atach A=E2 e C.A=B
2-A=(a+c)-h A=B.-C«=4£=15
2_hA=a+ A=B+C < A-B=C

24 =
—h——-—a—c

Ein lokales ,,Von—Zeile-zu—Zeile—Denkep“ reicht nicht aus, diese Aufgabe zu lésen.
Man braucht auch eine Gesamtiibersicht bzw. einen Gesamtlosungsplan. Wir wissen
aus dem Abschnitt 8.4, daff in dieser Hinsicht bei Schiilern grofie Defizite bestehen.
Es erscheint daher empfehlenswert, Schiiler vor der Ausfithrung einer zielgerichteten
Gleichungslésung ihr beabsichtigtes Vorgehen beschreiben zu lassen, z.B.: ,Ich bringe
zuerst die 2 auf die linke Seite, dividiere dann durch h und bringe dann noch irgendwie

das ¢ weg.“ (Man vergleiche dazu auch BORNELEIT 1991.)

10.8 BewuBtes Anwenden von Termumformungs-

regeln

Im Prinzip kann das bewuBte Anwenden von Termumformungsregeln auf die gleiche
Weise erfolgen wie das bewufte Anwenden von Gleichungsumformungsregeln. Al-
lerdings ist das bewufte Anwenden von Termumformungsregeln aus drei Griinden
schwieriger:

- Es gibt eine wesentlich grofiere Zahl an Termumformungsregeln als an Glei-
chungsumformungsregeln.

- Eine exakte Begriindung von Umformungsschritten verlangt im allgemeinen
die Zerlegung in viele Einzelschritte, die nicht mehr dem praktischen Rechnen
entsprechen.

- Beim praktischen Rechnen ist die Argumentationsbasis manchmal unklar. Zur

Begriindung sind viele Bedarfsregeln notwendig und oft funktioniert nicht ein-

mal das, sodaf man auf die Anwendung vager Metaschemata angewiesen ist.
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Eine mogliche Abfolge von Lernschritten (nach BURGER 1993)

Die im folgenden vorgeschlagene Abfolge von Lernschritten zielt auf den Erwerb
von Fertigkeiten im Termumformen ab, nicht jedoch auf ein genaueres Begriinden
einzelner Umformungsschritte. Buchstabénregeln werden eingesetzt, soferne dies zum
Erlernen des Termumformens hilfreich erscheint und ohne gréfieren Aufwand méglich
ist. Wie wir bereits friiher festgestellt haben (siehe Seite 227,:; 228), erzeugt ein
genaueres Begriinden von Umformungsschritten oft Diskrepa,nzeil zum praktischen
Rechnen. Derartige Diskrepanzen sollen im folgenden nach Mdglichkeit vermieden
werden, doch ist es in manchen Fillen angezeigt, Umformungsschritte zumindest
anfinglich etwas detaillierter zu behandeln als beim praktischen Rechnen iblich.
Beim praktischen Rechnen werden né&mlich vielfach mehrere Einzelschritte im Kopf

durchgefiihrt. Z.B. wird gerechnet:
—(22 43y —5) -z =—2z> ~3zy + 5z

Dabei werden das Auflésen und Ausmultiplizieren der Klammer, die notigen Vertau-
schungen und Zusammenfassungen in Produkten sowie die Ersetzung von & z durch
z? im Kopf durchgefithrt. Die Ausfilhrung so vieler Einzelschritte im Kopf kann je-
doch Anfinger leicht iiberfordern und eine Fehlerquelle sein, die oft micht bedacht

wird.

Die folgenden Lernschritte sind im groBen und ganzen hierarchisch aufgebaut, db.
jeder Lernschritt setzt die Beherrschung der vorangegangenen Lernschritte voraus.
Im allgemeinen wird bei der erstmaligen Durchfithrung eines Lernschrittes etwas
detaillierter vorgegangen, d.h. manche Umformungsschritte werden in mehr Finzel-
schritte zerlegt als {iblich. Wenn jedoch das in dem Lernschritt Geforderte beherrscht
wird und bis zu einem gewissen Grad automatisiert ist, wird in den nachfolgen
den Lernschritten auf diese Einzelschritte nicht mehr eingegangen. Ebenso werden
Begriindungen dann oft nur mehr kursorisch gegeben. Stellt ein Lebrer fest, da8
ein Schiiler mit einem vergangenen Lernschritt Schwierigkeiten hat, kann er auf eine
frithere Stufe zurlickgehen und dem jeweiligen Schiiler durch eine wiederum detail

liertere Behandlung des jeweiligen Lernschritts helfen.
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1. Lernschritt: Zusammenfassen gleichartiger Ausdriicke; Herausheben

Zusammenfassungen wie 2-z + 3z = 5 - z sind meist unproblematisch und werden
von Schiilern oft als selbstverstindlich angesehen. Anscheinend sehen sie dabei z als
ein bedeutungsloses Objekt an (vor allem wenn der Malpunkt nicht angeschrieben
wird) und denken in Analogie zur ,Fruchtsalatarithmetik®: 2 Apfel plus 3 Apfel sind
5 Apfel. Wenngleich diese Denkweise problematisch ist, erzeugt sie hier wenigstens
keine Fehler und ist durchaus nicht unpraktisch. Wenn man eine geringfligige Dis-
krepanz zum praktischen Rechnen in Kauf nimmt, kann man solche Umformungen

auch mit dem folgenden Distributivgesetz begriinden:

2-z+38-z= A-C+B-C=(A+B)-C
=(2+3)-z= 243=5
=56z

Auch mehrgliedrige Ausdriicke kénnen so behandelt werden, wobei Bedarfsregeln der

folgenden Art herangezogen werden kénnen:

0-249-z2~-3.z= A-D+B-D-C-D=(A+B-C)-D
=(104+9-38)-z = 10+9-3=16
=16-z

- M «
2. Lernschritt: Vertauschen und Zusammenfassen in ,2Summen

Zum Beispiel:

2.z—y+4-z4+5-y= A-B+C+D=A+C—-B+D
=2.z+4-z—y+5-y= Zusammenfassen

L I il
= 6.m+4.y

Hier wird vorausgesetzt, da das im ersten Lernschritt behandelte Zusammenfassen
gleichartiger Ausdriicke bereits automatisiert ist, weshalb der zweite Umformungs-

schritt nicht detaillierter begriindet wird.

Beim obigen Beispiel kommt die Schwierigkeit hinzu, daB der Schiiler sich beim Zu-

sammenfassen auf Teilterme des vorliegenden Terms konzentrieren muf. Dies wurde
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hier durch Haken unter der betreffenden Zeile kenntlich gemacht. (Man kénnte
Klammern setzen, doch entspricht dies nicht dem praktischen Rechnen.) I
Schritt ist keineswegs selbstverstandlich, denn wenn der Schiiler sich auf einen |

konzentriert, der kein Teilterm ist, kénnen leicht Fehler passieren:
2.z44.z~y+5-y=2-z2+4-2—-6-y

Die Zusammenfassung von —y + 5+ y zu 4 - y kann auf unterschiedlichen intu
Gedankengingen beruhen. Der Schiiler kann sich am Rechnen mit ganzen ?
orientieren oder so denken: Von etwas (hier 2 -z + 4 - z) wird y abgezogen u

dazugegeben, also insgesamt 4y dazugegeben.

3. Lernschritt: Aufldsen von Klammern

Zum Beispiel:

3-z2—(2-2—y)= A-(B-C)y=A-B+C(C
= 3.z—-2-24+y= Zusammenfassen
-

Eine besondere Schwierigkeit liegt hier vor, wenn der Klammerausdruck mit

Minuszeichen beginnt. Dieser Fall kann eventuell ausfithrlicher behandelt wer

o
' A B c
3-e]-(=2-=z]+[y]) = A—(B+C)=A-B-C
=3 oo (-20)y= ~(-4) =
=3 z+2.2—y= Zusammenfassen
=5z—y

In diesem Lernschritt sollten auch Aufgaben behandelt werden, in denen 1

Klammern vorkommen, z.B.:

<M+E> - 6 w—11>
- a7 - (Ga-[11)

= 13-2 427 - 5-z+11

Il

(A+B)-C=A+B-(

A—(B—-C)=A-B+(

usw.

I
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Auch ineinandergeschachtelte Klammern sollten vorkommen, z.B.:

a+fa+(2-a—b)—b= A+(B+C-D)=A+B+C-D
=a+a+ (2 -a—~b)—b=usw.

4, Lernschritt: Vertauschen und Zusammenfassen in Produkten

Dieser Lernschritt konnte auch schon frither erfolgen, da er die vergangenen Lern-
schritte nicht voraussetzt, doch werden das Vertauschen und Zusammenfassen in Pro-
dukten erst beim Ausmultiplizieren von Klammern (5. Lernschritt) bendtigt, weshalb

er an dieser Stelle vorgeschlagen wird.
In der Praxis werden meist mehrere Einzelschritte im Kopf durchgefiihrt, z.B.:
2-a-5-a-b=10a%

Es empfiehlt sich aber, zunsichst schrittweise vorzugehen:

2:a-5-a-b= Vertauschen und Zusammenfassen
= (2-5)-(a-a)- b= A-A=4%
= 10.a2.%

5 Lernschritt: Ausmultiplizieren von Klammern
In der Praxis werden auch hier meist mehrere Einzelschritte im Kopf durchgefiihrt,
z.B.: '

4-(3z+7y-—z) = 12z + 28y — 4z

Am Anfang erscheint es jedoch besser, so vorzugehen:

4B z4T.y—2)= A-(B+C-D)=A-B+A-C—-A-D

4B 2)+4.(T-y)—4-2= A-(B-C)=(A-B)-C
(4:3) 24+ (4-7).y—4-2=

2o2428.y—4.2

i

1]

i}
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Ein anderes Beispiel:

2-z+3-y—5)-z= (A+B-C)-D=A-D+B-D-C.D
= (2z)-z+(3-y)z-5-z= Zusammenfassen in Produkten
=2 (z-2)+3-(y-z)—5-7= Vertauschen in Produkten
=2-(z-2)+8-(z-y)—-5-z= A-A=4% A-(B-C)=A-B-C

= 2.22+3-2-y—~5-z

6. Lernschritt: Kombination von Klammerausmultiplizieren und Klam-
merauflésen
In der Praxis werden wiederum meist mehrere Einzelschritte im Kopf durchgefiihrt,
z.B.:

4.3z -1)—6-(z—4) =122 — 4 — 6z + 24 = usw.

Es empfiehlt sich aber, zunichst folgendermaflen vorzugehen:

[4-(3-14;,»-1)}@{3;54)}: A-B-C=A-(B-C)
= l4:-(3~:z:—1)l—-[?‘-(a:—cll)]z A-(B-C)y=A-B-A-C
= 12.z-4 —[6-2—24= A-(B-C)=A-B+C
= 12.z2-4 - 6-24+24= Vertauschen und Zusammenfassen
= 6.+ 20

Wichtig erscheint hier das Setzen der eckigen Klammer im ersten Umformungsschritt.
Dadurch wird im néchsten Schritt das gleichzeitige Ausfiihren des Ausmultiplizierens
und Auflésens der in der eckigen Klammer enthaltenen runden Klammer vermieden.
Man kénnte sich in der zweiten Zeile auch mit einem Haken begniigen und die Klam-

mer erst in der dritten Zeile setzen.

Im Rahmen dieses Lernschrittes sollte auch die Potenzschreibweise verwendet werden
z.B.:

a® (a?~1)+2-a®-(a+5)=...
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7. Lernschritt: Multiplizieren von Klammern

Zum Beispiel:

(z+2)-(y+5) =

(A+B)-(C+D)=A-C+B-C+A-D+B-D
=z-y+2-y+z-5+2:5=usw.

Oder etwas komplizierter:

(e+2)-(y+8)—(z—-7)-(y+3) =
=[e+2)-(w+5)] -z -7 (y+3)] =
=e-y+2-y+5-2+10)-[z-y—T-y+3.-2—-21] =
=z y+2-y+5-z+10-z-y+7-y—-3-z+21=

=2-z24+9-y+31

A-B-C-D=(A-B)—(C-D)
Klammern ausmultiplizieren
Klammer auflosen

Zusammenfassen

8, Lernschritt: Umformen von Bruchtermen

Hier sind verschiedenartige Strukturen zu behandeln (vgl. die Rechenregeln auf

Seite 229). Uber eine geeignete Abfolge miifiten noch differenziertere Uberlegungen

angestellt werden. Der Kiirze halber begniigen wir uns mit einem Beispiel:

_ B-A
A’—B
A_B_ AB
C c~ C

._(A—-B)=—A+B

Zusammeniassen

Eine besondere Schwierigkeit tritt hier in der dritten Zeile auf, weil um z — 1 eine

Klammer zu setzen ist. Diese Klammer war in der zweiten Zeile nicht notwendig,

da die Konvention besteht, daf eine Klammer um den Zihler bzw. Nenner eines

Bruches weggelassen werden darf. Dieser Fa,ll.sollte-besonders thematisiert werden.

Unter Umst&nden ist es am Anfang empfehlenswert, alle vorkommenden Zshler und

Nenner, die nicht nur aus einzelnen Zahlen bzw. Buchstaben bestehen, in Klammern

2u setzen.
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Kombination von Gleichungs- und Termumformen

Das Gleichungs- und Termumformen wurden in diesem Abschnitt der Deutlichkeit
halber getrennt abgehandelt. Im Unterricht kann natiirlich beides miteinander ver-
mischt vorkommen. Wie schon auf Seite 241 und 242 festgestellt wurde, kann man
beispielsweise mit dem Gleichungsumformen beginnen und das Termumformen dann
ins Spiel bringen, wenn es zur Lésung von Gleichungen notwendig wird. Ein Beispiel:

6 T2+—r3 = t. Driicke r durch s und ¢ aus! Begriinde jeden Umformungschritt

durch eine Regel!

Lésung:
e =t 4=C+< A=C-B
2.r=t-(r+39) A-(B+C) = A-B+4A-C
2.r=t-r+t-s A=B+C 4+ A-B=C
2.r—t-r=1-8 A-C-B.-C = (A-B)-C
(2-t)-r=t-s A-B=C<+>B=%

r = i3

2—-t

Bewulltmachen von Fehlern

Das Angeben von Regeln und das Zeichnen von Késfchen kénnen fallweise eingesetzt
werden, wenn Unklarheiten bestehen oder Fehler passieren. Dem Lehrer gibt diese
Methode eine Moglichkeit in die Hand, Schiiler auf Fehler aufmerksam zu machen
und zur Kontrolle anzuregen. Grundsitzlich sollten Schiiler dahin kommen, Umfor-
mungsschritten gegeniiber miBtrauisch zu sein, wenn sie diese nicht durch Regeln

begriinden kénnen. Betrachten wir als Beispiel nochmals den Umformungsfehler:

a—e=—

cd
Das Zeichnen von Kistchen kann klar machen, daB hier ein unbegriindeter Schritt
durchgefithrt wurde: E]

[ed] +[e]

Nach welcher Regel?
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Bei dieser Umformung kann auch noch ein anderer Fehler leicht passieren:

a=

acd+e= b

Der Schiiler ist hier an und fiir sich korrekt nach der Regel A = g <— A-C=1BH
vorgegangen, hat aber verabsiumt, eine Klammer zu setzen, die vorher nicht da
war. Das letztere beruht auf der Konvention, daf ein Bruchstrich eine Klammer im
7zhler bzw. Nenner hinfillig macht. Ein Bewufitmachen dieser Konvention sowie
das eventuelle Setzen einer Klammer im Nenner des Bruches kénnen helfen. Das
Zeichnen von Késtchen kann ebenso helfen. Denn wenn ein Schiiler ein Késtchen um
den Nenner zeichnet, wird er dazu angeregt, diesen als ein Ganzes zu sehen und wird
dadurch vielleicht eher daran denken, nach dem Umformungsschritt eine Klammer

um cd + e zu setzen.




11 ERKENNEN VON TERMSTRUKTUREN

Das Umformen algebraischer Ausdriicke setzt das Erkennen von Termstrukturen vor-
aus, vor allem dann, wenn Regeln bewuflt angewendet werden sollen. Die Fahig-
keit, Termstrukturen zu erkennen, ist aber weder angeboren noch selbstverstindlich.
Termstrukturen kann man nicht einfach dadurch erkennen, daf$ man einen Term
lange genug anschaut. Sie sind keine Eigenschaften der Schreibfiguren an sich, son-
dern Sichtweisen, die angeben, wie diese Schreibfiguren zu verstehen sind. Diese
Sichtweisen sind historisch entstanden und miissen von Lernenden in einem Lern-
prozef nachentwickelt werden. Da diese Sichtweisen wesentlich auf Konventionen
beruhen, ist ein solches Lernen ohne Kommunikation nicht moglich. Irgendjemand
mufl dem Lernenden sagen oder auf eine andere Weise mitteilen, wie Terme in der
Mathematik zu ,sehen® sind. Damit wird aber auch schon die hauptséachliche Schwie-
rigkeit im Unterricht sichtbar: Wie kann man in die Wahrnehmungsprozesse eines
fremden Menschen eingreifen und diese in einer bestimmten Weise steuern, wo man
doch zu diesen Prozessen keinen direkten Zugriff hat? Man kann diese Prozesse nur
indirekt beeinflussen, z.B. durch geeignete Aufgabenstellungen oder Visualisierungen
(etwa das Zeichnen von Kistchen). Dadurch soll die Aufmerksamkeit der Lernen-
den in eine bestimmte Richtung gelenkt werden. Letztlich kann man dabei aber nur
hoffen, da8 das ,Sehen* von Termstrukturen in der intendierten Weise erlernt wird.

Erzwingen kann man es nicht.

Es gibt Schiiler, denen das ,Sehen® von Termstrukturen anscheinend keine Probleme
bereitet. Wie jedoch die empirischen Beobachtungen aus dem Abschnitt 8.2 zeigen,
weisen viele Schiiler in dieser Hinsicht enorme Defizite auf. Im Unterricht wird dage-
gen kaum etwas unternommen. Viele Lehrer sind sich der Tatsache gar nicht bewubt,
dafl dem Umformen algebraischer Ausdriicke ein Termstrukturerkennen zugrunde-
liegt. Man begniigt sich daher meist mit einem ,endlosen® Uben des Umformens,

ohne gezielt auf diese Voraussetzung — die man geradezu als ,crux* aller Schiilerfebler

beim Umformen ansehen kann - einzugehen. Die Ausfithrungen in diesem Kapitel
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geleistet, wenn Umformungsschritte mit Hilfe von Buchstabenregeln und Kastchen
beschrieben werden, wie dies im Kapitel 10 dargelegt wurde. Man kann jedoch auch
Aufgaben entwerfen, die gezielter bestimmte Aspekte des Termstrukturerkennes an-

. sprechen.
11.1 Aufgaben zum Erkennen von Termstrukturen

Im folgenden werden einige Aufgaben vorgestellt, die das Ziel haben, die F&higkeit im
Erkennen von Termstrukturen zu verbessern. Die Aufgaben sind nach verschiedenen
Schﬁlerté'.‘tigkeiten gegliedert. Diese Tatigkeiten spielen im Rahmen des Umformens
eine Rolle (wenngleich sie oft nicht bewuf8t ausgefithrt werden), sind aber auch sonst

in der Mathematik von Bedeutung.

a) Klammereinsparungskonventionen durch Setzen von Klammern bewufit machen
Die diversen Klammereinsparungskonventionen der algebraischen Notation ma-
chen diese zwar iibersichtlicher, erschweren aber gleichzeitig das Erkennen von
Termstrukturen. Es ist daher empfehlenswert, am Anfang des Algebraunterrichts
Termstrukturen durch das Setzen iiberfliissiger Klammern deutlicher zu machen.
Dabei konnen einzelne Teilterme eingeklammert werden, man kann aber auch

systematischer vorgehen:

1 Setzein dem folgenden Term méglichst viele Klammern, ohne dessen Struk-
tur zu verdndern:

_2-(atb)

b) atboct ——r
a-b

a) a-b atb

Lésung:

) ((a-b)—(i'{f—gﬂ)) b) ((a+(b-c))+((7fr—5))

SchlieBt man die eingetragenen Klammern oben und unten, erhilt man geschach-

telte Kéistchendarstellungen:

. b
SR e e ) e B
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Zwischen Klammern und Késtchendarstellungen besteht also kein wesentlicher
Unterschied. Wie schon friiher festgestellt, kénnen Klammern als ,Rudimente®
von Kistchen angesehen werden. Im Unterricht kann man Késtchendarstellungen
auch mehrfarbig anfertigen lassen. LARKIN (1989 a) berichtet von der Entwick-
lung eines Computerprogramms, in dem Schachtelstrukturen raumlich dargestellt

werden konnen, z.B.:

Fig. 85

b) In einem vorgegebenen Term verschiedene Termstrukturen sehen.

2 Gib verschiedene Strukturen des Terms ﬂi—”:—zl an! Uberlege in jedem
Fall, ob eine Umformungsregel angewandt werden kann! Wenn ja, gib
diese Regel an!

Losungsmdéglichkeit:
3y ~ 2)
=] _ = 48 Keine Regel anwendbar!
(M_E—A’(B‘C) A-(B-C)=A-B-A-C
=T AE-0=
] 1Gv-a] s AB _ B
. - AC AC — C

3 Der Oberflicheninhalt eines quadratischen Prismas mit der Grundkante
a und der Hohe h ist O = 2a% + 4ah. Gib mdglichst viele Strukturen
der rechten Seite dieser Formel mit Hilfe von Kistchen an und iiberlege
jedesmal, wie sich die Kastchen geometrisch deuten lassen!

¢) Zu einer vorgegebenen Termstrukiur Terme angeben.

4 Gib mbglichst viele Formeln (aus der Geometrie, Physik usw.) an, die von
der Form A = € sind! Gib jedesmal A4, B,C, D an!

5 Gib drei Beispiele zur Anwendung der Regel ﬁf = -5 an! Stelle jeweils
A, B,C durch Kistchen dar!

d) Einen vorgegebenen Term unter vorgegebener Strukiur sehen.

6 Sind die folgenden Terme von der Form A- B+ A-C (mit A ;é 1)? Wenn
ja, gib A, B,C an und fithre die Umformung A- B+ A-C = A-(B+ )
durch!

a) (z-2)y+(z-2)(z-3) o) (z-2y~(z-2)(y—3)
b) (e-2y+-2)(-3)  d) (c-2y+z-2
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7 Das Volumen eines Zylinders mit dem Radius r und der H3ke A ist

vV =r3zh.

a) Ist diese Formel vom Typ y = k- z, d.h.ist V" zu eizer der Grd3en
r oder h direkt proportional? Wenn ja, gib den Proporiionafitiss-
faktor k an'

b) Ist diese Formel vom Typ y = k- z2, dh. ist V" zum Quadrat von
r oder h direkt proportional? Wenn ja, gib den Proportionalitats-
faktor k an!

c) Ist V" zur Grundfliche des Zylinders direkt proporiicnal? Wenn
ja, gib den Proportionalititsfaktor an!

Bel der L3sung der Aufgabe T missen minimale Umformurgen, z.B. die
Umformung von ¥V = r?zh zu V = zk - r? schriftlich oder im Kopf durch-
gefihrt werden, bevor die betreffende Proportionalitat abgelesen werden

kann.
e) Einen vorgegebenen Term auf eine vorgegebene Struktur bringen.

8 Stelle die Formel A = 525 fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks auf mog-
lichst viele Arten in der Form A = B -C (mit B # 1,C # 1) dar und
iberlege jedesmal, wie man das Ergebnis geometrisch deuten kdnute!

9 Stelle den folgenden Bruch in der Form '—’C'.—B dar (mit A # I, B £ 1)! Laft
sich der Bruch anschlieSend vereinfachen?

2_ g3 (b=1)—B1+b
g = 2y b)a(l‘l'lz1 +

z?

10 Stelle z% — 8 in der Form A3 — B3 dar! Gib AtmdBan:md fihre
anschlieBend die Umformung A® — B® = (4 — B)(A? + AB + B?) durch!

f) Zu vorgegebenen Termen eine gemeinsame Struktur sehen.

11 Kann man beide Seiten der folgenden Gleichung durch einen gemeinsamen
Term dividieren?

a) (z —2)(a+3)=y(a+3) b)6(z—1(y+1)=6(y—1)z+1)

g) Vorgegebene Terme auf eine gemeinsame Struktur bringen.
12 Welche der folgenden Terme sind aquivalent? Begrinde oder widerlege!

1
a)z-y 5
b) = )5

11.2 Auf- und Abbau von Termen

Einsichten in mégliche Strukturen eines Terms lassen sich auch dadurch gewinnen,

daB der Term schrittweise auf- bzw. abgebaut wird. In einfachen Fallen konnen
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dadurch Gleichungen geldst werden (wobei die Unbekannte nur auf einer Seite vor-

kommen darf). Ein Beispiel (nach BORN et al. 1986):

13

Ich denke mir eine Zahl, multipliziere sie mit 2, addiere 3 und erhalte 17.
Wie heiBt die gesuchte Zahl?

Lésung: Wir nennen die gesuchte Zahl z. Um diese Zahl zu bestimmen,
kénnen wir in zwei Schritten vorgehen:

1. Schritt: Aufbau einer Gleichung (,Einpacken der Zahl z¢)

Ich denke mir eine Zahl ... =z
multipliziere sie mit 2... 2z
addiere 3 und erhalte 17... 2z 4+ 3 =17

2. Schritt: Abbau der Gleichung {,Auspacken der Zahl z“)

Wenn 2z + 3 =17 ist ... 2¢ +3 =17
dann ist 22 =17—-3=14... 2z = 14
und somit ¢ = 14:2=17... z=7

Wir konnen beide Schritte kiirzer so darstellen:

z = 7

-2 ( ) 12
2z 14

+3 Q > 3
2z + 3 17

1l

Beim Programmieren vermeidet man hiufig kompliziertere Formeln und zieht statt

dessen einen schrittweisen Aufbau der Formeln vor. Dieser Aspekt wird durch die

folgenden beiden Aufgaben angesprochen:

14 Eine Gréfle F wird aus den GréBen z,y, z berechnet, indem man der Reihe

15

nach folgende Rechenschritte ausfithrt:

(1) 4 = z+y
(29 B = 3-4
3 ¢ = B-1
(4) F = C:z

Berechne F fiir z = 2, y = 3, 2 = 5! Driicke F durch eine Formel in-z,¥
und z aus!

Wir betrachten die Formel: F =z +y — (x—':i%y.

Gib eine Folge von Rechenschritten an, mit deren Hilfe man ausgehend
von 2,9,z die Gréfle F' berechnen kann!
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Der schrittweise Aufbau eines Terms und die damit verbundene Hierarchie der Re-
chenoperationen kann unter Umsténden auch durch einen Baum wie in Fig. 86 dar-
gestellt werden. In der Literatur sind auch andere Baumdarstellungen gebriuchlich,
z.B. wie in Fig. 87. Man beachte jedoch, dal sich Baumdarstellungen dieser Art
betrachtlich von der iiblichen algebraischen Notation entfernen und daB die Uberset-
zung eines Terms in einen solchen Baum Anforderungen stellt, die mit dem urspriing-

lichen Ziel des Termstrukturerkennens nichts mehr unmittelbar zu tun haben.

1. Stufe 1. Stufe
2. Stufe 2. Stufe
3. Stufe 3. Stufe
4. Stufe 4. Stufe

a-b+e Fig. 86

11.3 Substituieren

Beim Substitujeren werden Variable durch Terme oder umgekehrt Terme durch Va-

riable ersetzt. Betrachten wir als Beispiel eine Anwendung der Regel (A + B)2 =
A*+24B + B2
(2z + 3y)? — (A+B)
{

(22)2 +2-(22) - (3y) + (8y)* «— A? + 2AB + B®

Dabei wird im ersten Schritt 2z durch A und 3y durch B ersetzt. Im letzten Schritt
wird wiederum A durch 2z und B durch 3y ersetzt. In der Praxis werden diese
Schritte meist implizit (im Kopf) durchgefiihrt. Explizites Substituieren liegt vor,
Wenn die Ersetzungen auch angeschrieben werden: A = 2z, B = 3y. Dies kann einen

dhnlichen Effekt haben wie das Zeichnen von Késtchen um 2z bzw. 3y und deren
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Beschriftung mit 4 bzw. B. Aus diesem Grund leisten Aufgaben zum expliziten

Substituieren einen gewissen Beitrag zum Termstrukturerkennen.

Aber auch davon abgesehen sind Substitutionsaufgaben erstrebenswert, weil Substi-
tuieren eine grundlegende Tétigkeit in der Mathematik ist. In Schulbiichern kommen

Aufgaben zum expliziten Substituieren erstaunlicherweise eher selten vor.

Damit sinnvolle Aufgaben konstruiert werden kénnen, muf} die Frage nach dem Sinn
des Substituierens gestellt werden. Einige naheliegende Antworten auf diese Frage
werden im folgenden gegeben (ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit oder Endgiiltig-
keit). Jede Antwort wird durch einige Aufgaben zum expliziten Substituieren illu-

striert.

a) Durch Substituieren kann man Sachverhalte mit unterschiedlicher Detaslliertheit
allgemein beschreiben.
Damit kann man sich insbesondere den jeweiligen Erfordernissen, z.B. den gege-
benen Gréflen, besser anpassen und ein umfassenderes Verstédndnis der jeweiligen

Situation erhalten.

168 Ein gerader Zylinder habe den Radius r und die Hohe h. Stelle eine Formel
fiir die Grundfliche G und eine fiir den Mantel M auf! Zeige, dafi man
durch Einsetzen in die Formel O = G 4+ M vier verschiedene Formeln fiir
den Oberflicheninhalt O des Zylinders erhalten kann!

17 Ein Mitglied einer Berufsvereinigung bezahlt jihrlich G DM an diesen Ver-
ein. Dieser Betrag setzt sich zusammen aus dem jahrlichen Mitgliedsbei-
trag M und den Abonnementkosten A fiir eine Zeitschrift. Jihrlich er-
scheinen a Hefte dieser Zeitschrift, der Preis eines Heftes betrigt H DM.
Dieser Preis setzt sich zusammen aus dem Herstellungspreis h eines Heftes
und den Versandkosten v fiir ein Heft.

a) Driicke G durch M und A aus!

b) Driicke A durch @ und H aus!

¢) Driicke H durch h und v aus!

d) Leite aus den in a), b), ¢) aufgestellten Formeln eine weitere Formel
fiir A her!

c) Leite aus den in a), b), ¢), d) aufgestellten Formeln drei weitere For-
meln fir G her!

b) Durch Substituieren kann man das implizite Anwenden von Regeln ezplizieren.
Insbesondere kann man damit genauer begriinden, dafl man trotz einer unendli-

chen Vielfalt von Termen und Gleichungen mit wenigen Regeln auskommt.
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18 Berechne (z%y + 22)3! Formuliere die dabei verwendete Regel mit den
Buchstaben A, B und gib A sowie B an!

<) Durch Substituieren kann man kompliziertere Formeln in einfachere zerlegen oder
umgekehrt einfachere Formeln zu komplizierteren zusammenseizen.
In den Naturwissenschaften werden Formeln manchmal in folgender Form ange-
geben:
] m
pV =nRT , wobein = i

Man vergleiche dazu auch die Aufgaben 14 und 15 auf Seite 258.

d) Durch Substituieren kann man Grifen aus einem System von Formeln eliminie-
ren.
Dadurch kann man insbesondere die Anzahl der Variablen in einem Problem
reduzieren bzw. stérende Variablen (z.B. solche, die nicht gegeben oder nicht
bestimmbar sind) beseitigen. Dies wird u.a. beim Ldsen eines Gleichungssystems

ausgenutzt.

19 Leite aus den Formeln A = 92—" und b = $+/3 eine Formel fiir den Flichen-

inhalt A eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlinge a her!

20 Zur Berechnung der Querschnittsfliche

eines Grabens, welche die Form eines _ ’T
gleichschenkeligen Trapezes hat, mift

man a,b und ¢ ab. Stelle eine Formel b hl /b

auf, mit der die Querschnittsfiiche be-

rechnet werden kann! - Fig. 88

Lésungshinweis: A = 1‘{—9 -h

Nach dem Pythagoriischen Lehrsatz gilt:

W (559 = 8

Berechne h aus der zweiten Gleichung und substituiere in die erste!

&) Durch Substituieren kann man zundchst unverbundene Grifien zueinander in Be-
ziehung setzen.

21 Gib eine Beziehung zwischen dem Flicheninhalt A und dem Umfang U
eines Kreises an!

Lésungshinweis: Berechne r aus der Formel U = 2rm und setze in die
Formel A = r2x ein!



12 FORMELN UND FUNKTIONEN

Im Kapitel 3 haben wir funktionale Aspekte von Formeln betrachtet und Unterrichts-
vorschlage zur Betrachtung von Formeln unter solchen Gesichtspunkten gemacht.
Diese Vorschlage bezogen sich auf das 5. bis 8. Schuljahr und waren dadurch gekenn-
zeichnet, daf noch kein expliziter Funktionsbegriff verwendet wurde. Im wesentlichen
ging es um Fragen der Art:

— Wie #ndert sich eine Gréfle, wenn sich eine andere Grofle in einer be-

stimmten Weise dndert?
— Ist eine GroBe zu einer anderen direkt oder indirekt proportional?

— Von welchem Typ ist der Zusammenhang zweier GréBlen? Wie sieht der
Funktionsgraph aus?
Etwa ab dem 9. Schuljahr steht ein expliziter Funktionsbegriff zur Verfiigung, womit
funktionale Zusammenhiinge in Formeln expliziter dargestellt werden kdnnen. Dazu

stehen Schreibweisen wie z — f(z), f(z) = ... und &hnliches zur Verfiigung.

Betrachten wir etwa die Formel fiir den Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Sei-
tenléngen a und b

A=a-b
Diese Formel ordnet jedem Paar (a,b) von Seitenlingen den Flicheninhalt A des
jeweiligen Rechtecks zu:

{a,b) — A

Hslt man b bzw. a konstant, kann man in der Formel folgende Zuordnungen sehen:

a+— A (b konstant) , br— A (a konstant)
Durch Umformung der Formel zu
A
a= -b— bzw. b= Z

werden weitere Zuordnungen ersichtlich:
(A4,0)—a, (A,a)—D
A+ a (b konstant) , A~ b (a konstant)

b+ a (A konstant) , a+> b (A konstant)




263

Verschiedene auftretende Funktionen kénnen zu FPunktionstypen geordnet werden,

2B.z— kz,z— katd, z 2%, 2 £ usw. (vgl. dazu BI"JRGER/FISCHER/MAL—
LE 1986). Dariiber hinaus kann ab dem 9. Schuljahr der Funktionsgraph extensiver

als bisher eingesetzt werden.

Den obengenannten Fragen kdnnen also zumindest die folgenden Fragen hinzugefiigt

werden:

— Von welchem Typ ist eine Funktion?

— Wie sieht der Graph einer Funktion aus? Was kann aus ihm herausge-

lesen werden?

In diesem Kapitel werden nach einigen anfinglichen Uberlegungen zu Variablenaspek-
ten bei Funktionen Unterrichtsvorschlige unterbreitet, die sich auf die gestellten Fra-

gen beziehen und etwa ab dem 9. Schuljahr verwendet werden k&nnen.
12.1 Variablenaspekte bei Funktionen

Im Abschnitt 3.1 (Seite 80) haben wir einen Finzelzahlaspekt und einen Bereichs-
aspekt von Variablen unterschieden, wobel wir den letzteren in einen Simultanaspekt
und einen Verdnderlichenaspekt unterteilt haben. Bei Funktionen spielen alle diese

Aspekte eine Rolle.

Betrachten wir etwa eine Funktion f : R — R mit f(z) = ¢-2z? (¢ > 0). Im
Normalfall wird man sich dabei unter ¢ eine beliebige, aber feste Zahl aus einem
bestimmten Bereich vorstellen (Einzelzahlaspekt). Was man sich unter z vorstellt,
hingt vom Kontext ab. Betrachtet man den Funktionswert an einer durch den Kon-
text bestimmten Stelle z, steht der Einzelzahlaspekt im Vordergrund (Fig. 89 a).
Dies ist etwa der Fall in der Aussage ,Sei z € R¢ und f(z) der dazugehérige Funk-
tionswert“. Betrachtet man die Funktionswerte fir alle = aus einem bestimmten
Bereich, steht der Simultanaspekt im Vordergrund (Fig. 89 b). Dies ist etwa der Fall
in der Aussage Vo € RF: f(z) > 0% Denkt man sich einen Bereich durchlaufen,
steht der Versnderlichenaspekt im Vordergrund (Fig. 89 c). Dies ist etwa der Fall in
der Aussage ,Durchlduft z den Bereich Ry, dann wichst f(z)®.

RVl
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N

f(x) wachst
—_—

fe) f(x)

/71NN

]

X >\\;(/// ———
X wachst

Fig. 89a Fig. 89 b Fig. 89¢

In der Schreibweise f(z) = c-z? bezeichnet man ¢ hiufig als Parameter. Dabei wird ¢
unter dem Einzahlzahlaspekt, z hingegen unter dem Bereichsaspekt gesehen. Welche
Variable als Parameter anzusehen sind, miilite strenggenommen immer dazugesagt
werden; es geht dies jedoch hiufig aus dem Kontext hervor. Auflerdem gibt es dafir
weithin akzeptierte Konventionen, z.B. daf§ die Buchstaben am Anfang des Alphabets
eher Parameter und die am Ende des Alphabets eher Verénderliche bezeichnen. So
werden etwa in dem Polynom az? + bzy + cy? die Buchstaben a, b,¢ — wenn nichts
anderes dézugesagt wird — als Parameter und die Buchstaben z, y, z als Verénderliche
aufgefaBt. Durch geeignete Schreibweise kann man hervorheben, welche Buchstaben
als Parameter und welche als Verinderliche gemeint sind, z.B.:

f(z,y) = az? +bzy + cy® (a, b, c konstant) bzw. fape(z,y) = az® +bzy + cy?
g(a,b,¢)= az® + bzy + cy® (x,y konstant)  bzw. g,4(a,b,c)= az?® + boy + cy?

Die Tatsache, dafl die Argumente und auch die Werte einer Funktion unter verschie-
denen Aspekten geschen werden kénnen, fithrt zu einer zweifachen Sichtweise von

Funktionen:

— Funktion als punktweise Zuordnung: Jedem z wird ein f(z) zugeordnet. Da-
bei wird = unter dem Einzelzahlaspekt oder Simultanaspekt gesehen, je nachdem,

ob eine einzelne Stelle z oder alle z aus einem Bereich betrachtet werden.

~ Funktion als Zuordnung von Anderungenz Jeder (dynamisch verstandenen)
Anderung von z entspricht eine Anderung von f(z). Dabei wird & unter dem

Versnderlichenaspekt gesehen.
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Diese beiden Funktion als -

Gesichtspunkte, punktweise t Fig. 90
die im Prinzip Zuordnung

auch von VOLLRATH - Funktion als Zuordnung

(1989) hervorgehoben von Anderungen

werden, sind in Fig. 90 dargestellt. Fir ein angemessenes Verstéindnis des Funkti-

onsbegriffes sind beide Gesichtspunkte notwendig.

Die unterschiedlichen Variablenaspekte spielen auch bei manchen Begriffen eine Rolle,
die in Zusammenhang mit Funktionen auftreten. Die folgenden beiden Beispiele be-
handeln die Begriffe ,Monotonie” und ,,Proportionalitit“ in Hinblick auf die verschie-

denen Variablenaspekte.

Beispiel 1: Monotonie von Funktionen. Die urspriingliche intuitive Idee des
streng monotonen Wachsens diirfte wokl die sein: Wenn z wichst, dann wichst auch
f(z). Dazu geniigt es nicht, die Funktion blof als ,punktweise Zuordnung” zu sehen,
man muf sie auch als ,Zuordnung von Anderungen“ auffassen konnen (siehe Fig.
89 c). Dies setzt den Verinderlichenaspekt von Variablen voraus und kénnte so

notiert werden:

1) T = f(z)1

Leider sind Notationen dieser Art nicht iiblich. In der Mathematik beschreibt man

diese Idee vielmehr unter Vermeidung des Verdnderlichenaspekts:
(2) Vei,zo €I @ zy < zp => f(z1) < f(z2)

Dabei steht im Vorspann ,Vz1, z2 € I¢ der Simultanaspekt von z; bzw. z2 im Vorder-
grund. Der nachfolgende Ausdruck ,z1 < z2 = f(z1) < f(z2)“ wird aber wohl eher
so interpretiert: Wenn man zwei Stellen z1,z2 aus I mit 21 < 22 beliebig auswahlt
und festhalt, dann ist auch f(z1) < f(z2). Zumindest wéhlt man diese Vorstellung,
wenn man die strenge Monotonie durch eine Figur veranschaulichen oder einen Mo-
notonienachweis fithren will. Damit steht der Einzelzahlaspekt von z; bzw. zz im
Vordergrund. Jedenfalls 148t sich sagen, daB fiir ein nmfassendes Verstiandnis des

Monotoniebegriffes alle genannten Variablenaspekte erforderlich sind.
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Der Ubergang von der inoffiziellen Notation (1) zur offiziellen Notation (2) ist nicht
untypisch fiir viele Definitionen in der Mathematik. Man kann ihn als eine Diskre-
tisierung eines stetigen Prozesses auffassen. In der Tat sind stetige Prozesse mathe-
matisch kaum anders beschreibbar als durch eine Diskretisierung (zumindest mit den
{iblichen Notationsmitteln). Durch den Ubergang von (1) zu (2) verliert man einiges
an intuitiven Vorstellungen, vor allem geht ein gewisses ,,dynamisches Momer'1t ver-
loren und wird durch ein ,statisches® ersetzt. Man gewinnt allerdings die Méglichkeit
formalen Argumentierens, weil auf (2) der Kalkiil des Buchstabenrechnens anwend-
bar ist, wahrend fiir (1) kein entsprechender Kalkiil existiert. Die Vorstellung (1)
ist zum Auffinden einer Monotonievermutung giinstiger als (2), wenn man jedoch
einen formalen Monotonienachweis fiihren will, mufl man auf {2) zuriickgreifen. Als
heuristisches Instrument bleibt also die Vorstellung (1) nach wie vor wichtig, auch

wenn sie aus der offiziellen Notationsebene ausgeklammert wird.

Beispiel 2: Proportionalitit. Direkte Proportionalitét etwa beruht auf der Vor-
stellung: Wenn z auf das a-fache wichst, dann wichst auch f(z) auf das a-fache.
Man koénnte dies so notieren.

wTa:>f(x)Ta

Dies beruht auf dem Verénderlichenaspekt von z. Die blofie Vorstellung, da8 z einen
Bereich durchlauft, geniigt aber nicht. Man muf auflerdem sowohl fiir die Argumente
als auch die Funktionswerte den Ausgangs- und Endzustand des Wachsens in Gedan-
ken festhalten und miteinander vergleichen. Wie im Falle der Monotonie ist auch
die obige Notation fiir direkte Proportionalitit uniiblich. Man notiert den Verglei(;h
von Ausgangs- und Endzustand der Argumente bzw. Funktionswerte vielmehr unter

Vermeidung des Verdnderlichenaspektes:
(1) Vzel,VaeR: f(a-z)=a- f(z)

Dabei ist z eine beliebige Zahl aus I und a eine beliebige Zahl aus R (Simultana-
spekt). Beim praktischen Arbeiten mit dieser Gleichung, wo die Quantoren meist
weggelassen werden, fafit man a jedoch eher als einen Parameter auf (Einzelzahl'
aspekt). Auch fiir den Proportionalitstsbegriff a8t sich also sagen, dafl zu einem

umfassenden Verstindnis alle genannten Variablenaspekte erforderlich sind.
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Direkte Proportionalitét kann nicht nur durch (1), sondern auch auf folgende Art

definiert werden:
(2) dkeR:Vzel : f(a)=k-z

Die Definition (2) entspricht einer ,Funktion als punktweiser Zuordnung®: Jedem z
aus [ wird das k-fache von z zugeordnet. Die Definition (1) entspricht eher einer
,2Funktion als Zuordnung von Anderungen“: Einer Anderung von z auf das a-fache
entspricht eine Anderung von f(z) auf das a-fache (wenngleich dies unter Vermei-
dung des Verii.nderlichenaspekts notiert wird). In diesen beiden Beschreibungen von
Proportionalitit findet sich also die vorhin erwihnte Doppelgesichtigkeit des Funkti-

onsbegriffes wieder.

12.2 Unterrichtsvorschlige zur funktionalen
Betrachtung von Formeln
(etwa ab dem 9. Schuljahr)

Die folgenden Beispiele erfordern zum Teil einen expliziten Funktionsbegriff. Be-
ziiglich weiterer Beispiele sei auf BURGER/FISCHER/MALLE 1986 und 1989 (S.

133-140) verwiesen.

Eine Aufgabensequenz: Mefigliser

Nebenstehend ist ein zylindrisches Mefglas dar- /—\

gestellt. Mit einem solchen Mefglas werden Fliissig-

keitsvolumina mit Hilfe von Héhen gemessen. Hat 2 51.0 L N

die Grundfliche den Radius r und der Flilssig- :0’5 -

keitsspiegel die Hohe h, so betrdgt das Flilssig- r _E ~.
keitsvolumen: \'_‘)_-y Fig. 91

V =r’rh

Da der Radius r fir alle Fliissigkeitsmengen im MeBglas konstant ist, ist auch rim
konstant. Beispielsweise gilt fiir r = 3:

V=9r-h, also V ~ 28,27- A
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Um zu betonen, daf8 V nur von A abhingt, schreibt man:

V(h) =r’rh (r konstant)

Man kann in dieser Formel eine Funktion sehen, die jeder Flissigkeitshdhe A das

entsprechende Flissigkeitsvolumen V(k) zuordnet. Bringt man auf dem MeBglas

eine Skala mit Teilstrichen an, so kann man diese Teilstriche statt mit der jeweiligen

Hohe gleich mit dem jeweiligen Volumen beschriften.

3 Nebenstehend ist ein zylindrisches MeSglas mit
dem Radius r = 0,5 dm dargestellt. Be-
rechne die Fliissigkeitsvolumina V(&) fiir » =
0,2;0,4;...;1,0 dm (runde auf zwei Komma-
stellen)! Trage die errechneten Volumina in
der jeweiligen Hohe ein!

Volumen
fin 1]

>

@ 1dm

Fig. 92

Setzt man in der Formel V(h) = r’nh zur Abkiirzung k = r2x, so geht die Formel

{iber in:

V(kRy=k-h (k konstant)

Daraus erkennt man: Das Fliissigkeitsvolumen V (k) ist zur Hohe h direkt proportio-

nal. Die Funktion A — V(h) ist vom Typ z — k- z.

4 Beantworte fiir ein zylindrisches MeBglas anhand der Formel V(h) = r21rh

folgende Fragen:

a) Wie sndert sich das Flissigkeitsvolumen, wenn die Hohe auf das
Doppelte, 7fache, %fache bzw. 8,27fache wichst? Begriinde mit

Hilfe der Formel!

b) Wie &ndert sich das Flissigkeitsvolumen, wenn die Hohe auf das
a-fache wichst? Begriinde mit Hilfe der Formel!

¢) Wie muB die Hohe geindert werden, damit das Fliissigkeitsvolumen

vervierfacht, verzehnfacht bzw, halbiert wird?

d) Wie #ndert sich das Fliissigkeitsvolumen, wenn die Hohe um 10 %

wichst?

Lésung von a):
V(R) = rizh

V(2h)= 721 - 2h = 2 r*xh = 2 - V(h) Setze selbst fort!

Wir betrachten nun zylindrische Mefgliser mit ver-
schiedenen Radien, die aber alle bis zur gleichen
Héhe mit Flissigkeit gefiillt sind. Da jetzt die Hohe

h konstant ist und der Radius r versnderlich, schrei-

el
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ben wir die Formel! V = r27h so um:

V(r)y=nh-r? {h konstant)

Da h konstant ist, ist auch 7h konstant. Man kann in dieser Formel eine Funktion
sehen, die jedem Mefiglasradius r das Volumen V(r) der in dem MeBglas enthaltenen

Flissigkeit zuordnet. Die Funktion r — V(r) ist vom Typ z +— ¢ - 22,

5 In nebenstehender Figur sind die Grundflichen
von einigen Mefgldasern durch konzentrische
Kreise dargestellt. Alle Mefigliser sind bis
zur H6he 2 = 3 dm mit Flissigkeit gefiillt.

Berechne die Fliissigkeitsvolumina V(r) fiir “Av
r=1,2,3,4,5 dm (runde auf zwei Nachkom- ".
mastellen)! Schreib die Werte der Volumina Fig. 94

zu den jeweiligen Kreisen!

6 MeBgliser mit verschiedenen Radien sind alle bis zur gleichen Hohe h mit
Fliissigkeit gefiillt. Beantworte anhand der Formel V(r) = whr? folgende
Fragen und begriinde die Antworten:

a) Sind die Fliissigkeitsvolumina zu den Radien direkt proportional?
Sind die Fliissigkeitsvolumina zu den Quadraten der Radien direkt
proportional? Sind die Fliissigkeitsvolumina zu den Inhalten der
Grundflichen der Mefigliser direkt proportional?

b)  Auf das Wievielfache wichst das Fliissigkeitsvolumen V(r), wenn
der Radius 7 auf das a-fache wichst? Was bedeutet das fiir a = 2,
a=35,a= %,a.=3,42?

¢) Auf das Wievielfache mufl der Radius r vergroflert werden, damit
das Fliissigkeitsvolumen auf das 4fache, das 8fache, 9fache bzw.
zl—sfache wichst?
Bezeichnet man den Flicheninhalt der Grundfliche eines zylindrischen Mefiglases mit
A, dann gilt: V = r27 - h = A- h. Daraus folgt: h = 4. Giet man eine bestimmte
Fliissigkeitsmenge (mit konstantem Volumen V) in verschiedene MeBglaser, so héngt

die Hohe des Fliissigkeitsspiegels von der Grundfiiche des Mefiglases ab, und zwar in

folgender Weise:
14
h(A) = 1 (V konstant)

Daraus erkennt man: Die Hohe h(A) ist zum Inhalt A der Grundfliche indirekt

c

proportional. Die Funktion 4 +— h(A) ist vom Typ z +— Z.
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7 FEine bestimmte Fliissigkeitsmenge wird
der Reihe nach in zylindrische Mef-
gliser gegossen, deren Grundfliche im-
mer groBer wird. Beantworte anhand
der Formel h(4) = % (V konstant)
folgende Fragen und begriinde die Ant-
worten:

a) Wie dndert sich die Hohe des
Fliissigkeitsspiegels, wenn die
Grundfliche gréBer wird? Fig. 95

b) Wie dndert sich die Hohe, wenn die Grundfliche zweimal, dreimal,
viermal, 7,25mal, a-mal so grof} wird?

¢) Zeichne den Graphen der Funktion A — h(A4) fir V =1 (4 in
dm?, V in Liter)! Wirkt sich ein kleiner Fehler in der Bestimmung
der Grundfliche auf die Berechnung der Fliissigkeitshéhe stirker
aus, wenn die Grundfliche klein oder wenn sie grof ist? (Uberlege
anhand des Graphen!)

Zum Abschlul betrachten wir noch anstelle eines zylindrischen Mefglases ein ke-
gelfdrmiges MeBglas:

8 Betrachte ein kegelférmiges Mefiglas! Leite
mit Hilfe &hnlicher Dreiecke oder des Strah-
lensatzes die folgende Formel her:

TR?

V(k) = 35

Beantworte mit Hilfe dieser Formel folgende
Fragen:
a) Ist das Volumen V(k) zur Héhe A di-
rekt proportional?

b)  Auf das Wievielfache wichst das Fliis-
sigkeitsvolumen, wenn die H&he ver-
doppelt, verdreifacht bzw. ver-a-facht
wird?

¢) Auf dem MeBglas sollten Teilstriche fiir die Volumina 6,1;0,2;...;1,0 Li-
ter angebracht werden. Was 148t sich iiber deren Abstinde sagen?

Eine weitere Aufgabensequenz: Verkehrsunfille

9 Ein Verkehrsunfall: Ein Auto ist frontal gegen eine Mauer gefahren. Als
Mag fiir die ,Stérke“ des Aufpralls kann man die kinetische Energie (Bewe-
gungsenergie) des Autos nehmen. Hat das Auto die Masse m und féahrt es

. . . . . . ’U2
mit der Geschwindigkeit v, so betrégt seine kinetische Energie: E = %5—.
a) Angenommen, das Auto wire so beladen gewesen, da8 es die 13fa-
che Masse besessen hatte. Auf das Wievielfache wire die kinetische
Energie gewachsen?



b)

A'ngenommen, das Auto wire mit doppelter Geschwindigkeit gegen
die Wand gefahren. Auf das Wievielfache wire dann die kinetische
Energie gewachsen?

Betrachte die Funktionen m +— E und v ~ E! Welche dieser
Funktionen sind linear? Wenn nicht, gib den Typ der Funktion an!

Zeichne den Graphen der Funktion m "‘T"z fiir drei verschiedene
Werte von !

Zeichne den Graphen der Funktion v +— l"ziz fiir drei verschiedene
Werte von m!

10 Noch ein Verkehrsunfall: Ein mit iberhthter

Geschwindigkeit fahrendes Auto wurde durch =
die Fliehkraft aus einer Kurve geschleudert. X\ E
Fiir die Fliehkraft gibt es eine Formel. Fihrt

11

ein Auto der Masse m auf einer Kreisbahn
vom Radius 7 mit der Geschwindigkeit v, so
betrégt die auf das Auto wirkende Fliehkraft: r
F= 1_)2 Flg. 97
r

b)

Ist F'zu m bzw. zu v direkt proportional, indirekt proportional oder
keines von beidem? Ist F' zu »* direkt oder indirekt proportional
oder keines von beidem?

Auf das Wievielfache wichst die Fliehkraft, wenn das Auto mit
doppelter Geschwindigkeit fahrt? Auf das Wievielfache wichst die
Fliehkraft, wenn das Auto so beladen wird, daf es die l%fache
Masse besitzt? Wie wiirde sich die Fliehkraft dndern, wenn der
Radius der Kurve doppelt so grofi wire?

Ein weiterer Verkehrsunfall: Einem Auto ist ein Reifen geplatzt. Der Druck
in einem Autoreifen hingt vom Volumen des Reifens und der Temperatur
ab. Beim Volumen V und der (absoluten) Temperatur T betrégt der Druck
p=0C- %, wobei C eine Konstante ist.

a)

b)

d)

Wie dndert sich der Reifendruck, wenn die Temperatur steigt (z.B.
durch schnelles Fahren)? Wie wiirde sich der Druck dndern, wenn
man dieselbe Luftmenge in einen Reifen von gréflerem Volumen
pumpen wiirde?

Wie miifite sich die Temperatur &ndern, damit der Reifendruck um
10 % abnimmt? Welches Volumen miifite der Reifen haben, damit
der Druck um 10 % kleiner ist?

Zu welchen der Grofilen T und V ist p direkt, zu welchen indirekt
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proportional?

Gib den Typ der Funktionen T + p

und V +» p an! Diese beiden Funktio-

nen werden durch die nebenstehenden

beiden Schaubilder dargestellt. Wel- ] - -~

ches Schaubild stellt welche Funktion R Fie. 98 b
dar? (Beschrifte die Achsen!) Fig. 98 a '8
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Aufstellen von Formeln aus der Kenntnis von Eigenschaften

In den bisherigen Aufgaben dieses Abschnitts haben wir stets vorgegebene Formeln in
Hinblick auf Abhéngigkeiten zwischen den vorkommenden Gréflen untersucht (Pro-
portionalitaten, Funktionstypen usw.). In der Praxis steht man héufig vor dem umge-
kehrten Problem: Aufgrund von Messungen oder einfach aufgrund gewisser plausibler
Annahmen weil man, wie eine bestimmte Gréfie von anderen Gréflen abhingt und

will daraus eine Formel fiir diese Grofle aufstellen.

12 Drihte aus einem bestimmten Metall mit ver- . L
schiedenen Querschnitten und Lingen werden
durch Anhingen verschiedener Gewichte ge-
ringfiigig gedehnt. Durch Messungen stellt
man fest: 1

— Die Dehnung Al ist direkt proportio-
nal dem Gewicht G und der Lénge [.

—~ Die Dehnung ist indirekt proportional Al
dem Inhalt ¢ der Querschnittsfliche
des Drahtes.

Stelie eine Formel fiir die Dehnung Al auf!

Lésung: In Frage kommt zunichst jede Formel der Form Al = ¢ - %
mit ¢ € R. Die Konstante ¢ kann man bestimmen, wenn man von einem
MeBergebnis ausgeht. Hat man etwa fiir / = 700 mm, G = 6,8 kg und

¢ = 2 mm? die Dehnung Al = 3 mm gemessen, dann erhilt man die
Gleichung

G Fig. 99

\

_6,8-700
2
und daraus ¢ = 0,0013. Damit lautet die Formel:

3=c

1~0,0013- g—(}—l (G in kg, | in mm, ¢ in mm?)
Aufgaben der in diesem Abschnitt behandelten Art, konnen auch in anderen Be-
reichen der Schulmathematik gestellt werden, z.B. im Rahmen der Trigonometrie,
Differential- oder Integralrechnung (sieche MALLE 1986 c). Sie konnen auf hoherer
Ebene auch mit Vektor- und Matrizenformeln fortgesetzt werden (siehe MALLE
1986 ¢; BURGER/FISCHER/MALLE 1989, S. 156-158, 193-194; BURGER/FI-
SCHER/MALLE 1990, S. 278-281, 290-291, 303-306).
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